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θεώρημα 132—111 


679. Έάν μία γωνία ΓΒΔ στρέφεται περί τήν κορυφήν της Β, κει 
μένην έπί τής διχοτόμου μιας σταθερός γωνίας Α παραπληρωματικής 
αυτής, αί τομαί τών πλευρών της μετά τών πλευρών τής σταθερός γω¬ 
νίας ορίζουν μήκη ΑΓ, ΑΔ Ιχοντα άθροισμα σταθερόν (Σχ. 402). 


Πρόκειται περί άλλης διατυπώαεως τής προηγουμένης προ- 
χάσεως. 


θίώρημα 133 


680. Ή άπόσταοις τυχόντος σημείου τής περιγεγραμμένης εις Ισόπλευ¬ 
ρον τρίγωνον περιφερείας άπό τής μιας κορυφής αϋτοϋ είναι ίση μέ τό 
άθροισμα τών αποστάσεων τού σημείου άπό τών δύο άλλων κορυφών. 

Πρέπει νά δειχθή : ΜΓ — ΜΑ ΜΒ. 

1η 'ΛπόΛειξι;. Διά τής κορυφής Α φέρομεν τήν ΑΔΕ παράλλη¬ 
λον πρός τήν ΜΒ, καθώς καί τάς χορδάς ΕΒ, ΕΓ. Επειδή τά 
τρίγωνα ΑΔΜ, ΕΔΓ είναι Ισόπλευρα, θά Εχωμεν ΔΜ = ΑΜ, 
ΔΓ = ΕΓ = ΒΜ (έκ του παραλληλογράμμου ΕΒΜΔ) καί Επομέ¬ 
νως ΜΓ=ΜΔ-)-ΔΓ = ΜΑ + ΜΒ. 



Α 



681. 2α Άπόόειξις. Δυνάμεθα νά βασισθώμεν Επί μιδς προτά- 
σεως τοΟ III Βιβλίου, τοϋ θεωρήματος τον Πτολεμαίον. 

ΕΙς τό έγγεγραμμένον τετράπλευρου ΑΒΔΓ (Σχ. 404), τό γινό¬ 
μενον αμ τών διαγώνιων ΙσοΟται πρός τό άθροισμα τών γινομέ¬ 
νων τών άπέναντι πλευρών (§ 1209), ή 

αμ = αρ-(-ασ δηλ: μ = ρ4-σ. 
θεώρημα 134 

682. Έστωσαν Α, Β, Γ, Δ,Ε αί κορνφαί ένός κανονικού πενταγώνου 
έγγβγραμμένου εις περιφέρειαν καί Μ τυχόν σημεΐον τού τόξου ΑΕ. Νά 
Λειχθή ή σχέσις : ΜΒ + ΜΔ = ΜΑ -)- ΜΓ -(- ΜΕ (Ν. Α. 1876, σελ. 383). 

Διά τής κορυφής Α φέρομεν τήν ΑΖ παράλληλον πρός τήν ΜΔ· 
λαμβάνομεν 

ΔΖ = ΑΜ = ΜΙ, 

Επειδή τό τρίγωνον ΑΜΙ εΤναι Ισοσκελές. Πράγματι, τό μέτρον τής 
γωνίας ΜΑΙ είναι —ή δηλ. τό πέμπτον τής περιφε- 

Γεωμετρία 20 
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ρείας καί τό μέτρον τής γωνίας ΑΙΜ Τσον πρός . 

πέμπτον πάλιν περιφέρειας. “Επομένως ΙΜ = ΑΜ. 

Φέροντες διά τής κορυφής Ε τήν εύθεϊαν Εθ παράλληλον πρός 
τήν ΜΒ καί άναλόγως ουλλογιζόμενοι, 
εύρίσκομεν Βθ = ΜΕ = ΜΚ καί έπομέ- 
νως Γθ = ΑΜ = ΔΖ. 

ΕΤναι λοιπόν τά τετράπλευρα ΗΙΒΘ, 
ΗΙΜΚ, ΗΖΔΚ παραλληλόγραμμα καί ή 
σχέοις τής έκφωνήσεως 

ΜΒ + ΜΔ = Μ Α + ΜΓ + ΜΕ 
άνάγεται είς τήν 

(ΗΚ+ΗΘ)+(ΗΙ + ΗΖ) = ΜΑ+ΜΓ+ΜΕ 

ή όποια πάλιν, έπειδή ΗΚ=ΜΑ, ΗΙ=ΜΕ, 
άνάγεται είς τήν ΗΘ-(-·ΗΖ = ΜΓ. 

Τό τρίγωνον ΕΗΖ είναι Ισοσκελές 
έπειδή έκαστον τών τόξων ΑΕ καί ΘΖ 



Σχ. 40.ν 


(σοΰται πρός τό πέμπτον τής περιφέρειας- βρα Ηθ + ΗΖ = Εθ. 
Άφ' έτέρου Εθ = ΜΓ, έπειδή έκάστη τών χορδών αότών ύποτεί- 
νει ΐσα τόξα, τά ΕΔΓΘ καί ΓΒΑΜ. “Επομένως 


ΗΘ + ΗΖ = ΜΓ. 

Τό θεώρημα είναι γενικόν καί άποδεικνύεται εύκόλως διά τής 
Τριγωνομετρίας. Ή γενική του διατύπωσις είναι ή όοιόλουθος: 

682 α. θιώρτ/μα. Έοτω κανονικόν πολύγωνον περιττού πλήθους 

πλευρών τό άθροισμα τών αποστάσεων 
ενός τυχόντος σημείου τής περιγεγραμ- 
μένης περιφέρειας άπό τών κορυφών 
άρτιας τάξεως είναι Ισον πρός τό άθροι¬ 
σμα τών αποστάσεων του άπό τών κο¬ 
ρυφών περιττής τάξεως. 

“Ιδού ή γεωμετρική άπόδειξις διά 
τό κανονικόν έπτάγωνον: 

Φέρομεν τήν ΑΡ παράλληλον 
πρός τήν ΜΖ καί τάς ΑΣ, ΘΡ, πα¬ 
ραλλήλους πρός τήν ΜΕ. Έκ τής 
ίσότητος τών τόξων ΑΜ καί ΣΕ, 
Μθ καί ΕΡ, λαμβάνομεν : 

ΑΡ = ΜΓ, ΑΣ = ΜΔ, ΘΡ = ΜΒ 


ΜΑ + ΜΓ + ΜΕ + ΜΘ = ΜΒ + ΜΔ + ΜΖ, 
άνάγεται εις τήν 

ΜΑ + (ΑΡ = ΑΙ + ΙΡ) + (ΜΚ+ΚΕ) + ΜΘ = 
= (ΘΡ = ΘΛ + ΛΡ) + (ΜΙ + ΙΗ + ΗΔ) + ΜΖ. 


Μ 



καί ή δεικτέα σχέσις 
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Τά τρίγωνα ΑΜΙ. ΜΘΛ, ΑΙΗ εύκόλως άποδεικνύονται Ισο¬ 
σκελή- άρα 

ΜΑ — ΜΙ. Μθ = ΘΑ, ΙΑ = ΙΗ. 

Άφ’ έτέρου, τά τετράπλευρα Μ1ΡΖ, ΜΛΡΚ είναι παραλληλό¬ 
γραμμα- άρα 

ΙΡ=ΜΖ, ΚΜ = ΛΡ. 

Τά τραπέζια ΑΗΚΜ, ΑΣΕΜ είναι Ισοσκελή, τό Βέ ΗΣΕΚ πα¬ 
ραλληλόγραμμον- άρα 

ΚΕ = ΗΣ. 

Τό τρίγωνον τέλος ΗΔΣ εΐναι Ισοσκελές- άρα 
ΚΕ = ΗΣ = ΗΔ 

καί ή σχέσις (α) άποβεικνύεται έκ τής ίσότητος δρου πρός δρον 
ε(ς έκαστον τών μελών της. 

Σημ*Ια>οΐ{. Ή γενίκβυσις τοΟ θεωρήματος όφείλεται είς τόν 
Οδαάμ (Ν. Α., 1876, σελ. 384). Διά τό κανονικόν πολύγωνον 2ν-{-1 
πλευρών θά Εχωμεν 

λ'ι -(- λ, —{- λ 4 -)- .... λίν4-1 = λ, -)- λ 4 -)-.... λ,ν. 

θ·ώρημα 135 

683. Διαιροΰμεν μίαν ημιπεριφέρειαν, διαμέτρου ΑΗ, είς περιττού 
πλήθους Ισα τόξα λ. χ. ε[ς επτά διά τών σημείων Α, Β, Γ, ά, Ε, Ζ, θ, Η. 
Διά τών σημείων διαιρέσεως φέρομεν πα¬ 
ραλλήλους πρός τήν διάμετρον ΑΗ χαί 
συνδέομεν τό χέντρον Ο πρός τά μεσαία 
σημεία Δ χαΐ Ε. Νά δειχθή ότι τό άθροι¬ 
σμα τών τμημάτων ΔΕ, ΛΚ, ΜΝ, άτινα 
άποτέμνονται έπΐ τών παραλλήλων ύπό 
τών ευθειών ΟΔ χαί ΟΕ, (σοΰται πρός 
τήν άχτίνα. (Ι,β θοΐπΐε, Ν. Α. 1812, 
σελ. 608). 

Πρέπει νά Βειχθή βτι 

ΔΕ + ΚΛ + ΜΝ = Η. 

θεωροΟμεν τά συμμετρικά πρός τήν 
διάμετρον σημεία Δ', Γ’, Β' τών ση¬ 
μείων Δ, Γ, Β καί φέρομεν ευθείας κατά τό σχήμα. Έχομεν 
προφανώς 

ΔΕ = ΟΡ. ΚΛ = ΡΠ, ΜΝ = ΑΠ. 



Επομένως 


ΔΕ + ΚΛ + ΜΝ = Κ.. 


Σημτίωσις. Τό ίργον τοΟ Ι,ε ΟοίηΙε : Μα&ήματα ίπΐ τής θεωρίας 
τών κυκλικών συναρτήσεων και τής Τριγωνομιτρίας (1858), περιέχουν 
μέγαν άριθμόν άσκήσεων Τριγωνομετρίας, είτε άνεκδότων, είτε 
Ερανισμένων έκ τής Λ>κ νηαΐ άβ ΟνβΙΙβ. 
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Καμπυλόγραμμα πολύγωνα 

684. Τά έπίπεδα καμπυλόγραμμο πολύγωνα δηλ. τά πολύγωνα 
τά Αποτελούμενα έκ τόξων κύκλων κειμένων έπί τοΟ αύτοΟ έπιπέ- 
δου, παρουσιάζουν μέγα Ενδιαφέρον. Επειδή ή σπουδή αύτών 
δύναται νά μδς όδηγήση ε(ς άνεύρεσιν θεωρημάτων, τά όποια 
άληθεύουν καί διά πολύγωνα μέ πλευράς τόξα μικρών κύκλων έπί 
σφαιρικής έπιφανείας, Ακριβώς όπως πολλοί Ιδιότητες τών εύ- 
θυγράμμων τριγώνων Ισχύουν καί διά σφαιρικά τρίγωνα μέ πλευ¬ 
ράς τόξα μεγίστων κύκλων έπί τής σφαίρας. 

Α1 σχετικαί πρός τά σχήματα αύτά προτάσεις είναι άρκετά 
άπλαϊ ώστε νά μή Απαιτούν παρά τάς γνώσεις τών δύο πρώτων 
βιβλίων τής Γεωμετρίας-έν τούτοις ή σπουδή των πολύ εύκολύνεται 
διά τής έφαρμογής τής μεθόδου τής Άνχιοχροψής (Μί&οδοι, § 217). 

ΕΙς τήν'παρούσαν Εκδοσιν (5ην) παραλείπομεν τά σχετικά πρός 
καμπυλόγραμμα πολύγωνα θεωρήματα (§ 6Θ5 Εως 697), διατη- 
ρούντες μόνον τό θεώρημα χον ΜΐηιχβΙ έπί τοΟ καμπυλογράμμου 
τριγώνου, τού σχηματιζομένου ύπό τών τόξων τριών κύκλων διερ- 
χομένων διά τού αύτού σημείου.Τούτο δμως θά άναφέρωμεν είς τήν 
φυσικήν του θέσιν, είς τό κεφάλαιον έπί τής Άνχταχροφήί (§ 1342, μ). 


Κύκλος πεοιγεν ραμμένος είς πολύγωνον 

698. Διά νά άποδείξωμεν ΰτι τέσσαρα σημεία εύρίσκονται έπί 
μιας περιφέρειας, άρκεϊ νά διαπιστώσωμεν 6τι τό τετράπλευρον μέ 
κορυφάς τά σημεία αύτά είναι έγγράψιμον. 

Τό όρθογώνιον παραλληλόγραμμον, τό Ισοσκελές τραπέζιον 
καί πάν τετράπλευρον μέ Απέναντι γωνίας παραπληρωματικός εί¬ 
ναι έγγράψιμα είς- κύκλον. Έάν τό. πολύγωνον Εχη περισσοτέρας 
κορυφάς Από τέσσαρας, τό δυνατόν τής Εγγραφής του είς κύκλον 
Ανάγεται είς τήν έξέτασιν τού ίδιου ζητήματος διά τά τετρά¬ 
πλευρα είς ά δύναται νά διασπασθή. 

699. ΌμοχυκΙεχά σημεία. Συγχι χλτχά η όμοχνχλιχά σημεία όνο- 
μάζονται τέσσαρα ή περισσότερα σημεία έάν Ανήκουν είς τήν αυ¬ 
τήν περιφέρειαν. 

Ή όνομασία αύτη, είσαχθείσα Νύπό τών "Αγγλων γεωμετριών, 
Απανταται συχνά είς τήν Νεωχέραν γεωμετρίαν τον τ ριγώνω·. 

θχώρημα 138 — VIII 

700. Έάν αί διαγώνιοι ενός τετράπλευρου τέμνωνται όρθογωνίως, 
τά μέσα τών πλευρών του εύρίσκονται έπί μιάς περιφέρειας. 

Επειδή τό τετράπλευρον τών σημείων αύτών είναι όρθογώνιον 
παραλληλόγραμμον, Αφού αί πλευραί του είναι παράλληλοι πρός 
τάς διαγώνιους. 

Θχώρημα 138—IX 

701. Αί κορυτραί Β, Γ ένός τριγοίνου ΑΒΓ, τό κέντρον τού έγγε- 
γραμμένου κύκλου καί τό κέντρον τοΰ παρεγγεγραμμένου είς τό τρίγω¬ 
νον χαί είς τήν γωνίαν Α κύκλου, εύρίσχονται έπί μιάς περιφέρειας. 
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Α! διχοτόμοι, πράγματι, ΒΙ, ΒΔ τών παραπληρωματικών γω¬ 
νιών ΑΒΓ, ΓΒΕ είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας, καθώς καί αΐ εΰθεϊαι 
ΙΓ καί ΓΔ· ή περιφέρεια, έπομένως, μέ 
διάμετρον ΙΔ διέρχεται διά τών Β καί Γ. 

Παρατηρήσεις. 1) Τό κέντρον Ο τοΟ κύ¬ 
κλου 1ΒΔΓ είναι τό μέσον τοΟ τόξου ΒΟΓ 
τής περιγεγραμμένης περιφερείας ε[ς τό 
τρίγωνον ΑΒΓ. 

2) Τό ήμισυ τής άποστάσεως ΙΔ τών 
κέντρων I καί Δ τοΟ έγγεγραμμένου καί 
-παρεγεγραμμένου κύκλου είς τό ΑΒΓ, 
είναι ίσον πρός τήν χορδήν τοΰ ήμίσεος 
τοϋ τόξου ΒΟΓ: ΙΟ ή ΔΟ = ΒΟ ή ΓΟ 
(§ 735 καί 816 Παρ/σις). 

Θεώρημα 138—X 

702. Έάν έκ τοϋ μέσου Γ τοΰ τόξου ΑΒ φέρωμεν χορδάς ΓΖΔ, 
ΓΘΕ, τεμνούσας τήν χορδήν ΑΒ είς τά Ζ καί θ, τά τρίγωνα ΓΖΔ καί 
ΓΔΕ είναι ισογώνια καί τό τετράπλευρον ΔΕΘΖ έγγράψιμον. 

Θεώρηιεα 138—XI 

702 α. 'Έν εύδύγραμμον τμήμα ΑΒ κινείται είς τρόπον, ώστε τά 
άκρα του Α καί Β νά γράφουν δύο τεμνομένας ευθείας ΟΧ, ΟΥ. Δεί¬ 
ξατε, ότι ή περιγεγραμμένη είς τά τρίγωνον ΑΟΒ περιφέρεια έχει στα· 
•δεράν τήν ακτίνα. 

ΐό τόξον ΑΟΒ είναι τόξον κυκλικοΰ τμήματος σταθερός γω¬ 
νίας ΧΟΥ' ή άκτίς, &ρα, τής περιφε- 
ρείας είς ήν άνήκει είναι σταθερά. 

Έάν τό σταθερού μήκους τμήμα 
ΑΒ όλισθαίνη έπί τών πλευρών τής 
παραπληρωματικής τής ΧΟΥ γωνίας 
(ΑΒ = ΓΔ), τό τόξον ΓΟΔ είναι τόξον 
κυκλικού τμήματος γωνίας Ισης πρός 
τήν παραπληρωματικήν τής ΧΟΥ. Ανή¬ 
κει έπομένως είς περιφέρειαν τής αύτής 
άκτίνος μετά τής προηγουμένης. 

Σημείωσες. Ή περιβάλλουσα τών πε¬ 
ριφερειών τής αύτής άκτίνος καί διερ- 
χομένων διά τοΟ Ο, είναι περιφέρεια 
μέ κέντρον Ο, ένώ ή περιβάλλουσα τών 
τμημάτων ΑΒ, ΓΔ τής προηγουμένης 
άσκήσεως είναι μία καμπύλη μέ τέσ- 
οαρα σημεία άνακάμψεως, άνάλογος πρός τήν Άατροειδή (§ 793 α). 

Ή καμπύλη αυτή έχει μέγα άριθμόν ένδιαφερουσών Ιδιοτήτων 
καί ύπήρξε τό άνχικείμενον διαφόρων μελετών. (Ν. Α. 1861 σελ. 
348 καί 351, ΓεΕταηκεε, — 1874, σελ. 534. σημείωσις τοΰ ΗαΙοπ άε 
Ια ΟουρϊΙίέΓί, — 1875, σελ. 328, άρ. 2, ΒαΓδατίπ). Επίσης Λ/αίλεείί 
1900 σελ. 244, Οίηο Εοτΐα, σελ. 247, ΝειιδεΓ£. Ή γενική καμπύλη 
τής § 702 α έμελετήθη είς τά Ν.Α. ύπό τών Μετίΐειιχ (1842), 
οελ. 265, .Ιοαεδΐιηεΐδαί (1847), σελ. 260, ΒοιιΙείΠετ 1847, σελ, 263. 
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9>ώ(ΐ)^α 139 


703. 


Έν πολύγωνον είναι κανονικόν έάν είναι έγγράψιμον χαϊ περι- 
γράψιμον ε(( δύο δμοκέντρους περι¬ 
φέρειας. 

Έττειδή τό πολύγωνον είναι πε- 
ριγράψιμον, ΟΜ == ΟΝ καί σΐ δύο 
χορδαί ΑΒ, ΒΓ είναι Τσάι, ώς Τσον 
άπέχουσαι τοΟ κέντρου Ο της περι- 
φερείας μέ μεγαλυτέραν Ακτίνα. 

Έκ τής ίσότητος τών χορδών 
Επεται καί ή Ισότης τών γωνιών. 

θ κόρη μα 139—1 

704. Έάν προεκτείνωμεν έχάστην 
πλευράν ένός κανονικού πολυγώνου κατά 
την αύτήν φοράν καί κατά τό αυτό μή¬ 
κος, τά άχρα τών προεχτάοεων είναι 
αΐ χορυφαί ένός κανονικού πολυγώνου 
(Χχ. 419). 



θεώρημα 139—II 



τεμνομένας άνά δύο έπί τών 


706. Δίδεται εν κανονικόν πολύγωνον 
περιττού πλήθους πλευρών λ. χ. πεντάγω¬ 
νον. Προεχτείνομεν τά αποστήματα μέχρι 
τής περιγεγραμμένης περιφέρειας καί λαμ· 
βανομεν τάς κορυφάς ένός άλλου κανονι¬ 
κού πενταγώνου ίσου πρός τό πρώτον. Δεί¬ 
ξατε ότι αί τομαί τών πλευρών άνά δύο 
τών δύο πολυγώνων είναι αί χορυφαί ένός 
κανονικού δεχαγώνου (Σχ. 420). 

Θεώρημα 140 

70Θ. Έάν διά τών κορυφών ένός τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ γράψωμεν τρείς περιφερείας, 
πλευρών κατά τά σημεία Δ, Ε, Ζ : 


1. ΑΙ γραμμαί ανται &ι έρχονται διά ιού σημείου Ο. 

2. Ή γωνία ΑΟΒ Ιοονται προς τό άθροισμα τών χωνιών Γ χαί Δ, ή 
ΒΟΓ τών Α καί Ε χαί ή ΓΟΑ τών Β χαϊ Ζ. 


1. "Εστω Ο τό δεύτερον κοινόν σημεϊον τών περιφερειών, αϊτι- 
νες διέρχονται διά τών Α καί Β. "Ενεκα τών Εγγεγραμμένων 

-'Ν 

τετραπλεύρων τοΟ σχήματος, ή ΖΟΔ είναι παραπληρωματική τής 

Α καί ή ΔΟΕ παραπληρωματική τής Β. Καί έπειδή τό Αθροισμα 
τών γωνιών περί τό Ο καί τών γωνιών Α,Β,Γ είναι 6 όρθαί, Επε- 
ται Αμέσως δτι αί γωνίαι ΖΟΕ καί ή Γ είναι παραπληρωματικοί, 
δηλ. δτι τό τετρΑπλευρον ΓΖΟΕ είναι έγράψιμον καί κατά συνέ¬ 
πειαν δτι ή περιφέρεια ΖΓΕ διέρχεται διά τοΟ Ο. 
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2. ·,4ηό3ϋ{(ί τοΰ άτι ΒΟΓ = Α + Ε κλπ. 

"Ας παραστήσωμεν 2 όρθάς γωνίας διά τοΟ γράμματος π. 
Έχομεν 

ΒΟΓ = α'4- β'= β + Ρ, α^π-ίΓ + Υ). β = π-(Β+δ)· 
έπομένως θ'ΟΓ = π — (Β + Π + π - (γ + 8).='Α + ε". 


Λ 



Πασηιήρηοις. Έκ τοΟ δευτέρου μέρους τοΟ άνωτέρω θεωρήμα¬ 
τος λαμβάνομεν τδ έπόμενον πόρισμα καί τό όποιον διατυποΟμεν 
ε(ς θεώρημα ένεκα τής συχνής έφαρμογής του είς ζητήματα σχε¬ 
τικά μέ τό μόνιμον κέντρον όμοιότητος (§ 24 76 κ. έπ.). 


Θεώρημα 140—1 

706 α. Έάν εν τρίγωνον ΔΕΖ, έγγεγραμμένον είς δοθέν άλλο ΑΒΓ, 
είναι μεταβλητόν κατά θέσιν καί μέγεθος αλλά παραμένει πάντοτε 
όμοιον πρός εαυτό, τό κοινόν οημεΐον Ο τών περιφερειών ΑΔΖ, ΒΔΕ 
καί ΓΕΖ μένει σταθερόν. 


/■χ -'-χ 

Πράγματι, αί γωνίαι Α-ή-Ε κλπ. είναι σταθεροί καί τό σημεΐον 
Ο όρΙζεται ώς τομή τοϋ τόξου τοΰ κυκλικού τμήματος ΒΟΓ, γω- 

τοϋ τόξου τοϋ κυκλικού τμήματος ΓΟΑ, γωνίας 


νίας Α + Ε, καί 
Β+ Ζ. 


Σημεία>σις. Τό δεύτερον μέρος τού προηγουμένου θεωρήματος 
(§ 706), καθώς καί τό τόσον άξιοσημείωτον καί γόνιμον είς έφαρμο- 
γάς πόρισμα, όφείλονται καθ' ήμδς εις τόν Νεηδβτβ Ο.Μ.Ε., 1886, 
σελ. 152, η° 8 καί Ν. Ο. 1880, τομ. VI, σελ. 65, 72 κλπ.). 
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706β. Εηεχτααις. Εάν λαβωμεν εφ' εχάσχης χών ακμών ενός τετραε~ 
Λρου εν τυχόν σημεϊον, αΐ τέσσαρες σφαϊραι, αΙ διερχόμεναι δι’ έκά- 
στης κορυφής καί ιών σημείων τών κειμένων έπί τών άκμών, αΐτι- 
νες συντέμνονται εις τήν κορυφήν ταύτην, διέρχονται διά τού αΰ- 
τοΰ σημείου (8. ΚοδετΙε). 

(Διά τήν άπόδειζιν : Μβίδεείε, 1884, σελ. 16, ζήτημα. 45ον). 

Θεώρημα 140 — 11 

706 γ. Έπί τών πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ενός τριγώνου λαμβάνομεν 
τρία τυχόντα σημεία Γ', Α', Β' καί γράψομεν -τούς κύκλους ΑΒ'Γ', 
ΒΓΆ’, ΓΑ’Β’, τέμνοντας κατά τά Δ, Ε. Ζ σημεία τρεις παραλλήλους 
ευθείας διά τών Α, Β, Γ. Νά δειχθή ότι τά σημεία Δ, Ε, Ζ καί τό κοι¬ 
νόν σημεϊον Σ τών τριών περιφερειών εΰρίσκονται έπ’ εύφείας. ().Μ.Ε. 
τού ΥιιίδβΓΐ, 1893). 



Έκ τών έγγραψίμων τετράπλευρων ΣΑΓ'Δ, ΣΒΕΓ’, λαμβάνομεν : 
/\ /\ /\ /\ 

ΔΣΓ'= ΔΑΓ', ΕΣΓ'= ΕΒΓ' 

άλλά ΔΑΓ'= ΕΒΓ'· άρα ΔΣΓ'= ΕΣΓ', δηλ. αΐ εύθεΐαι ΣΔ καί 
ΣΕ συμπίπτουν. Άναλόγως εΰρίσκομεν δτι καί ή ΣΔ ευθεία συμ¬ 
πίπτει μετά τής ΣΖ καί, κατ' άκολουθίαν, δτι τά τέσσαρα σημεία 
Δ, Ε, Ζ, Σ εΰρίσκονται έπί μιας εΰθείας. 

θεώρημα 140 — III 

707. Τρεις περιφέρεται μέ χέντρα έπί τής περιγεγραμμένης είς τρί¬ 
γωνον περιφέρειας καί τεμνόμεναι άνά δύο είς τάς κορυφάς τοϋ τρι¬ 
γώνου, διέρχονται διά τοϋ αύτοΰ σημείου. 

Αρκεί νά άνατρέξωμεν είς τό θεώρημα 701. ΑΙ τρεις περιφέ¬ 
ρεται — ώς ή έχουσα κέντρον τό Ο τοϋ σχ. 418 — διέρχονται διά 
τοΰ σημείου τομής I τών έσωτερικών διχοτόμων. 

θεώρημα 141 

708. Δοθέντος ενός τετράπλευρου, τά κέντρα τών περιφερειών, τών 
έφαπτομένων έσωτερικώς τών πλευρών του, λαμβανομένων άνά τρεις, 
είναι κορυφαί ένός έγγραψίμου τετράπλευρου. 
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Πράγματι, τά έν λόγω κέντρα είναι τά σημεία τομής άνά δύο 
τών έσωτερικών διχοτόμων τών γωνιών τοΟ τετρά πλευρού. Τό τε- 
τράπλευρον τών σημείων αύτών Εχει άπέναντι γωνίας παραπλη¬ 
ρωματικός (§ 551) καί έπομένως είναι έγγράψιμον. 

θιώρημα 141—I 

709. Τά κέντρα ιών τεσσάρων περιφερειών, τών έφαπτομένων έχά- 
οτης πλευράς ενός τετράπλευρου καί τών προεκτάσεων τών δυο προσκει¬ 
μένων πλευρών πρός αυτήν, ανήκουν είς τήν αύτήν περιφέρειαν. 


θιώρημα 142 


710. ΛοΟέντο; εντός τετράπλευρου εγγεγραμμένου είς κύκλον, 
μεν τέσσαρος τυχούσας περιφέρειας 
έχούσας χορδάς τάς πλευράς τοϋ τετρά¬ 
πλευρου. Δείξατε δτι τά δεύτερα σημεία 
τομής τών περιφερειών τούτων είναι 
κορυφαί ένός έγγραψίμου τετραπλέύρου. 

ΑΙ τρεις γωνίαι περί τό σημεΐον 
θ Εχουν άθροισμα 4 όρθάς, ή δέ 
γωνία θ τοΟ τετράπλευρου ΖΘΗ1 
ίσοΟται, Ενεκα τών έγγεγραμμένων 
τετραπλεύρων, πρός τό άθροισμα 
τών παραπληρωμάτων τών δύο άλ¬ 
λων γωνιών είς τό σημεΐον θ’ 
δηλαδή 

ΗΘΖ ή θ' = ΒΑΖ ΒΓΗ καί άνα- 
λόγως ΖΙΗ ή"Τ= ΔΓΗ + δ'αΖ. 


γραφο- 



Γχ. «3. 


"Οθεν θ-}-Ι = Α-)-Γ — 2 όρθαί. 

Παρατήρηοις. Τό θεώρημα τούτο συσχετίζεται άπ" εύθείας πρός 
τά καμπυλόγραμμα πολύγωνα. Γνωρίζομεν δτι τό άθροισμα δυο 
άπέναντι γωνιών ένός έγγραψίμου καμπυλογράμμου τετραπλεύρου 
ΙσοΟται πρός τό άθροισμα τών δύο άλλων γωνιών του καί άντι- 
στρόφως. Άφ’ έτέρου, αΐ καμπυλόγραμμοι γωνίαι δύο τεμνομένων 
περιφερειών είς τά σημεία τομής των είναι ΐσαι πρός άλλήλας. 
"Επομένως, έπειδή τό ΑΒΓΔ είναι έγγράψιμον, θά Εχωμεν διά 
τάς καμπύλογράμμους γωνίας : 


δηλαδή τό 
ψιμον. 


✓Ν «-Ν κ-Ν XX 

Α+Γ=Β+Δ 


^ 

Ζ + Η = Θ + Ι, 


(καμπυλόγραμμον τετράπλευρου) ΖΘΗ1 είναι έγγρά· 


θεώρημα 142—1 


710 β. Τά κέντρα τών έγγεγραμμένων κύκλων είς τά τέσσαρα τρί¬ 
γωνα, άτινα σχηματίζουν αΐ διαγώνιοι ένός έγγραψίμου τετραπλεύρου, 
είναι κορι φαί ορθογωνίου παραλληλογράμμου. 

Πράγματι, αΐ πλευραί τοΟ λαμβανομένου τετραπλεύρου είναι 
παράλληλοι άνά δύο πρός τάς καθέτους έπ’ άλλήλας εύθείαος, τάς 
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συνδεούσας τΑ μέσα τών Απέναντι τόξων τής περιγεγραμμένης 
είς τό Αρχικόν τετράπλευρου περιφέρειας (Ν. 0. Μ., 1874 - 75, σελ. 
228. Επίσης θεωρήματα καί προβλήματα ϋπό Οαΐβίβη, 6η Εκδοσίς 
1878, σελ. 50). 

Σήμείτοατς. 1) Τό Τδιον ζήτημα ιροποποιούμενον καί συμπλη- 
ρούμενον δύναται νά όδηγήση εις Ενδιαφέροντα συμπερΑσματα. 
(Δελτίον Στοιχειωδών Μαθηματικών τοΟ Οό. Μϊοδεί, 1910, σελ. 194). 

2) ΚατΑ τό 7απων«χόν ύεώρημα (§ 750 α), τό Αθροισμα τών Ακτί- 
νων τών Εγγεγραμμένων περιφερειών είς τΑ τρίγωνα τΑ Αριζόμενα 
6πό τής μιβς διαγώνιου, ΙσοΟται πρός τό Αθροισμα τών ΑκτΙνων 
διΛ τά τρίγωνα τό όριζόμενα ύπό τής Αλλης διαγώνιου. 

θεώρημα 143 

711. Τέσσαρες εύθεΐαι χεμνόμεναι άνά δύο σχηματίζουν τέσσαρα τρί¬ 
γωνα. ΑΙ περιγεγραμμέναι περιφέρεται είς αΰιά διέρχονται διά τού αυ¬ 
τού σημείου Μ (ΣημβΙον τού ΜίςιιβΙ). 

(ΜέΰοΛοι, § 21). 

Τό θεώρημα τούτο, μολονότι Αποδιδόμενον είς τόν Μΐηιιεί, Ανή¬ 
κει είς τόν δίεΐπετ, καθώς καί πολλΑ άλλα μεταξύ τών όποιων 
καί τό θεώρημα τον ΑιιύβιΊ (§ 767). 

Σημεΐωαις. Ό κύκλος τών πέντε σηαείων ένός τετράπλευρου ή 
χόχλος τον ΜίηιιβΙ (§ 711, Σημείωσιν) υπήρξε Αντικείμενον σπου¬ 
δής είς πολλΑ ζητήματα 1 ό 1,. Ηίρβτί άπέδειξεν βτι διέρχεται διό 
25 Αξιοσημειώτων σημείων τοΟ τετραπλεύρου. 


Θεώρημα 143—1 


711 α. Μία τυχοΰσα διατέμνουσα Ινός τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τάς 


πλευράς του ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ κατά 



οημεΐα Γ', Α', Β'. Δείξατε δτι αί 
περιφέρεται ΑΒ'Γ', ΒΓΆ', ΓΑΈ' 
διέρχονται διά τού αυτού σημείου 
Μ, κειμένου έπί τής περιγεγραμ- 
μένης είς τό τρίγωνον ΑΒΓ πε- 
ριφερείας. 

Είναι τό Ιδιον μέ τό προη- 
γούμενον ζήτημα. (Πρβλ. § 819). 

Παρατήρηοις. Αί προβολαί τον 
οημείον Μ έπί τών πλευρών τον 
τριγώνου καί έπί τής διατεμνονοη; 
χεΐνιαι έπί μιας εν&είας (βλ. §767 
καί 2464, 2). 


711 β. Σημ. Τό κοινόν σημεί¬ 
ου Μ τών τεσσάρων κύκλων, ή 
τό οημεΐον τον ΜίςιιβΙ, είναι ή έστία τής παραβολής τής έφαπτομέ- 
νης τών τεσσάρων εύθειών (πλευρών καί διατεμνούσης) (§ 2166, 2). 

Τό σημείου τούτο, ώς καί τΑ κέ.ντρα τών τεσσάρων κύκλων, εύ- 
ρίσκονται έπί τής αύτής περιφέρειας, όνομαζομένης περιφέρειας τον 
ΜίςιιβΙ ή όρθότερον τοΟ Βίβίηεν (Πρβλ. Επόμενον θεώρημα § 712). 
Σχετικά πρός τόν κύκλον τούτον εύρίσκονται είς: ΙπίεπυέάίβίΓε 
άσε ΜεΙδέπιεΙίσΐβηδ (1902) σελ. 52 καί 165, η° 2164, σελ. 261. η“ 
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2441· σελ. 282 η 0 2184, ). Μ. Ε. (1882). Κατά τόν Ο. Κΐρετί, τό ση- 
μεϊον Μ εύρίσκεται έπί 9 κύκλων καί 12 εύθειών Αξιοσημείωτων. 


θίώρημα 144 


712. Τά κέντρα των περιφερειών ιών περιγεγραμμένων είς τά χέσ- 
ααρα τρίγωνα, τά όποια σχηματίζουν τέαβαρες εϋθεΐαι τεμνόμεναι άνά 
δύο, ανήκουν είς τήν αυτήν περιφέρειαν, (δίεΐπετ, Αη. ά. Οβτκ·, τόμ. 
XVIII, 1827-28, σελ. 302). 


Μ 


Η 


"Εστω ΑΒΓΔ τά τετράπλευρου τών τεσσάρων ευθειών καί Ε, Ζ 
αΐ τομαί τών άπέναντι πλευρών του. 

ΑΙ περιγεγραμμέναι περιφέρεται είς τά τέσσαρα τρίγωνα διέρ¬ 
χονται, κατά τό θεώρημα 
§ 711, διά τοΟ αύτοϋ ση¬ 
μείου Ρ καί τά τέσσα- 
ρσ Εγγεγραμμένα τετρά¬ 
πλευρα ΑΓΡΖ, ΑΔΡΕ, 

ΒΓΕΡ, ΒΔΖΡ Εχουν άνά 
δύο μίαν πλευράν κοι¬ 
νήν. Διά νά λάβωμεν τά 
κέντρα τών περιγεγραμ- 
μένων είς αύτά περιφε¬ 
ρειών Οψοΰμεν καθέτους 
είς τά μέσα τών κοινών 
αύτών πλευρών. 

Είς τά τετράπλευρα 
ΑΔΡΕ, ΒΓΕΡ τά κέν¬ 
τρα Λ καί Ο εύρίσκον- 

ται έπϊ τής ευθείας ΗΟΛ. ** 

διά τά ΑΔΡΕ, ΒΔΖΡ 

τά κέντρα Λ καί Ν εύρίσκονται έπί τής καθέτου είς τό μέσον τής 
ΔΡ κλπ. Διά νά άποδείξωμεν δτι τό τετράπλευρου τών κέντρων 



ΑΜΝΟ είναι έγγράψιμον, άρκεΐ νά δείξωμεν δτι ΜΛΟ = ΟΜΝ ή, 
έπειδή αί πλευραί τών γωνιών αύτών είναι κάθετοι έπί τάς πλευ¬ 
ράς τών γωνιών ΔΡΕ καί ΓΡΖ άντιστοίχως. ότι αί 60ο τελευταίοι 
γωνίαι είναι Τσάι. ΤοΟτο δμως είναι άληθές, άφοΰ έκάστη είναι 
τό παραπλήρωμα τής γωνίας ΖΑΕ. 


712 α. Σημΐίωσις, Ή έκψώνησις τοΟ πλήρους θεωρήματος τοΟ 
δίείπβτ είναι ή άκόλουθος : 

"Εστωσαν τέσσαρες εύθεΐαι Α, Β, Γ, Δ τεμνόμεναι άνά δύο 
κατά Εξ σημεία καί κείμενοι έπομένως έπί τοΟ αύτοΟ έπιπέδου : 

1) Αί περιψέρειαι αί περιγεγραμμέναι είς τά τέσσαρα τρίγωνα, 
τά όποια σχηματίζουν αί εύθεΐαι αύταί, λαμβανόμεναι άνά τρεις, 
διέρχονται διά του αύτοϋ σημείου Ρ. 

2) Τά κέντρα Λ, Μ, Μ, Ο τών τεσσάρων τούτων περιφερειών 
εύρίσκονται μετά τοΟ σημείου Ρ έπί τής περιφέρειας ένός πέμπτου 
κύκλου. 

3) ΟΙ πόδες τών καθέτων έκ τοϋ Ρ έπί τάς εύθείας, Α, Β, Γ, Δ 
εύρίσκονται έπί τής αύτής εύθείας Κ καί ή ίδιότης αύτή χαρακτήρι¬ 
ζα τό σημείου Ρ. 

4) Τά τέσσαρα όρθόκεντρα τών τριγώνων (1) εύρίσκονται έπί 
μιάς εύθείας Κ'. 
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5) Αί εύθεϊαι Κ καί Κ' είναι παράλληλοι καί ή ευθεία Κ διέρ¬ 
χεται διά τού μέσου τής καθέτου τής άγομένης έκ τοΟ Ρ έπί τήν Κ'. 

6) Τά μέσα τών διαγώνιων ιού πλήρους τετραπλεύρου Α,Β,Γ,Δ 
εύρίσκονται έπί μιας ευθείας Κ." (Με«·ΐοη). 

7) Ή ευθεία Κ." είναι κάθετος έπί τάς Ρ καί Κ,'. 

θ) Α1 περιφέρειαι αί έγγεγραμμέναι είς έκαστον τών τριγώνων 
(1) καί αί παρεγγεγραμμέναι εις αύτά — 16 έν δλω — έχουν τά 
κέντρα των, άνά τέσσαρες, έπί μιας περιφέρειας. Οϋτω λαμβάνο- 
μεν θ νέας περιφέρειας. 

9) ΑΙ περιφέρειαι αδται χωρίζονται εις δύο όμάδας· έκαστη 
εών τεσσάρων περιφερειών τής μιας όμάδος τέμνει όρθογωνίως 
πάσας τάς περιφέρειας τής άλλης όμάδος. Εντεύθεν έπεται, δτι 
τά κέντρα τών περιφερειών τών δύο όμάδων εύρίσκονται έπί δύο 
εύθειών καθέτων έπ' άλλήλας. 

10) ΑΙ δύο αύται εύθεϊαι τέμνονται εις τό σηιιείον Ρ. 

712 β. Σημείωσες. Τά ΑχηαΙα άα Οεη/οηπε δέν έχουν τάς άπο- 
δείξεις τών θεωρημάτων τού δίείπετ. Διάφοροι μαθηματικοί ήσχο- 
λήθησαν μέ αύτά καί Ιδιαιτέρως ό Μϊηιιεί κατά τό 1836. Τό 1878 
ό ΚαιιΙογ (Βιέννη) έχρησιμοποίησεν τόν δρον σημεΐον ιοΓ ΜίεμιεΙ 
ένάς τετραπλεύρου - χίχλος τοϋ ΜίηιιεΙ έπισης ώνομάσθη καί ό κύ¬ 
κλος τών πέντε σημείων Μ, Γί, Λ, Ο καί Ρ. 

ΠιβλΙφία : Ν. Α. (1878), σελ. 325, σχλ. : του ύ'αίαίιιη' Ιηΐ. ά.ΜβΙΙΓ 
(1899), σελ. 197· αύτ. (1900), σελ. 221- αύτ. (1902), σελίδ. 52, 165,282. 


Θεώρημα 145 


713. Είς παν πολύγωνον έγγεγραμμένον εις κύκλον μέ άρτιον πλή¬ 
θος πλευρών, τό άθροισμα τών γωνιών άρτιας τάξεως είναι ίσον πρός 
τό άθροισμα τών γωνιών περιττής τάξεως. 

Λαμβάνοντες τό διπλάσιον τού μέτρου έκάστης έγγεγρομμένης 
γωνίας, μορφοΰμεν τάς έξισώσεις : 



1 — β + Υ"(-6-)-ε-(-ζ-)-η 
+ α 

5^-ζ-(-η-)-Θ-)-α-4·β-ί-Υ 

'ί—Ί) +'7 4-7 + Υ 4-7 5ρ“ 


14-34-54· 7==τώ τριπλάσιον τής περί- 
φερείας. Τό αύτό άθροισμα εύρίσκομεν 
καί διά τάς γωνίας άρτιας τάξεως. Είς 
τό παράδειγμα, έκαστον άθροισμα ΙσοΟται πρός έξ όρθάς γωνίας. 


714. ΤΙαρατήρησις. Τό άθροισμα τών έσωτερικών γωνιών ένός 
πολυγώνου μέ 2ν πλευράς είναι (2ν — 2). 2 όρθαί. Επομένως, τό 
άθροισμα τών γωνιών έκάστης όμάδος τοΟ θεωρηθέντος προηγου¬ 
μένως πολυγώνου είναι (2ν —2) όρθαί’γωνίαι ή τόσα» άρθαί γωνίαι 
όοαι και αί π/μυραί μεΐον 2. 
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Ιον. Θεώρημα τον ΡοιιεεΙεΙ 146 

715. Έάν δύο εγγεγραμμένα είς κύκλον πολύγωνα, έκ 2ν πλευρών 
ίχαστον, έχουν 2ν—1 πλευράς παραλλήλους αντιστοιχώ;, αί δύο τελευ- 
ταΐαι πλευραί είναι έπίσης παράλληλοι. 

Έάν ΑΒ καί Α'Β' είναι αί πλευραί αύταί, είναι εϋκολον νά 
εϋρωμεν ότι αί γωνίαι Α καί Β τοϋ πρώτου πολυγώνου καθώς καί 
αί Α’, Β' τοΟ δευτέρου όρίζανται συναρτήσει τών Οπολοίπων γω¬ 
νιών είς έκαστον πολύγωνον. Πράγματι, άς ύποθέσωμεν διά τήν 
ευκολίαν τής σκέψεως δτι τά πολύγωνα είναι όκτάγωνα καί άς 
θεωρήσωμεν τά πρώτον έξ αύτών. Είναι φανερόν δτι αί γωνίαι Α 

καί Β άνήκουν είς διαφόρους τάξεις (§ 713), άν δέ Μ είναι τό 
άθροισμα τών τριών άλλων γωνιών τής τάξεως είς ήν άνήκει 

ή Α καί Ν τό άθροισμα τών τριών άλλων γωνιών τής τάξεως είς 
ήν άνήκει ή Β, έκ τής προηγουμένης προτάσεως θά έχωμεν τάς 
σχέσεις 

Α — 6 όρθαί — Μ, Β = 6 όρθαί — Ν. 

Άναλόγως σκεπτόμενοι, εύρίσκομεν καί διά τάς γωνίας Α' καί 
Β' τού δευτέρου πολυγώνου τάς σχέσεις 

-'Ν, XV, ΧΝ 

Α' = 6 όρθαί — Μ', Β' = 6 όρθαί — Ν'. 

.Λ κ\ 

Αλλά Μ = Μ', Ν = Ν', έκ τής παραλληλίας τών υπολοίπων 
πλευρών του πολυγώνου. "Οθεν 

Α = Α', Β — Β', 

δηλ. αί πλευραί ΑΒ καί Α'Β' είναι παράλληλοι. 

716. Παρατήρησις. Τό θεώρημα δύναται νά διατυπωθή καί ώς 
έξης: 

Έάν ίν πολύγωνο» έκ 2ν πλευρών μεταβάλλεται είς τρόπον ώοιε νά με¬ 
ν/) πάντοτε εγγεγραμμένο» είς οταίλερόν κύκλον, 2ν—] <5έ πλενραι’ τον νά 
παραμένουν παράλληλοι προς ο'ιρι βμένας διευθύνσεις, ή τελευταία πλευρά του 
μένει πάντοτε παράλληλος προς ώριομένην διεύθυνσιν (Ν.Α. (1850) σελ.136). 

2ον Θεώρημα Γβΰ ΡοπεεΙεΙ 146—I 

717. Έάν έν πολύγωνον έκ 2ν-{-1 
πλευρών μεταβάλλεται είς τρόπον, ώστε 
νά μένρ πάντοτε έγγεγραμμένον είς 
σταθερόν χύχλον, 2ν δέ πλευραί του 
νά παραμένουν παράλληλοι πρός (ορι¬ 
σμένος διευθύνσεις, ή τελευταία πλευρά 
του διατηρεί πάντοτε σταθερόν μέγεθος. 

Έστωσαν ΑΒΓ...ΘΑ,Α'Β'Γ'...ΘΆ' 
δύο θέσεις τοΟ πολυγώνου αύτοϋ. 
θά πρέπει νά δειχθή δτι: ΑΒ=Α'Β', 

Φέρομεν τάς χορδάς Βθ καί Β'θ'· 
διά τά πολύγωνα ΒΓ ... ΘΒ καί -χ 

ΒΤ'. ..Θ'Β’, άρτιου άμφότερα πλή¬ 
θους πλευρών, ισχύει τό προηγούμενου θεώρημα καί έπομένως ή 
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χορδή Βθ είναι παράλληλος πρός τήν Β'θ’. Καί έπειδή, έξ ύπυ- 
θίσεως, ή ΘΑ είναι παράλληλος πρός τήν ΘΆ', γίνεται άμέσως 
φανερόν βχι αΐ ίγγεγραμμέναι γωνίαι ΑΘΒ καί Α'Θ'Β' είναι Τσάι 
καί βαίνουν κατ\ συνέπειαν έπΐ Ισων χορδών. 

θιώρημα 147 

717 α. Έάν αί γωνίαι ένός Εγγεγραμμένου εις κύκλον πολυγώνου 
είναι Τσάι, τοΰτο είναι κανονικόν έάν ιό πλήθος των πλευρών του είναι 
περιττός αριθμός. Ο. Μ. Κ. (1906), η® 6020). 

"Εστω, διά τήν άπλότητα τών συλλογισμών, έν πεντάγωνον· 
έπειδή αί πλευραί αί έκατέρωθεν μιάς δοθείσης είναι Τσάι προ¬ 
φανώς, θά Εχωμεν α = γ = ε καί β = δ = ε· δηλ. α = β = γ = δ=ε. 
Έάν τό πολύγωνον ήτο άρτιου πλήθους πλευρών, φερ' είπεΐν έξά- 
γωνον (α. β, γ, δ, ε, ζ), αί πλευραί άρτιας τάξεως β, δ, ζ θά 
ήσαν Τσάι, καθώς καί αί πλευραί α, γ, ε περιττής τάξεως· ούδέ* 
όμως δυνάμεθα νά συμπεράνωμεν έπί τής Ισότητος τών α καί β. 

θιώρημα 143 

718. ΚύπΧος τών ίννία αημιίων ή κύκλος τον ΕυΙιτ. ΕΙς παν 
τρίγωνον, τά μέσα τών πλευρών, οΐ πόδες τών ύψών καί τά μέσα τών 
τμημάτων άπό τών χορυςρών εις τό όρθόκεντρον, ευρίσχονται έπΐ μιάς 
περιφέρειας (Ευΐετ, Μβιηοϊτε άε δηίηί ΡβΙβΓεδουτ^;, 1766). 

(Μέάοδοι, § 27· έπίσης 720). 

θιώρημα 149 

719. α) Τό χέντρον τοϋ κύκλου τών έννέα σημείων είναι τό μέσον τής 
εύθείας, τής ένούσης τό όρθόκεντρον μετά τοϋ χέντρου τής περιγε- 
γραμμένης εις τό τρίγωνον περίφερείας. 

β) Ή άχτίς τοΰ κύχλου τών έννέα σημείων είναι τό ήμισυ τής άκτϊ- 
νος τής περιγεγραμμένης περίφερείας. (Μέθοδοι § 28' έπίσης § 1262). 

γ) Ή Εφαπτομένη εις τύν κύκλον τών 9 σημείων εις τό μέσον μιάς 
πλευράς χαϊ ή πλευρά αΰτη είναι άντιπαράλληλοι, άναφοριχώς πρός 
τήν απέναντι γωνίαν (Μέθοδοι § 28, 3). 

720. Κρίνομεν σκόπιμον νά έπαναλάβωμεν ΕνχαΟΘα τήν άπό- 
δειξιν τής βασικής προτάσεως (§ 718), Ενεκα τών πολυαρίθμων 
Εφαρμογών τοΟ θεωρήματος αύτοό* 

Έστωσαν, Δ, Ε, Ζ τά μέσα τών πλευρών, ΑΚ, Γθ δύο ϋψη, 
Η ή τομή των καί Λ τό μέσον τής ΑΗ. Αρκεί νά δειχθή 6τι ή 
περιφέρεια ΔΕΖ διέρχεται διά τών Κ καί Λ. 

1) Φέρομεν τήν ΖΚ. Τό τραπέζιον ΕΔΖΚ είναι Ισοσκελές καί 
έγγράψιμον. Πράγματι, εις τό όρθογώνιον τρίγωνον ΑΓΚ, ή διά¬ 
μεσος ΖΚ = ΖΓ. "Αλλά ΔΕ = —■ =ΖΓ, άρα ΕΔ = ΚΖ. Ήτοι ή 

περιφέρεια ΔΕΖ διέρχεται διά τοΟ Κ. 

2) Ή συνδέουσα τά μέσα τών ΑΓ καί ΑΗ εύθεϊα ΖΛ, είναι 
παράλληλος πρός τήν ΓΗ καί ή ΖΕ παράλληλος πρός τήν ΑΒ. 
Επομένως 

ΛΖΕ = 1 όρθή 
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καί τά τετράπλευρον ΕΛΖΚ έγγράψιμον. Είναι λοιπόν τό Λ ση- 
μεϊον τής περιφέρειας (ΔΕΖ). 

ΠαρατηροΟμεν, ότι ή εύθεϊα ΛΕ είναι διάμετρος τής περιφέ¬ 
ρειας αύτής, ώς προκύπτει έκ τΩν άρθΩν γωνιών ΛΖΕ ή ΛΚΕ. 



"ΑλΙη άπόδειξις. Ή περιφέρεια ΔΕΖ : 

α ^ 

1) 3» έρχεται διά τοϋ πσδός Κ, έπειδή ΕΔΖ = ΑΓΒ = ΖΚΓ καί τό 
•τετράπλευρον άρα ΔΕΚΖ έγγράψιμον. 

2) διέρχεται διά τοΰ αημείόυ ί'ιι1€^ Λ, έπειδή : 

ΕΖΛ = ΑΘΓ = 90°, ΕΔΛ = αΤβ = 90«, 

(ώς ίχουσαι τάς πλευράς 
των παραλλήλους άντιστοί- 
χως) καί κατά συνέπειαν 
τό τετράπλευρον ΔΕΛΖ εί¬ 
ναι έγγράψιμον. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή εύθεϊα 
ΛΕ είναι διάμετρος. 

2) Έστω Ο τό κέντρον 
τοΰ περιγεγραμμένου κύ¬ 
κλου (Σχ. 428)· αί ΟΔ καί 
ΟΖ είναι κάθετοι είς τά 
μέσα τΩν πλευρών ΑΒ καί 
ΑΓ. Έπειδή ή γωνία ΑΔΕ 
είναι όρθή (ΛΕ διάμετρος) 
ή γωνία ΟΖΓ είναι έπί· 
σης όρθή· άψ’ έτέρου ή 
ΔΕ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΓ καί έπομένως ή έπ' αύτήν κά¬ 
θετος ΔΛ θά είναι κάθετος πρός τήν ΑΓ ή παράλληλος πρός τήν 
ΟΖ. Έπειδή δέ άκόαη, ή εύθεϊα ΖΛ, ώς συνοέουσα τά αέσα Ζ 
καί Λ τΩν ΑΓ καί ΑΗ είναι παράλληλος πρός τό ύψος ΓΗ, άρα 


Λ 
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καί πρός τήν ΟΔ, τό τετράπλευρου ΟΔΑΖ άποδεικύεται παραλ¬ 
ληλόγραμμον. Κατ' Ακολουθίαν 

ΔΛ=ΟΖ, 0'Δ = ΖΛ = -Ι-ΓΗ. 

Έκ τών παρατηρήσεων τούτων δυνάμεθα νά συναγάγωμεν τά 
έπόμενα θεωρήματα (§§ 722 - 725). 

721α. Σημΐίωαις.Ή περιφέρεια τών έννέα σημείων διέρχεται καί 
διΑ πολλών άλλων σημείων καί τΑ όποια δυνάμεθσ νΑ προσδιο- 
ρίαωμεν καί Απ’ εύθείας (βλ. §§ 27. 292 κ, 727, 732, 733). 

Ή περιφέρεια αυτή είναι καί ό τόπος τών κέντρων τών Ισο¬ 
σκελών υπερβολών, αϊτινες διέρχονται διΑ τών κορυφών του τρι¬ 
γώνου καί τοΟ όρθοκέντρου αύτοΟ (§ 2183 γ). 

Βιβλιογραφία : Ιηί. εΐ. Μϊΐΐι. (1898), σελ. 208, :ι° 1266· Μαΐδβϋίκ 
(1891), σελ. 192· Ν.Α. (1863), σελ. 475, 476. 

721 β. θιώρημα. Ή περιφέρεια ιών 9 σημείων είναι ό τόπος τών 
σημείων τών όποιων ιό άθροισμα τών τετραγώνων τών αποστάσεων των 
άπό τάς χορυφάς τοϋ τριγώνου, ήλαττωμένον κατά τήν δύναμιν τοΰ 
σημείου ώς πρός τήν περιγεγραμμένην περιφέρειαν, (σοΰται πρός 

- — ~ ~ί-^—. (Μβΐΐιβεϊε (1906), σελ. 32, Εάπιοπιΐ ιΐε Ριινιΐΐ). 

θιώρημα 149—1 

722. ΕΙς πάν τρίγωνον, ή ευθεία ή συνδέουσα τό σημεΐον του Ειιίετ 
ενός ύφους μετά τοΰ μέσου μιας τών περιεχουσών αυτά πλευρών, είναι 
ίση χαί παράλληλος πρός τήν έχ τοΰ χέντρου τής περιγεγραμμένης περι¬ 
φέρειας άγομένην κάθετον έπί τήν άλλην πλευράν. 

Πράγματι, ΑπεδείχΘη (§ 721) δτι ή ΔΛ είναι Ιση καί παράλ¬ 
ληλος πρός τήν κάθετον ΟΖ (Σχ. 42Θ). 

Θεώρημα 149—11 

723. Ή άπόοτααις τοϋ κέντρου τής περιγεγραμμένης είς εν τρίγω¬ 
νον περιφερείας άπό μιάς πλευράς (σοΰται πρός τό ήμισυ τής άποατά- 
σεως τοΰ όρθοκέντρου άπό τής απέναντι τής πλευράς τούτης κορυφής. 

Πράγμ'ατι: 

ΖΛ = -1-ΓΗ, · ΔΟ = ΖΛ, άρα ΔΟ=γΓΗ. 

Άναλόγως: 

ΟΕ =γΑΗ=: ΑΛ = ΛΗ (Σχ. 42Θ) 

θιώρημα 149—III 

724. ΑΙ τρεις εύθείβι, αΐ συνδέουσαι τά σημεία τοΰ ΕιιΙετ ένός 
τριγώνου μετά τών μέσων τών απέναντι πλευρών, είναι διάμετροι 
τοϋ κύκλου τών έννέα σημείων, Ισοΰνται πρός τήν Ακτίνα τής περιγε- 
Υραμμένης περιφερείας καί τέμνονται είς τό μέσον τής εύθείας, τής ένού- 
σης τό κέντρον τής περιγεγραμμένης μετά τοΰ όρθοκέντρου τοΰ τριγώνου- 

Ή εύθεϊα ΛΕ (Σχ. 428) είναι διάμετρος καθώς καί ή ΖΚ, αί 
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.-^ιΐαι ΟΕ καί ΑΗ παράλληλοι καί ΟΕ = ΑΛ = ΛΗ· τά σχήματα 
έπομένως ΑΛΕΟ, ΛΗΕΟ είναι παραλληλόγραμμα, άρα ΛΕ = ΑΟ 
καί αί εύθειαι ΛΕ καί ΗΟ τέμνονται είς τά μέσα των, ώς δια¬ 
γώνιοι τού παραλληλογράμμου ΛΗΕΟ. 

Ή διάμετρος ΛΜΕ είναι ίση καί παράλληλος πρός τήν ΑΟ, 
ήτις είναι ή άκτίς τής περιγεγραμμένης περιφέρειας. 

Παρατήρησίζ. Έκ τής θεωρίας τών όμοιων σχημάτων, Κπεται εύ- 
κόλως ή σχέσις τής άκτϊνος τής περιγεγραμμένης περιφέρειας 
μετά τής τών εννέα σημείων. Επειδή αί δύο περιψέρειαι εΤναι 
περιγεγραμμέναι είς τά όμοια τρίγωνα ΔΕΖ καί ΑΒΓ καί τών 

όποιων ό λόγος τών όμολόγων πλευρών των είναι-ί (§ 1119). 

θεώρημα 149—IV 


725. "Εν τρίγωνον καί τά τρίγωνα μέ βάοιν μίαν τών πλευρών τού 
δοθέντος καί κορυφήν τό όρθόκεντρον αύτοΰ, έχουν τήν αυτήν περιφέ¬ 
ρειαν τών έννέα σημείων. 

“Εστω ΒΓΗ (Σχ. 430) έκ τών έν λόγω τριγώνων, Σ, Ε, Ρ τά 
μέσα τών πλευρών του. Ή πε¬ 
ριφέρεια τοΰ Ευΐετ τοΟ τριγώ¬ 
νου αύτοϋ διέρχεται διά τών 
μέσων, Ε καί Σ, τών πλευρών 
του ΒΓ καί ΓΗ, καθώς καί 
διά τοΟ μέσου Δ τής άποστά- 
σεως μιδς Κορυφής του, τής 
Β, άπό τοΟ σημείου τομής τών 
ύψών του, ταυτιζομένου, ώς 
άμέσως έκ τοΟ σχήματος φαί¬ 
νεται, πρός τό Α. Αλλά τά 
σημεία ταΰτα άνήκουν, έξ όρι- 
σμοΟ, εις τόν κύκλον τών έν¬ 
νέα σημείων τοΟ τριγώνου 
ΑΒΓ. 

Παραιήρηοκ. Τά οημιΐα τοΰ 
ΕιιΙετ έπί τών τριών ύψών ένός 
τριγώνου καί τά μέσα τών 
πλευρών του είναι έπόμενον 
νά μετέχουν κοινών Ιδιοτήτων. 

Επειδή οι ρόλοι των έναλλάσονται εις τό σχήμα τό άποτελούμε- 
νον έκ τοΟ συνόλου τών τεσσάρων τριγώνων ΑΒΓ, ΑΒΗ, ΒΓΗ 
καί ΓΑΗ. Έκ τών πολλών συνεπειών, άς δυνάμεθα νά συναγά- 

Π εν έκ τοΟ θεωρήματος τής περιφέρειας τών έννέα σημείων, 
φέρομεν άκόμη καί τήν άκόλουθον, βασιζομένην είς τήν παρα- 
τήρησιν δτι τό μέσον Μ τής εύθείας ΗΟ εΤναι καί μέσον τής εύ- 
θιίας τής συνδεούσης τήν κορυφήν Γ μετά τοΟ κέντρου τής περι- 
γεγραμμένης περιφέρειας είς τό τρίγωνον ΑΗΒ. 



θεώρημα 149—V 

726. ΑΙ περίφέρειαι αί περιγεγραμμέναι είς έκαστον τών τριγώνων 
ΑΒΓ, ΑΒΗ, ΒΓΗ καί ΓΑΗ είναι ίσαι. Αί τέσσαρες εύθεϊαι, αί συν- 
δέουσαι έκάστην κορυφήν καί τό σημεΐον Η μετά τοΰ κέντρου τής Αν¬ 
τιστοίχου περιγεγραμμένης περιφερείας διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ ση¬ 
μείου καί άλληλοδιχοτομοΰνται. 

Γιωμεχρία 21 
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Παραχήρησις. Πολλά τών προηγουμένων θεωρημάτων όφείλονται 
«Ις τόν Οατηοΐ (ΟεοχηέΙτίβ άε ροβίίίοη ηοε 129, 130, σελ. 162). 


θεώρημα 149— VI 

727. Είς τρίγωνον ΑΒΓ, ή γωνία ΔΕΘ, ή αχηματιζομένη υπό τών ευ¬ 
θειών, αΐ όποίαι συνδέουν τό 
Λ· μέοον Ε μιας πλευράς ΑΒ 

\ μετά τοΰ μέσου Δ καί τοϋ πο· 

Λ·. δός θ τοϋ έπί μίαν άλλην 

..|Κ \ πλευράν ΒΓ ύψους, Ισοϋται 

V·., / ί \ \ πρός τήν διαφοράν τών γω- 

\ ' /ί^τ—νιών ® και Γ τοϋ τριγώνου. 

γ \ *! Ή εύθεΐα ΔΕ είναι πα- 

ΑΗ '< Λχ ράλληλος πρός τήν τρίτην 

/ \ ■·.. 2* 'Ι πλευράν ΑΓ· έπομένως 

ρ /.Λ^Ην/ \> ΒΔΕ =?. 

Επειδή τό τρίγωνον ΑΘΒ 
\ είναι όρθογώνιον, ή διά- 

. . ·· ■■'. . μεοος Εθ ίσοΟται μέ τό 

’ ήμισυ τής ύποτεινοΰσης ΑΒ 

ν . .... καί τό τρίγωνον ΕΒΘ είναι 

Ισοσκελές. "Ωστε 


Δηλαδή : 


/Λ /\ /V /\ /\ 

ΒΘΕ = Β ή ΔΕΘ + ΒΔΕ = Β. 

χ·\ 

ΔΕΘ = Β — Γ. 


θεώρημα 149— VII. 

728. Έάν φέρωμεν τήν διχοτόμον ΑΛ (Σχ. 431) τής γιυνίας Α καί 
τάς καθέτους ΒΗ, ΓΛ έπ’ αύτήν, τό τετράπλευρου ΔΗΘΛ είναι έγ- 
γράψιμον. 

"Ας προεκτείνωμεν τάς ΒΗ καί ΓΛ μέχρι τών άπέναντι πλευ- 

ί ών· τά τρίγωνα ΑΒΙ καί ΑΓΚ είναι Ισοσκελή καί ή εύθεΐα ΔΛ, 
τις συνδέει τά μέσα τών ΓΒ καί ΓΚ, εΤναι παράλληλος πρός 
τήν ΑΒ καί εύρίσκεται έπομένως έπί τής προεκτάσεως τής ΖΔ. 

/χ 

/\ Α 

•Ώστε ΔΛΗ = -γ · 

Επειδή αί γωνίαι ΑΗΒ, ΑΘΒ είναι όρθαί, τό τετράπλευρου 

^χ 

^χ /χ Α 

ΑΒΘΗ είναι έγγράψιμον- άρα ΗΘΔ = ΒΑΗ=- 2 " καί τό τετρά¬ 
πλευρου ΔΗΘΛ είναι έπίσης έγγράψιμον, ώς βχον τάς γωνίας 
ΔΛΗ καί ΔΘΗ Τσας. 

729. Πορίαμαχα. 1) Ή εύθεΐα ΔΗ, ή συνδέουσα τά μέσα Δ και 
Η τών ΒΓ καί ΒΙ, είναι παράλληλος πρός τήν ΓΑ, διέρχεται διά 
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τοΟ Ε καί σχηματίζει γωνίαν ΒΔΗ = Γ. Αλλά ΘΛΗ = Θ”δΗ 

"Ωστε ΘΛΔ="γ-|-Α. 

2 

2) ’Εάν Η' καί Λ' είναι αΐ προβολαί τών Β, Γ έπί τής έξωτε- 
ρικής διχοτόμου τής γωνίας Α, τό τετράπλευρου ΔΘΗ'Λ' είναι 
έγγράψιμον. 

3) Ή εύθεΐα ΔΗΕ διέρχεται διά τοΟ σημείου Η'. 


θεώρημα 140— VIII. 

730. Τό κέντρον τού κύκλου ΔΗΘΛ εύρίακεται έπί τής περιφέρειας 
τού κύκλου τών έννέα σημείων τού τριγώνου ΑΒΓ (Σχ. 431), ώς καί 
τό κέντρον τής περιφέρειας ΔΘΗ'Λ'. 

"Εστω Ο τό κέντρον τής περιφέρειας ΘΗΔΛ. θά έχωμεν: 

Λ Λ 

/ν. /Γ 4- Α\ ✓α -ά ^ α α 

ΔΟΘ=2ΔΛΘ = 2 (—γ—) =2Γ + Α, ΔΕΘ (§ 727) = Β — Γ καί 

Επομένως ΔΟΘ 4- ΔΕΘ = Α + Β + Γ = 180°. Ήτοι τό τετράπλευ¬ 
ρου ΔΟΘΕ είναι έγγράψιμον καί τό σημεΐον Ο θά εύρίσκε- 
ται έπί τής περιγεγραμμένης εις αύτό περιφέρειας δηλ. έπί τής 
περιφέρειας τών έννέα σημείων τοΟ τριγώνου. Επειδή ή περιφέ¬ 
ρεια αϋτη διέρχεται διά Τών Δ, Ε, θ σημείων. 

731. Πτραχήρησις. 1) Άναλόγως άποδεικνΰομεν δτι καί τό κέν¬ 
τρον Ο' τοΟ κύκλου ΔΘΗ'Λ' βύρίσκεται έπί τής περιψερείας τών 
έννέα σημείων τοΟ τριγώνου. 

2) Μεταφέροντες τούς συλλογισμούς μας τών τριών τελευταίων 
προτάσεων καί έπί τών διχοτόμων τών γωνιών Β καί Γ, είναι φα¬ 
νερόν δτι θά όδηγούμεθα εις ί£ έν δλω χέντρα κύκλων, κειμένων έπί 
τής περιψερείας τοΟ Ευΐβτ τοϋ τριγώνου. 

3) Τά κέντρα Ο καί Ο' εύρί- . 

σκονται εις τά άκρα τής διαμέ- . 

τρου ΟΝΟ' τής περιψερείας τοΟ \ 

Ευΐβτ, τής καθέτου εις τό μέσον α"' \ \ 

τοΟ τμήματος Δθ. ΐ£ ' \ \ 

θεώρημα 149—IX I ·.„ \ | 

732. Ό κύκλος ιών έννέα ση· \ 7. 1 ϊ 

μβίων ένός τριγώνου διέρχεται διά Υ\ /'·.. 

τών κέντρων είκοσι τεσσάρων κύ- .·Ά\1%'·'···ι. \ 

κλων, τούς όποιους δυνάμεθα νά //)< · -..{ . Αγ' \\ 

όρίσωμεν απ’ ευθείας. ί £ .^ ίΓ 

Τά τέσσαρα τρίγωνα ΑΒΓ, '·. 0 Λ \} " 

ΑΒΗ, ΑΓΗ καί ΒΓΗ έχουν τήν \ V:··*" 

αύτήν περιφέρειαν τών έννέα ση¬ 
μείων (§ 726), έπί τής όποιας εύρί- ' ν ··. 

σκονται α( τέσσαρες έξάδες τών Σ ^ 

κέντρων τών περιφερειών, περί 

ών ή 2α παρατήρησις τής προηγουμένης άσκήσεως. 
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Παράδειγμα. Ή μία έκ τών τριών διχοτόμων τοϋ τριγώνου ΓΑΗ„ 

Χ· ή Χ *Κ γωνίας Α, όρίζει τάς περιφερείας μέ κέντρα τώ Ο καί 
Ο (έστιγμένας). 

Ή περιφέρεια (Ο) διέρχεται διά τοΟ μέσου Κ τής ΓΗ, διά το6 
ποδός Ρ της καθέτου ΑΡ έπί τήν ΓΗ, και διά τών προβολών Λ. Μ 
τών κορυφών Γ, Η έπί’τήν διχοτόμον ΑΜΛ. 

733. Παρατήρηοις. 1) Δυνάμεθα νά πολλαπλασιάζωμεν έπ'άπει¬ 
ρον τόν άριθμόν τών σημείων τά όποια δυνάμεθα νά όρίσωμεν 
άπ’ εύθείας καί τά όποια εύρίσκονται έπί τής περι'φερείας τών 
έννέα σημείων διά τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Πράγματι, ή έν λόγω περιφέρεια είναι περιγεγραμμένη είς τά 
τρίγωνον ΔΕΖ—τό όποιον δυνάμεθα νά όνομάσωμεν διάμεσον τρίγα>- 

νον ή κατά τόν Νειιδετβ συμ¬ 
πληρωματικόν (§ 432). 

"Αν λάβωμεν τόν πόδα 
θ του ϋψους Αθ, ώς τά 
μέσον τής βάσεως ένός τρι¬ 
γώνου, δυνάμεθα νά εΤπω- 
μεν, βτι τά τρίγωνον ΕΖΘ 
είναι τό διάμεσον τρίγωνον 
εις δ είναι περιγεγραμμένη 
ή περιφέρεια τών έννέα ση¬ 
μείων. Φέροντες δέ διά τών 
κορυφών Ε, Ζ, θ παραλλή¬ 
λους πρός τάς άπέναντε 
πλευράς (τοΟ ΕΖΘ), λαμ- 
βάνομεν τό ΙΓΚ ώς άρχικόν 
ν ζ τρίγωνον. 

Τά σημεία Δ, Ε, Ζ, θ 
είναι κοινά είς τά δόο τρί¬ 
γωνα ΑΒΓ καί ΙΓΚ, καθώς καί τό σημεΐον Ρ, μέσον τών ΒΗ καί 
ΟΓ, καί Ρ', μέσον τών ΟΚ καί ΓΗ. "Υπάρχουν όμως καί τρία νέα 
σημεία: τό μέσον τής ΟΙ καί οί πόδες Μ, Ν τών όψών ΓΜ καί 
ΚΝ τοΟ νέου τριγώνου. 

Δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν δόο άλλα τρίγωνα άνάλογσ 
πρός τό ΙΓΚ καί νά όρίσωμεν οϋτω έπί τοΟ κύκλου τών έννέα ση¬ 
μείων Ιννία Ιν σννόλω νέα σημεία. 

734. 2) Τό τρίγωνον διά τό όποιον τό ΕΣΖ θά ήτο τό διάμεσον 
η σνμπληραίματιχδν τρίγωνον δέν μάς δίδει παρά δύο μόνον νέα ση¬ 
μεία. Επειδή τό μέσον τής ΟΙ θά είναι ό πούς τοΟ ϋψους, τοΟ 
άγομένου έπί τήν παράλληλον πρός τήν ΕΖ πλευράν, καί τό Δ 
τό σημεΐον τον ΕιιΙκν ■ Τά δύο άλλα ϋψη θά διέλθουν διά τών Ρ’ 
κάΐ Ρ'. Άναλόγως, τά τρίγωνον ΕΛΖ θά όρίση δύο νέα σημεία. 
"Εχοντες δέ ύπ' άψιν καί τά τέσσαρα άλλα, άνάλογα πρός τά 
θεωρηθέντα, τρίγωνα διά τάς πλευράς ΔΕ καί ΔΖ τοΟ άρχικοΟ 
διαμέσου τριγώνου, φθάνομεν είς τόν άριθμόν τών δώδεκα νέων ση¬ 
μείων κλπ. 

Έκ τοΟ σχήματος 433 ό Ρΐεΐιονο άποδεικνύει δτι 48 άξιωση- 
μείωτοι διά τό τρίγωνον κύκλοι έφάπτονται τοΟ κύκλον τών έννέα 
σημείων. (Βλ. έπομ. § 1341 β, σημείωσις). 
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θεώρημα τον Μεηίϊοπ 160 

736. Τά κέντρα τής έγγεγραμμένης είς τρίγωνον περιφερείας καί 
ιών παρεγγεγραμμένων είς αύτό περιφερειών, ένούμενα άνά δύο, όρίζουν 
εξ τμήματα* δείξατε, ότι τά 
εξ μέσα των τμημάτων αύτών 
εύρίσκσνται έπΐ τής περιγε- 
γραμμένης είς τό τρίγωνον 
περιφερείας. (Μεπίΐοπ, Ν. Α. 

<1850) σελ. 324). 

“Εστω ΑΒΓ τό δοθέν 
τρίγωνον, I, Δ, Ε. Ζ τά τέσ- 
σαρα κέντρα (Σχ. 434). Ε¬ 
πειδή αΐ έσωτερικαί διχοτό¬ 
μοι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι κά¬ 
θετοι έπΐ τάς έξωτερικάς 
διχοτόμους,θά είναι καί Οψη 
τοΟ τριγώνου ΔΕΖ· έπομέ- 
νως, ή περιγεγραμμένη τιε- -ζ· 43,1 

ριφέρεια είς τό τρίγωνον 

ΑΒΓ είναι ή περιφέρεια τών ίννέα σημείων τοΰ τριγώνου ΔΕΖ 
καί διέρχεται, κατά τά προηγούμενα, διά τοΰ μέσου Λ τής 1Δ κα¬ 
θώς καί διά τοΟ μέσου θ τής ΕΖ. 

Παρατηρηθώ. Ή Λθ είναι διάμετρος τοΟ κύκλου τών έννέα ση¬ 
μείων (§ 721, παρατήρησις). 

Θεώρημα 160—I 



735 α. Ή περιφέρεια, ήτις διέρχεται διά τών κέντρων Δ, Ε, Ζ, Η 


τριών τυχουαών έκ τών έφαπτομένων 
τών πλευρών τριγώνου ΑΒΓ περι¬ 
φερειών, είναι διπλασία τής περι- 
γεγραμμένης είς ιό τρίγωνον περι¬ 
φέρειας (Α. ά. ΟβΓ/?. τόμ. XII, 
1821-22 σελ. 321). 

Τό κέντρον Η του έγγεγραμ· 
μένου κύκλου είναι τό όρθόκεν- 
τρον του ΔΕΖ' έπομένως, ή περι- 
γενραμμένη περιφέρεια είς τό 
ΑΒΓ είναι ή περιφέρεια τών έν¬ 
νέα σημείων τοΟ ΔΕΖ· δρα 

ΖΟ = 2ΑΝ. 

Άφ' Ετέρου, ΑΛ = ΑΗ· δρα: 
περιφέρεια ΕΗΖ — περιφέρεια 
ΔΕΖ. 



Ττ. Ι)ΐ I |1 


735β. Ή άνωτέρω άπόδειξις, έκτός τής παρηλλαχμένης Λρολο- 
γΙας καί διαφόρων άπλουστεύσεων, είναι ή οοθεϊσα ύπό τοΟ ]. - 
Β. ϋιίΓΓκηάο. Δύο δλλαι Αποδείξεις άνεκοινώθησαν ύπό τών !'»- 
Κ*ηϊ καί βυβΓΓβί εις Λ. ά. Οβεκ·. τόμ. XIII, 1822-23, σελ. 141). 
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θεώρημα 151 

73θ· Τό άθροισμα των αχτίνων τών τριών παρεγγεγραμμένων είς τρί¬ 
γωνον περιφερειών είναι Ιβον πρός τήν άχτϊνα της έγγεγραμμένης περι- 
φερείας, ηϋξημένην κατά τό τετραπλάσιον τής άχτΐνος τής περιγεγραμ- 
μένης περιφέρειας. 

Έστωσαν (Σχ. 434), Κ. ή άκτίς τής περιγεγραμμένης περιψε- 
ρείας, ρ ή τής έγγεγραμμένης, ρ„ , ρρ , ρ γ αΐ άκτΐνες τών παρεγ¬ 
γεγραμμένων κύκλων είς τάς γωνίας Α: Β, Γ. Έκ τοΟ σχήματος 
ϊχομεν ΙΤ = ρ, ΔΘ'=ρ α , Λθ = 2Κ.. 

Επειδή τό σημεΐον Α είναι τό μέσον τής ΔΙ: 

ΛΡ = (§ 436 , 3η περ/σις) 

θρ = ρρ . + Ρτ .. 

Επομένως: ΛΘ = ΛΡ + Ρθ = 2Κ. = Ρα +Ρ? ~ Ρ 

ή 4Κ · + ρ = ρ β + ρρ + ρ Υ · 

Σημείωαις. τό θεώρημα είναι τοΟ ΒοΜΠίετ. (Λ. ά. Ο., τόμ. XIX, 
1Θ27 - 28, σελ. 85 καί 90). 


θεώρημα 152 


737 » ΕΙς πάν τρίγωνον, τό άθροισμα των αχτίνων τής έγγεγραμμέ- 
νης χαί τής παρεγγεγραμμένης περιφερείας,^ Ισοϋ- 
ται πρός τό άθροισμα τών καθέτων, τών αγόμε¬ 
νων έχ τοΰ κέντρου τής περιγεγραμμένης περιφέ¬ 
ρειας έπί έχάστην πλευράν. (Οει-ηοί, Γεωμετρία 
Θέσεως, η° 187, σελ. 167.—Άπόδειξις Μεηΐΐοη— 
Ν. Α., 1850, σελ. 325). 

Έστωσαν δ α . Βρ , θ Υ αΐ Αποστάσεις τοΟ 
κέντρου Ο άπό τάς πλευράς α, ρ, γ. Έκ τοΟ 
προηγουμένου Θεωρήματος εΟρομεν: 

λρ = ρ«^-£. 



&ρα Β„ = Κ-ΛΡ=Κ-52 Τ -2 ή 2Κ = 26„+ρ.-ρ. Άναλό- 

γως εύρίσκομεν: 2Κ. = 2δρ ρρ — ρ, 2Κ = 28 γ -+- Ρν ~ Ρ- ΠροσΘέ- 
τοντες κατά μέλη τάς τρεις τελευταίας σχέσεις, λαμβάνομβν: 

6Κ = 2 (Β 0 -+· Βρ + ) + Ρ“ + ΡΡ + Ρν 3ρ· 

Άλλ’ άπεΒείχθη βτι: ρ, + ρρ + ρν = 4Κ. + ρ. Επομένως: 

6α + δρ Β Υ = Κ. + ρ (ο). 

Παρατήρηαΐί. Έστωσαν ρ„ β„ ρ, τά τρία βέλη τών τόξων τοΟ 
σχήματος. ΈπειΒή 

β, — ϋ — δα , β, = Κ— δρ, β, = Κ - δγ 

Ρι + Ρι + β»·— 211 — Ρ· 


έπεται 
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Παραιήρηακ. Έάν τό τρίγωνον είναι άμβλυγώνιον, τό κέντρον 
Ο εύρίσκεται έκτός του τριγώνου καί ή απόστασίς του άπό τής 
μεγαλυτέρας πλευράς πρέπει νά ληφθρ μέ άρνητικόν σημεϊον. "Αν 
λ. χ. ή 6 Υ άντιστοιχή είς χήν μεγολυτέραν πλευράν, ή σχέσις (α) 
γίνεται 

Κ + Ρ = + δρ — δ ν . 

737 α. Σημείωσις. 1) Έπί τοΟ τύπου ιοΰ €ατηοΙ, ύπάρχει έν πολύ 
ένδιαφέρον άρθρον τοΟ δίβίηετ είς Α. <3. Ο., τόμ. XIX, σελ. 85. 
Επίσης: άρθρον τοΟ Ι&πιεί είς Ν. Α. (1872) σελ. 34.—Νοαγ : Σχέ¬ 
σεις μεταξύ ιών στοιχείων Ινός τριγώνου, σελ. 40, τύπος 20. —ΜβΤΗεβϊβ 
(1904), σελ. 10, άρθρον τοΟ ΐ>τοτ - Ρατην- καί σημείωσις τοΟ Νβυ- 
8ετκ· Πρβλ. έπομ. § 1453 γ. 

2) "Εχομεν έπίσης τήν σχέσιν 


: *ρ« + Ρ 3 ρρ + γ* ι 

(α + Ρ + Υ) 


(ΜαίΗεεϊε (1906), σελ. 144, ζήτημα 1573, ύπό νετλεβΓί). 


Πιντάγραμμον τον ΜίρνεΙ 152—I 

737β. Είς τά πέντε τρίγωνα, τά σχηματιζόμενα ύπό των πλευρών 
(νύς πενταγώνου καί τών προεκτάσεων ιών πλευρών τών παρακειμένων 
είς έκάστην έ| αυτών, περιγράφομεν περιφερείας. Δείξατε δτι τά (δεύ¬ 
τερα) σημεία τομής τών περιφερειών τούτων κεϊνται έπΐ μιας περι¬ 
φέρειας. 

Έστωσαν ΑΒΖ, ΒΓΘ κλπ. τά έν λόγω τρίγωνα, Λ, Μ, Ν, Ρ, Π 
τά πέντε σημεία τομής τών περιφερειών. 



Είς τό πλήρες τετράπλευρον ΑΒΠΘΖ, αΐ περιγεγραμμέναι πε· 
ριφέρειαι είς τά τρίγωνα ΑΒΖ, ΒΓΘ, ΖΓ1 τέμνονται είς τό σημεϊον 
Λ (§§ 21 καί 711). Τό αύτό συμβαίνει καί διά τό πλήρες τετρά¬ 
πλευρον ΓΔΕΖΙΗ, όπου αί περιφέρειαι ΓΔΗ, ΕΔΙ, ΖΓΙ διέρχον¬ 
ται διά τοΟ σημείου Ν. Επομένως ή περιγεγραμμένη περιφέρεια 
•ίς τό τρίγωνον ΖΓΙ διέρχεται διά τών σημείων λ καί Ν. 
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Έστω τώρα Π τό σημεϊον τομής τής περίφερείας ΑΕΚ μετά 
τής ΑΒΖ. Επειδή αΐ περιφέρειαι ΑΒΖ, ΖΓ1 έχουν 6ν κοινόν ση- 
μεϊον Λ μετά τής περίφερείας ΛΝΠ (έστιγμένης), ή δέ εύθεϊα ΖΑΙ 
διέρχεται διά τοΰ σημείου τομής Ζ τών δύο πρώτων περιφερειών, 
Επεται βτι αΐ εύθεϊαι ΠΑ καί ΙΝ προεκτεινόμενοι τέμνονται έπΐ 
τής τρίτης περίφερείας ( 43 ). 

Άφ’ έτέρου, θεωροΟντες τό τρίγωνον ΑΣ1 καί τά τρία σημεία 
Π, Ν, Ε έπΐ τών πλευρών του, εύκόλως άναγνωρίζομεν 6τι αΐ πε- 
ριφέρειαι ΠΣΝ, ΝΕΙ, ΠΕΑ διέρχονται έπίσης διά τοΟ αύτοΟ ση¬ 
μείου τοΰ Ρ· έπομένως, ή περιφέρεια ΠΛΝ διέρχεται διά τοΰ ση¬ 
μείου Ρ, τομής τών περιφερειών ΔΕΙ (^ ΝΕΙ) καί ΑΕΚ (= ΠΕΑ). 

Άναλόγως άποδεικνϋομεν βτι ή περιφέρεια ΠΛΝΡ διέρχεται 
διά τοΰ σημείου Μ. Ήτοι τά πέντε σημεία Λ, Μ, Ν, Ρ, Π εύρί- 
σκονται έπΐ τής αυτής περίφερείας. 

737 γ. Σημείοοοις. Ή άνωτέρω άπόδειξις έλήφθη έκ τοΰ Ιργου 
του ΟεΙβΙίΐη θεωρήματα καί Προβλήματα (6η Ικδ., 1879, κεφ. XXVII, 
σελ. 50. Ό Ρ&ιιί ΤειτίεΓ άκολουθεϊ άλλην όδόν (Ν. Α., (1095), 
σελ. 1*), άποδεικνύει βτι τήν αύτήν Ιδιότητα έχει καί τό άστεροειίές 
πεντάγωνον καί γενικεύει τήν πρότασιν (σελ. I -5). Προγενεστέρως, 
ό Εοπ^εΐιεπιρβ είχε ψθάσει είς συμπεράσματα πολύ Αξιοσημείωτα 
καί γενικώτατα διά Ανάλογα ζητήματα (Ν. Οογ. Μβίΐι. (1877), σελ. 
306 καί 340). 

Ή άπόδειξις τοΰ )ο1ιη Οεδβν εύρίσκετοι είς τό ίργον του Α 8β· 
< 7 «ΐί ο( ΐΗβ (ίηΐ βίχ ΰοοίτβ ο( ί/ιβ ΕΙβητεηη ο( Ειιοίιά, 6η Ικδοσις, 
η" 42, σελ. 151. Ό Κεηΐοε (Βιέννη) έχρησιμοποίηοε τόν κύκλον 
τοΰ πενταγώνου τοΰ Μίτ/αεΙ είς τήν σπουδήν τής ύποκυκλοειδοΰς μέ 
τρία σημεία άνακάμψεως (ΒυΙΙβΙϊη άβε δοίβηςε.ι Μετίιέπιαίίςαεκ ετ 
ΑείΓοηοιπίςιιεδ (1879), σελ. 138). 

Σχετικά πρός τό άνωτέρω θέμα εύρίσκονται καί είς Ιοί. ιΐ. 
Μβΐΐι. (1896), σελ. 82, ζήτ. 809. 


Πολύγωνα ηεριγεγραμμένα είς περιφέρειαν 

738. ΕΙς τάς άσκήσεις τάς σχετικάς πρός πολύγωνα περιγε- 
γραμμένα είς περιφέρειαν, γίνεται συχνή χρήσις τοΰ άκολούθου 
θεωρήματος : 

ΑΙ έφαπτόμεναι προς περιφέρειαν, αΐ αγόμενοι έξ ίνός ΟηιιεΙον έκτος 
αυτής κειμένου, είναι ΐοαι και ή γωνία των Γοη πρός τύ παραπλήρωμα τής 
γωνίας των ακτινών είς τά αημεΐα επαφής. 

θεώρημα 153 

739. Έάν ΑΔ, ΑΕ είναι δύο σταθεροί έφαπτόμεναι μιας περιφέ¬ 
ρειας (Σχ. 436) καί ΒΓ μεταβλητή εφαπτομένη, κείμενη μεταξύ τού κέν¬ 
τρου Ο καί τοΰ σημείου Α, τό τρίγωνον ΑΒΓ Ιχει σταθερόν περίμε¬ 
τρον καί ή γωνία ΒΟΓ, καθ' ήν φαίνεται έκ τού κέντρου τό τμήμα ΒΓ, 
είναι έπίσης σταθερά. 


Α 

43. 2 η μ. μ ι τ. Πράγματι: ΑΝΣ = ΔΖΙ (= έξωτερική τού 

■'Ν /-Ν 

γραμμένου τετραπλεύρου ΖΛΝΙ) = ΑΠΑ = ΛΠΣ. 


έγγε· 
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Εξετάσατε τήν περίπτωσιν κατά τήν οποίαν ή μεταβλητή έφαπτο- 
μένη λαμβάνει τάς θέσεις ΒΤ' τοϋ σχήματος. 

1) "Ας φέρωμεν τός Ακτίνας ΟΔ, 

ΟΕ, ΟΙ είς τό σημεία έπαφής. Επειδή Λ 

Β1 = ΒΔ καί Γ1 = ΓΕ, ή περίμετρος τοϋ /\ 

τριγώνου ΑΒΓ ΙσοΟται πρός τό Αθροι¬ 
σμα τών έφαπτομένων ΑΔ καί ΑΕ, 
δηλ. πρός ποσότητα Ανεξάρτητον τής 
θέσεως τής ΒΓ. 

2) Ή ευθεία ΟΒ είναι ή διχοτόμος 
τής γωνίας ΔΟΙ καί ή ΟΓ διχοτόμος 
τής γωνίας ΙΟΕ. Ή γωνία, Αρα, ΒΟΓ 
είναι τό ήμισυ τής γωνίας ΔΟΕ, ή 
όποια είναι σταθερό καί Τση πρός τό 
παραπλήρωμα τής γωνίας Α. 

Παραιήρηαις. Είναι : 

ΒΟΓ + ΒΌΓ = 130». 

Διό τήν έφαπτομένην ΒΤ’, παρατηροΟμεν ότι ή σταθερό πο- 
σότης ΑΔ -(- ΑΕ είναι ή διάφορό του μήκους τοΟ ΒΤ' όπό τοΰ 
μήκους ΑΒ'-)-ΑΓ'. "Οσον όφορφ τήν γωνίαν ΒΌΓ', αΰτη είναι 
έπίσης σταθερό, ώς ήμιόθροισμα τών σταθερών γωνιών ΔΟΓ 
καί ΕΟΓ. 

Οϋτω άγόμεθα είς τό έπόμενον θεώρημα: 

θιώρημα 163—I 

740. “Εάν £ν μεταβλητόν τρίγωνον μένχί περιγεγραμμένον είς σταθε¬ 
ρόν περιφέρειαν καί διατηρή μίαν γωνίαν του σταθερόν, τό άθροισμα 
των πλευρών τών περιεχουσών τήν σταθεράν γωνίαν, ήλαττωμένον κατά 
τήν απέναντι αυτής πλευράν, είναι ποαότης σταθερά καί ή γωνία καθ' 
ήν φαίνεται έχ τοΰ κέντρου ή τελευταία πλευρά είναι έπίσης σταθερά. 

Σημαίωαις. Τό Θεώρημα όφείλεται είς τόν Ροιιοείοΐ ( Τ\·αίΙβ ιίί* 
ρτορτίβΐέβ ρτοίίΐϋνβ» άΐί (ί$ιι Γε$, η» 462 καί 463). Ό έπιφανής οϋ- 
τος μαθηματικός συνήγαγεν μερικός ώραίας ιδιότητας τών κωνι¬ 
κών τομών έκ τής όνωτέρω προτόσεως. 

(Ο., η» 633 Εχετοΐοβε, η» 2110, 2112). 

θβώρημα 154 

741. Είς παν ορθογώνιον τρίγωνον, τό 
άθροισμα τών πλευρών τής όρθής γωνίας 
Ισοΰται πρός τό άθροισμα-τών διαμέτρων 
τής έγγεγραμμένης χαϊ τής περιγεγραμμένης 
είς αυτό περιφερείας. 

Συνδέοντες τό σημεία έπαφής μετό 
τοΟ κέντρου τής έγγεγραμμένης περιφε- 
ρείας, παρατηροΟμεν όμέσως δτι τό 
Αθροισμα β + Υ Ισοΰται πρός α-\-2ρ 

ή2κ+2ρ· 

Παραιήρηαις. Ή άκτίς τής έγγεγραμμένης περιφερείας είναι τό 
ήμισυ τής διαφοράς β -(-γ — α. 






θ κόρη μα 164—1 

742. Ή άχιίς τής παρεγγεγραμμένης περιφερείας είς εν ορθογώνιον 
τρίγωνον καί είς την όρθήν γωνίαν αύτοΰ, ίσοΰται πρός τό άθροισμα 
των αχτίνων τών δυο άλλων παρεγγεγραμμένων περιφερειών χαί τής 
έγγεγραμμένης είς τό τρίγωνον περίφερείας. 

Πρέπει νά άποδειχθή ότι (Σχ. 438): 

ΕΛ = ΖΡ + ΘΚ 4- ΙΤ ή ΑΛ = ΑΙ'+ΑΝ + ΑΜ. 

Αρκεί λοιπόν, ώς έκ τοΟ σχήματος γίνεται φανερόν, νά άπο- 
δειχθή δτι ΑΜ = ΝΒ καί ΑΓ = ΒΛ. 

1) Επειδή ΑΜ+ΑΝ=:ΚΤ, ΒΜ 4- ΒΝ = Ον καί ΚΤ = 0\\ 
ίπεται ΑΜ + ΑΝ = ΒΜ + ΒΝ ή ΑΜ = ΒΝ. 

2) Τό τρίγωνον ΕΒΖ είναι όρθογώνιον καί Ισοσκελές, έπειδή 
ή γωνία ΕΒΖ είναι όρθή, ώς γωνία τών διχοτόμων δύο έφεξής 
παραπληρωματικών γωνιών, καί ή γωνία ΒΕΖ ίση πρός 45®, άφοΟ 



αΐ εύβεϊαι ΕΖ καί Εθ είναι διχοτόμοι τών συμπληρωματικών γω¬ 
νιών ΡΈΣ καί ΣΕΛ. 

Επομένως: 1ΒΕ = ΒΖ. 

Τά όρθογώνια δέ τρίγωνα ΒΕΛ καί ΒΖΓ είναι Τσα, ώς Ιχονια 
Τσας τάς όποτεινούσας καί τάς όξείας γωνίας· έπειδή αΐ γωνίαι 
ΕΕΛ καί ΖΒΙ' είναι Τσάι ώς συμπληρωματικά!. 

"Ωστε 

ΒΛ = ΑΙ· καί ΕΛ ή ΛΛ = ΛΝ + ΒΒ +ΒΛ = ΘΝ + 1Μ + Ζ1’. 
θ*φρημα 164—11 

749· Είς παν τρίγωνον, τά σημεία έπαψής μετά τών πλευρών τοΟ 
έγγεγραμμένου χόχλου όρίζουν έπ' αύτών £ξ τμήματα άνά δυο Ισα. Δεί¬ 
ξατε, δτι άν παραστήσωμεν διά τ τό ήμιάθροισμα τών πλευρών α, β, γ, 
τά μήκη τών τμημάτων αύτών είναι τ — α, τ—β χαί τ — γ. 
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Πράγματι· διά τό μήκος λ,χ. ΑΛ = X Εχομεν 


ΑΛ + ΑΝ = ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ - 
-(ΛΒ + ΒΜ+ΜΓ + ΓΝ) 

ή 2λ = 2τ-(2μ + 2ν), 
λ = τ — α. 

Άναλόγως, 

μ = τ-β, ν = τ-γ. 

Παρατήρησα. 1) ΑΕ = ΑΗ = Τ. 

2) ΛΕ = ΜΗ = β. 

3) ΒΜ=ΖΓ, έπειδή ΛΕ=ΒΜ+ΒΖ, 
κσΐΝΗ = ΓΖ + ΓΜ. 

4) ΖΜ = α — 2μ = ρ — γ. 

θιώρημα 154—III 

743 α. Έάν αί ίσαι πλευραί ΑΜ, 
ΑΝ ένός Ισοσκελούς τριγώνου ΝΑΜ 
τμηθούν ύιώ ένός εΰθυγράμμου τμήματος 
ΒΓ κατά τρόπον ώστε ΒΓ=ΒΜ + ΓΝ, 
ή περιφέρεια (Ο), ή έφαπτομένη των 
Ισων πλευρών είς τά Μ καί Ν, έφά- 
πτεται έπίσης τής εύθείας ΒΓ. 



1η Άηάίιιξκ. “Ας λάρωμεν ΒΛ = ΒΜ καί έπομένως ΛΓ = ΓΝ. 
Αρκεί νά άποδειχθή βτι ή περιφέρεια ΛΜΝ έφάπτεται τών τριών 
ευθειών ΑΜ, ΑΝ καί ΒΓ. 

ΠαρατηροΟμεν, δτι αΐ κάθετοι είς 
τά μέσα τών πλευρών τοΟ τριγώνου 
ΛΜΝ τέμνονται εις σημεΐον Ο, Τσον 
άπέχον τών τριών κορυφών του καί 
κοινόν σημεΐον έπίσης τών διχοτόμων 
τών γωνιών ΜΑΝ, ΜΒΛ καί ΛΓΝ, ώς 
προκύπτει έκ τών όμωνύμων Ισοσκελών 
τριγώνων. Κατ’ Ακολουθίαν, αί παρα¬ 
πληρωματικοί γωνίαι ΟΛΒ καί ΟΛΓ 
είναι Τσάι, ώς Τσάι άντιστοίχως πρός 
τάς γωνίας τών Τσων τριγώνων ΑΟΜ 
καί ΑΟΝ. Είναι λοιπόν καί αί τέσ- 
σαρες αύταί γωνίαι όρθαί καί ή περι¬ 
φέρεια ΑΜΝ έφάπτεται τών ΑΜ, ΑΝ 
καί ΒΓ εύθειών. 

2α Άχά&ιιξις. Διά τής είς άτοπον 
Απαγωγής άλλ’ όλίγον κομψή : 

"Εστω (Ο) ή περιφέρεια, ήτις έφά· 
πτεται είς τά Μ,Ν τών ΑΜ καί ΑΝ. 

’Εάν ή εύθεΐα ΒΓ δέν ήτο έφαπτο¬ 
μένη τοΟ κύκλου τούτου, θά είχε τήν θέσιν ΔΕ ή Ζθ. "Εστω ΒΓ 
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έφαπτομένή παράλληλος 



4-41 


πρός τήν ΔΕ (ή Ζθ). Ε(ς τήν πρώτην 
θέοιν θά εΤχομεν, ώς φαίνεται άμέσως 
έκ τοΟ σχήματος 

ΔΜ + ΕΝ> ΒΜ + ΓΝ = ΒΓ> ΔΕ 

καί είς τήν δευτέραν 

ΖΜ 4- ΘΝ < ΒΜ + ΓΝ = ΒΓ < Ζθ. 

συμπεράσματα δηλ. άντίθετα πρός τάς 
ύποθέσεις- έφάπτεται δρα ή ΒΓ τής 
περιφερείας (Ο). 

θιώρημα νοϋ ΡΐΙοΙ 155 

744. ΕΙς παν περιγεγραμμένον είς χό¬ 
χλον τετράπλευρον, τό άθροισμα δύο απέ¬ 
ναντι πλευρών [σοϋται πρός τό άθροισμα 
ιών δύο άλλων. 

Επειδή α! έξ ένός σημείου άγόμε- 
ναι έφάπτόμεναι πρός μίαν περιφέ¬ 
ρειαν είναι Τσάι. 


Σημίΐωοις. ΡϊΐοΤ (1695 — 1771). (Βλ. ίΐέίηβηΐβ άε ΤορορηαρΗίβ Οπό 
Εάπιοιιά Οεότίβΐ, σελ. 524, η° 948), 


θιύβημα άντίατροφον 156 


745. Πάν τετράπλευρον ΑΒΓΑ, διά τό όποιον τό άθροισμα δύο απέ¬ 
ναντι πλευρών (σοϋται πρός τό άθροισμα τών δύο άλλων, είναι περί- 
γράψιμον είς περιφέρειαν. 


1η Άπόίβιξα. Έστω (Ο) ή περιφέρεια ή έφαπτομένη τών τριών 
πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ καϊ ΑΔ' ή έκ τοΟ Α έφαπτομένη αύτής. Έκ 
του περιγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ' Θά Εχωμεν 


Άλλ' ύπετέθη 
καί Επομένως 


ΑΒ + ΓΔ'= ΑΔ'+ΒΓ. 

ΑΒ + ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ, 
ΑΔ'— ΑΔ — ΔΔ', 


συμπέρασμα δτοπον έάν Δ =^= Δ'- έπειδή, δλλως, ή πλευρά ΔΔ' 
τοΟ τριγώνου ΑΔΔ' θά ήτο Τση πρός τήν διαφοράν τών πλευρών 
ΑΔ καί ΑΔ' αύτοΟ. ΕΤναι λοιπόν τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ περι- 
γράψιμον. 

2α Άηόβιι{ις. Φέρομεν τάς διχοτόμους τών γωνιών Α καί Δ 
ίΣχ. 442), τεμνομένας είς τό Ο, κατί γράφομεν τήν περιφέρειαν τήν 
ίφαπτομένην τριών πλευρών τοΟ τετραπλεύρου είς Μ, Κ, Ν. θά 
δείξωμεν βτι αΟτη έφάπτεται κσΐ τής τετάρτης πλευράς ΒΓ. 

Πράγματι, έάν λάβωμεν έπί τής εύθείας αύτής Εν τμήμα 
ΒΛ = ΒΜ, (έκ τής σχέσεως ΑΒ 4- ΓΔ = ΑΔ -|- ΒΔ) θά Βχωμεν 
ΓΛ = ΓΝ και έκ τοΟ προηγουμένου θεωρήματος (§743) Επεται άμέ- 
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σως, βτι ή περιφέρεια μέ κέντρον Ο καί Ακτίνα ΟΜ Εφάπτεται 
τής εύθείας ΒΓ. 

"Απ’ ευθείας άπόίειξις. Έστω ΑΒ-(-ΓΔ = ΒΓΔΑ (Σχ. 443) 
καί ΑΒ > ΒΓ. 

θεωρήσωμεν τάς Τσας διαφοράς ΑΒ — ΒΓ = ΑΔ — ΓΔ καί άς 
λάβωμεν έπΐ τών ΑΒ καί ΑΔ τμήματα ΑΕ καί ΑΖ Τσα πρός τήν 
κοινήν τιμήν τών διαφορών αύτών. Σχηματίζονται οϋτω τρία Ισο¬ 
σκελή τρίγωνα ΒΓΕ, ΑΕΖ, ΔΓΖ, διά τά όποια αΐ διχοτόμοι τών 



γωνιών είς τάς κορυψάς των είναι κάθετοι είς τά μέσα τών πλευ¬ 
ρών τοΰ τριγώνου ΕΖΓ. Συντέμνονται άρα αί εύθεϊαι αΰταί είς Εν 
σημεϊον Ο, ίσον άπέχον, προφανώς, τών πλευρών τοΟ τετραπλεύρου 
καί, έπομένως, κέντρον περιφέρειας Εφαπτομένης τών πλευρών αό- 
τοΟ.—Ρτίοΐιε, Οέτατά (ΜαΙΗεείβ (1904), σελ. 13, η° 2 καί 67, η° 10). 

746α. Σημείωνες. Είς Α. ά. 6βτ. τόμ. VI, 1815-1816, ό - Β. 
ΟιίΓΓεπιίε άποδεικνύει Απ' εύθείας τήν πρότασιν, καθώς καί τήν 
Αλήθειαν αύτής διά τά στρεβλόν τετράπλευρον ή τό σφαιρικόν 
τοιοΟτον (σελ. 46 τοΟ ΣΤ' τόμου). 

Έκ τών προηγουμένων θεωρημάτων Επεται τό Ακόλουθον : 

Έάν τέοοαρες χόχλοι Ινός ΙπιπίΛου η μιας οφαίρας έφάπτωνται άνα όνο, 
ιά νέαοαρα σημεία Ιπαφής άνε/χονοιν είς μίαν περιφέρειαν. 


θεώρημα 167 


746. Έάν ή περιφέρεια, ή Εφαπτομένη ιών τεσσάρων πλευρών ενός 
τετράπλευρου, είναι Εξωτερική „ αύτοϋ, αί διαφοραΐ 
τών Απέναντι πλευρών είναι ίσαι {8ΐεΐηει·, 7οιυ·ηαί 
άβ ΟνεΙΙε, 1846). 

Έστω 

ΑΕ = ΑΖ = α, ΒΘ = ΒΗι=β, 

ΓΕ = ΓΗ = γ, ΔΖ = Δθ = δ. 

Επειδή : 

ΑΓ = α — γ, ΔΒ = δ — β, 

ΑΔ = α — δ, ΓΒ=^γ — β, 

(πεται ϊ *· 444 · 

ΑΓ - ΔΒ = α + β — γ-δ = ΑΔ — ΓΒ. 
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Θεώρημα 168 

747. ΕΙς παν τετράπλευρον παρεγγράψιμον (ώς τό προηγούμενον), τό 
άθροισμα δύο ιών παρακειμένων πλευρών Ισοϋιαι προς τό άθροισμα 
ιών δύο άλλων. 

Ανχιστρόφως· εάν εά αθροίσματα αυτά είναι ίσα, το τετράπλευρου εί¬ 
ναι παρεγγράχμιμον. 

Έκ τοΟ σχ. 445 ϊχομεν: 

ΑΓ + ΓΒ = α-γ + Υ —Ρ. ΑΔ + ΔΒ^α — 6 + 6 — β 
δηλ. ΑΓ + ΓΒ-ΑΔ + ΔΒ. 



Σχ. 445. 



Σχ. «46. 


Ή άπόδειξις τοΟ άντιστρόφου είναι όμοΐα έκεΐνης τ^ς προτά- 
αεως 745. 

Παρατήρησα. Τό Θεώρημα Αληθεύει καί διά μή κυρτόν τετρά¬ 
πλευρον (Σχ. 446). 

Επειδή, έκ τών σχέσεων: 

ΑΓ-)-ΓΒ = α— γ + γ + β 
ΑΔ + ΔΒ α — δ + δ + β, 

λαμβάνομεν: 

ΑΓ + ΓΒ = ΑΔ + ΔΒ ή ΑΓ — ΒΔ = ΑΔ — ΒΓ. 

748. Σημείωσα. Τό θεώρημα τον ΡίΙοΙ (§745) χρονολογείται άπό 
τοΟ 1725 καί συνεπληρώθη ϋπό τοΟ δίείπεε (ΝοανεΙΙεβ ΑηηαΙεε 
(1849), σ. 367). Ό Ο. Όατδοαχ είς τό ΒιτΙΙβίϊη άσε Βείεησβε Λίαίδά- 
τηαΙί<]Μβ3 (1879. σ. 64), έδημοσίευσε μίαν πλήρη μελέτην σχετικώς 
καί συνήγαγεν τό Ακόλουθον θεώρημα: Έάν ίν τετράπλευρον ΑΒΓΑ 
ίχη 6νο χορυφός Α καί Β σταθερός καί τά( Γ καί Δ μεταβλητός, άλλ' είς 
τρόπον, ώστε ιά μήκη των πλευρών του νά π»ρ αμένωσιν αμετάβλητα καί 
τοιαυτα ώστε τό τετράπλευρον να παραμένη πάντοτε περιγράψιμον εις χό¬ 
χλον, Α τόπος τον κέντρου τον Ιγγεγραμμέν ου χόχλου είς αυτό είνατ ή περι¬ 
φέρεια με Αιάμετρον τό τμήμα τό διαιρούν άρμοντχ&ς τάς Αιαγωνίους ΑΓ 
καί ΒΔ τοΰ τετράπλευρου, κατά την θέσιν αύτοϋ καθ’ ήν αί τέσσαρες χο- 
ρνφαί του χεΐνται έπ' ευθείας. 

Σχετικά είς: ΒιτΙΙείίη άεε ΜαΙΗΑτηαΙίριτεε ίΐόιηεηίαΐνεε 1895— 96, 
σ. 214, η 0 65 Οπό Οοΐδεετά 1 βον,νηαΐ άε ΜαΐΗέτηαϋ^ηεΒ τοΟ νιιΐδβΓί, 
τεΟχος 1ης Νοεμβρ, 1902 Οπό Τΐι. ΟβΓοηπεί. 
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θιώρημα 159 


749. ’Εβν Εν έγγράψιμον είς κύκλον τετράπλευρου Ιχπ ιός διαγώ¬ 
νιους καθέτους έπ' άλλήλας, τό τετράπλευρου ιών προβολών έπΐ τάς 
πλευράς τοΟ σημείου τομής τών διαγώνιων είναι έγγράψιμον καί περί* 
γράψιμον είς κύκλον, ή δέ περιγεγραμμένη περιφέρεια ε(ς αυτό διέρχε¬ 
ται διά τών μέσων τών πλευρών τοϋ αρχικού τετράπλευρου; 

Έστω ΑΒΓΔ τό δοθέν τετράπλευρου, Ο τό κέντρου τής περι¬ 


φέρειας, ΕΘΖΗ τό τετράπλευρου 
τών προβολών. Έκ τών έγγρα· 
ψίμων τετραπλεόρων ΑΗΜΕ, 
ΕΒΖΜ κλπ. λαμβάνομεν 

ΗΕΜ = ΗΑΜ, ΖΕΜ = ΖΒΜ. 

Άλλ' είναι ΗΑΜ = ΖΒΜ, 
ΔφοΟ τά μέτρα αύτών είναι Ισα 

τιρός-^- ΓΔ. Επομένως 
ΗΕΜ = ΖΕΜ, 

Δηλ. ή ΕΜ είναι διχοτόμος τής 
γωνίας ΖΕΗ· καί έπειδή τήν Ιδιό¬ 
τητα αύτήν τήν Ιχουν κατ’ άνα* 
λογίαν άποδείξεως καί αί εύθεϊαι 
νερόν δτι τό τειράπλευρον ΕΖΘΕ 
φέρειαν. 

1) Έχομεν έκ τοΟ σχήματος 



ΜΟ, ΜΗ καί ΜΖ, γίνεται ψα- 
εΤναι περιγράψιμον είς περι- 


ΗΕΖ + ΗΘΖ = 2 (Μ ΒΖ + Μ?Ζ). 

^ Α 

Αλλά τό τρίγωνον ΜΒΓ εΤναι όρθογώνιον καί ΜΒΖ-{-ΜΓΖ=1 όρ- 

Α Α 

θή· δρα ΗΕΖ-|-ΗΘΖ = 2 όρθαί καί τό τετράπλευρου ΕΖΘΗ είναι 
έγγράψιμον είς κύκλον. 

2) "Ας συνδέσωμεν τό σημείου Μ μέ τό μέσον Λ τής πλευράς 
ΔΓ καί δς άποδείξωμεν δτι ή εύθεία ΜΛ εύρίσκεται είς τήν προέ- 
κτασιν τής ΕΜ. 

Είς τό όρθογώνιον τρίγωνον ΓΜΔ, ή διάμεσος ΛΜ = ΛΓ. 
“Επομένως: 

ΛΜΓ = ΛΓΜ = ΜΒ Α = ΕΜΑ. 


(Αί δύο τελευταίοι γωνίαι είναι συμπληρώματα τής αύτής γω¬ 
νίας ΜΑΕ). 

Αί Τσάι γωνίαι ΛΜΓ καί ΑΜΕ άποδεικνύουν δτι ή προέκτασις 
τής ΜΕ διέρχεται διά τοΟ μέσου τής ΔΓ καί τό αύτό συμβαίνει 
καί διά τάς εύθείας ΜΗ, Μθ, ΜΖ· καί έπειδή αί γωνίαι ΛΕΣ, 
ΛΘΣ, κλπ. είναι όρθαί, ϊπεται δτι τά σημεία Ε, θ καί Η, Ζ 
κεϊνται έπΐ τών περιφερειών μέ διαμέτρους τάς ΛΣ καί ΡΡ' άντι- 
στοίχως, 

Άλλ' αί εύθεϊαι αύταί είναι αί διαγώνιοι τοϋ παραλληλογράμ¬ 
μου τών μέσων τών πλευρών τοΟ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ καί τοΟ 
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όποιου αϊ διαγώνιοι ύπετέθησαν κάθετοι έπ' άλλήλας. Τό παραλ¬ 
ληλόγραμμον δρσ τούτο είναι άρθογώνιον καί αϊ διαγώνιοι αΰ- 
τοΟ είναι Τσάι. "Ητοι αϊ περιφέρειαι μέ διαμέτρους τά ΛΣ καί ΡΡ' 
άνήκουν ε(ς τήν αύτήν περιφέρειαν καί τά όκτώ σημεία — τά τέσ- 
σαρα μέσα τών πλευρών καί οι τέσσαρες πόδες έπ’ αύτών — άνή¬ 
κουν είς τήν Ιδίαν περιφέρειαν. 

Τό κέντρον Ν τής περιφέρειας τών οχτώ ο»; με ίων τού τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΓΔ είναι τό μέσον τής εύθείας ΜΟ καί συμπίπτει πρός 
τό κέντρον τών μέσων άποστάσεων τών κορυφών του. (ΜοΙίιεείε· 
(1904), σελ. 238, η° 1170 Βατϊίϊεη).. 

749 α. Σημείωσις. Τό άνωτέρω θέμα προετάθη είς τόν (ΙοΜοανν 
α«ηβ)·αΙ του 1870 διά τά Στοιχειώδη (ΐα&ηματιχά (Ν. Α. (1870), σελ. 
383). Είς Ν. Α. (1841), σελ. 487 εύρίσκονται καί αί άκόλουθοι πα¬ 
ρατηρήσεις έπί του Ιδιου ζητήματος: 1) Ή άπόστασι; μιας πλευράς 
ένός έγγεγραμριένον τετραπλινρσν (* *) από του κέντρον τοϋ περιγεγραμμένον 
κύκλου ίσοΰται προς τό ημιον τής απέναντι πλίθρας. 2) Τά Ιγγεγραμμένον 
τετράπλευρο* ΑΒΓΔ καί τό περιγεγραμμένον, τό όποιον λαμβάνομεν φέρον- 
τες τάς Ιφαπτομένας είς τήν περιφέρειαν ΑΒΓΔ χαί είς τά Α, Β, Γ, Δ, 
είναι τοιαντα, ώστε αϊ τέαααρες τομαί τών απέναντι πλευρών αυτών χεϊν- 
ται επ’ εν&είας, ήτις είναι ή πολική τοΰ σημείου Μ ώς πρός τήν περιφέ¬ 
ρειαν ΑΒΓΔ. 3) Τό περιγεγραμμένον τετράπλενρον, τοΰ όποιον σημεία έπα- 
φ>,; είναι τό Α, Β, Γ, Δ, είναι δμοιον πρός τό τετράπλευρον ΕΖΘΗ, χλπ. 

Έκ τής δευτέρας παρατηρήσεως προκύπτει δτι τό τετράπλευ- 
ρον ΑΒΓΔ είναι μία ειδική περϊπτωσις τοΰ αρμονικού τετράπλευρου 
τής Νεωτέρας Γεωμετρίας τοϋ Τριγώνου καί δτι τό Μ είναι τό οημεϊον 
τον Τετηοίηε αύτοϋ. Τίποτε, έν τούτοις, δέν άποδεικνύει τήν θεμε¬ 
λιώδη Ιδιότητα τοΟ σημείου αύτοΟ· εις τά Τίιέονέιηε» βΐ ΡνοΙΙόιηε» 
(Ιο ΟέοεηέΙΐ'ίε (6η βκδ,, (1879), σ. 134) τοΟ Οεΐείβη, ό συγγραφεύς 
του περιορίζεται εις τό νά διαπιστώση δτι αϊ άποστάσεις τοΟ ση¬ 
μείου Μ άπό δύο άπέναντι πλευρών, ώς τών ΑΒ καί ΓΔ, έχουν 
τόν αύτόν λόγον δν καί α! πλευραί αύταί, ίδιότης φανερά έκ τών 
Ισογωνίων τριγώνων ΑΜΒ, ΔΜΓ. 

Τό έγγράψιμον καί περιγράψιμον είς κύκλον τετράπλευρον όνο- 
μάζεται πολλάκις καί διχεντριχόν τετράπλευρον (ΜαΙΗβείε (1904), σελ. 
103, π° 1465). Διά τάς ιδιότητας τών έγγραψίμων τετραπλεύρων 
πρβλ. έπομ. (§ 1276), (§ 1277) καί (§ 1277 β). 

Σχετικά είς: Α. Α. Οετκ·ι τόμ. XV, 1824 - 25. σ. 133 ΟτπτΛίιάε· 
ΙηΙ. ά. Μα(Η., (1902), σ. 100, η° 279, Λιι6γ>·· ΜαΙΗεΗα (1902), σ. 173, 
ζήτμ. 1194, Ι,ειηοίηε· αύτ. (1906), σ. 14, Νευδετρ. 

θεώρημα 169—1 

749β. Έπΐ έκάστης πλευράς ένός περιγραψίμου είς κύκλον τετρά¬ 
πλευρου κατασκευάζομε ν δύο ισοσκελή τρίγωνα όμοια. "Εστωσαν α, β, 
γ, δ τά σημεία τομής τών νψών τών έξωιερικών τριγώνων καί α', β’, 
γ', δ' τά αντίστοιχα σημεία διά τά έσωτερικά τρίγωνα. 

1) Αί διάμεσοι τών όνο τετράπλευρων αβγδ, α'β'γ'δ' τέμνονται είς τό- 
αυτό οημεϊον, μέσον Ικάατης. 

2) Αί διάμεσοι τον τετράπλευρου αβγδ τέμνονται χαΰέτως. 


44. £ η μ. μ ε τ. Εννοείται τού ΑΒΓΑ. 
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3) '£7ι ν τό τετράπλευροι 1 ίι-τοβί] τρι*·ιονβι·, μία έχ ιών χορι-φών τον «ο- 
χιχοΠ ζετρα.τλενρ ον γίνεται «ό οηιιεΤον ικιγή; μια; τών πληρώι> τοΰ τρί¬ 
γωνον μετά τοΰ Ιγγεγραμμένα ν χί'κλον. Α! 8>·ο τροηγοί-μεναι Ιίιήτητε; εξα- 
χολυν&ούν ίαχόσνααι 

/ ηχείται ,ιόκ ο« τρεις αννόί}χαι .-χλΐ)ροννται . (Ν. Α. (1872), σ. 480, 
η° 1099, Η. Βτοοβπΐ). 

Λύσις ύπό Μοτεί - Βίβηο, 1878, σ. 40. 

Τό πρώτον μέρος δύναται νά διατυπωθή καί ώς έξης : Έ.τί ϊχά- 

οτης πίενρΐι; τυχόντος τετραετλενρον χατασχενάζομεν, είς ιό έσωτεοιχόι- καί 
εξωτερικόν αντοΡ, τρίγωνα Ισοσκελή όμοια καί ίχηνια ιός χορνφάς τό ο>)- 
μεΤα Α, Β, Γ, Δ χαί Α', Β', Γ', Δ'. .4! διάιιεσοι τών 6ύο τετρα.τ/.ποιοι· 
ΑΒΓΔ χαί Α'Β'Γ’Δ' χέμνανχαι είς τό αϊτό σηιιείον Μ. 

θεώρημα 1ΘΟ 

760. Διά τοΰ κέντρου ένός κανονικού πολυγώνου φέρομε ν τ αχούσαν 
ευθείαν ΧΥ' δείςατε δτι ιό άθροισμα τών αποστάσεων άπό τής ευθεία; 
τούτης τών κορυφών τοΰ πολυ¬ 
γώνου, τών κειμένων πρΰς τό Εν 
μέρος τοΰ επίπεδου ώς πρός τήν 
ευθείαν, Ισοΰται πρός τό αντί¬ 
στοιχον άθροισμα διά τάς κορυ- 
φάς τάς χειμένας πρός τό έτερον 
μέρος τοΰ Επιπέδου. 

1) Ή πρότασις είναι φα¬ 
νερά διά πολύγωνον άρτιου 
πλήθους πλευρών. 

2) "Εστω δτι τό πολύγω¬ 
νον Ιχει περιττού πλήθους 
πλευράς, τρείς έπί παραδείγ- 
ματι', καί άς θεωρήσωμεν τήν 
περιγεγραμμένην περιφέρειαν, 
καθώς καί τάς έφαπτομένας.αύτής είς τάς κορυφάς τοΟ πολυγώ¬ 
νου. Οϋτω σχηματίζεται Εν κανονικόν πολύγωνον, καί έπί τοΟ προ- 
κειμένου Εν κανονικόν έζάγωνον. 

"Ας συμβολίσωμεν τήν άπόστασιν έκάστης κορυφής άπό τής 
εύθείας διά τοΟ άντιστοίχου πρός αύτήν μικροΟ γράμματος. Πρέ¬ 
πει νά δείζωμεν δτι ΑΛ — ΒΜ+ΓΝ ή α = β-|-γ. 

Επειδή ή άπόοτασις τοΟ μέσου ένός τμήματος άπό τίνος εύθείας 
ίσοΟται πρός τό ήμιάθροισμα ή τήν ήμιδιαφοράν τών άποστάσεων 
τών άκρων τοΟ τμήματος άπ’αύτής (§ 436), θά Ιχωμεν τάς σχέσεις 

α=-5±1. β= £=-!, γ=-^ 

Ρ + ν = _ζ±ί±!Ι^- = ζ+1. 

"Αλλ’ εΐναι (Ιον) η = ε, ζ = ι, 6 = θ· Επομένως 
β + γ = - δ -^~ Ύ = α· ήΑΛ = ΒΜ + ΓΝ. 

Παρατηρήσεις. 1) θά Ιχωυεν έπίσης: ΟΜ = ΟΛ-(-ΟΝ, έάν προ- 
βάλωμεν έπί άξονος παραλλήλου πρός τήν ΑΛ. 

2) Τό κέντρον τών μέσων άποστάσεων τών κορυφών είναι τό 
Τδιον μέ τό κέντρον του πολυγώνου. 

Γεωμετρία 22 


θ * 
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Ιαπωνικόν θιώρημα 160—I 

760 α. Είς παν έγγράψιμον τετράττλευρον, τό άθροισμα τών αχτίνων 
των έγγεγραμμένων κύκλων είς τά δύο τρίγωνα, είς ά διαχωρίζει τό 

τετράπλευρον ή μία διαγώνιος, Ισοϋται 
πρός τό αντίστοιχον άθροισμα διά τά 
τρίγωνα τά όριζόμενα υπό τής άλλης 
διαγώνιου. 

"Εστωσαν ρ,, ρ,, ρ,, ρ 4 αΐ άκτϊ- 
νες τών έγγεγραμμένων κύκλων είς 
τά τρίγωνα μέ κορυφάς Α, Β. Γ, Δ 
καί δ,, β,, δ,, 6,, 6*. δ„, αΐ Αποστά¬ 
σεις του κέντρου Ο τής περιγεγραμ- 
μένης περιφερείας Από τΑς πλευράς 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ καί τάς διαγω- 
νίους ΑΓ καί ΒΔ. 

’Εχοντες ύπ’ δψιν τήν ένδιαφέ- 
ρουσαν Παραχήρηοιν τής § 737, εύ- 
ρίσκομεν τάς σχέσεις: 

Κ+Ρ.^β, + δ,+δ, 

Η. + Ρ· = δ, + δ 4 — 85, 
έκ τών όποιων λαμβάνομεν: 



Ρι +Ρί = δι + 8, + δ, δ 4 — 2Κ. 

Άναλόγως, Εχομεν: 

Ρί + Ρ» = δ, -)- δ, -|- δ, -{- δ 4 — 2Κ. 

Επομένως : 

Ρι+Ρ»=Ρ» + Ρ4· 

Παραιήρηοΐ(. Τό Θεώρημα «Αληθεύει δι' Εν έγγεγραμμένον πολύ¬ 
γωνον μέ οΐονδήποτε πλήθος πλευρών. 

760β. Σημιίωοις. 1) Τό θεώρημα τούτο ύπετέθη κατ’ άρχάς 
δτι εΤχε προέλευσιν έκ Κίνας (Α/αί/ιβ«ί«, (1905), σ. 268, η° 26. V. 
ΜίΗατηί, Τόκιο) άλλ' άργότερον Απεδείχθη ή Ιαπωνική του «Ιθα¬ 
γένεια» (ΛΓαίόββ ιβ, (1906), σ. σ. 257 - 260, Τ. Και/α$Ηί, Τόκιο). 

2) ΤΑ κέντρα τών τεσσάρων περιφερειών είναι κορυφαί ένός 
όρθογωνίου (§ 710.$). 

Εύ&εΐαι διερχόμεναι διά χοϋ αύτοϋ σημείου 

761 - Διά νΑ Αποδείξωμεν, δτι εύθεϊαι περισσότεροι τών δύο 
διέρχονται διά τοΟ αύτοϋ σημείου, χρησιμοποιοΟμεν τάς παρατη¬ 
ρήσεις τών §§ 439 καί έπομ. ΔιΑφοραι, έπίσης, προτάσεις τού II 
Βιβλίου παρέχουν νέους Αποδεικτικούς τρόπους. (Άσκ. 163- 164, 
§§ 757, 758). 

Θίώρημα 161 

762. Δίδονται τρεις εύθεϊαι καί έκ τυχόντος σημείου Μ φέρομεν 
καθέτους έπ’ αύτάς. Δείξατε, δτι ή περιφέρεια ήτις διέρχεται διά τών 
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τριών ποδών τέμνει τάς ευθείας είς τρία άλλα σημεία, άτινα είναι έπί- 
αης προβολαΐ έπΐ των εΰθειών ενός σημείου Ν. 

Έστωσαν Δ, Ε, Ζ οί πόδες καί Δ', Ε', Ζ' τά δεύτερα σημεία 
τομής τών πλευρών του τριγώνου 
ΑΒΓ μετά τής περιφερείας ΔΕΖ 
καί τής όποίας κέντρον έστω τό Ο. 

Φέρομεν τήν εύθείαν ΜΟ καί 
λαμβάνομεν έπί τής προεκτάυεώς 
της τμήμα ΟΝ = ΟΜ. Ή εύθεϊα 
ΝΖ' είναι κάθετος έπί Τήν ΑΓ, 
άψοΟ ΛΖ'= ΛΖ, καί, έπομένως, ή 
ΝΖ' είναι παράλληλος πρδς τήν 
ΜΖ* τό αύτό συμβαίνει καί διά 
τά ζεύγη τών ευθειών ΜΔ, ΝΔ' 
καί ΜΕ, ΜΕ'. 'Ώστε . .. 

Παρατήρησα. Οίοσδήποτε καί 
άν είναι ό άριθμός τών πλευρών ένός πολυγώνου, τάς όποιας μία 
περιφέρεια τέμνει είς Α, Α'.... έάν τά Α, Β... είναι προ- 
βολαί ένός σημείου Μ καί τά Α', Β’... θά είναι προβολαΐ ένός 
σημείου Ν. 

θιώρημα 191 — 1 

753. Αί εύθείαι ΑΜ, ΑΝ (Σχ. 449 καί 450) είναι (σον κεκλιμένοι 
πρός τάς πλευράς ΑΒ, ΑΓ κα¬ 
θώς καί αί ΒΜ, ΒΝ καί ΓΜ, 

ΓΝ πρός τάς ΒΑ, ΒΓ καί ΓΑ, 

ΓΒ άντιστοίχως. 

Τά τετράπλευρα ΑΔΜΖ καί 
ΑΔ'ΝΖ' είναι έγγράψιμα' άρα 

Α Α Α /\ 

1 = Γ καί 2= 2'. 

Τά Τ6ια τετράπλευρα είναι 
καί όμοια, έπειδή είναι Ισογώ¬ 
νια καί συμβαίνει 

ΑΑ _ ΑΖ' Σι. «ο 

ΑΖ - ΑΔ' ' 

Λ Α Α Α Α — 

Δρα 1=2. έπομένως 1'=2' καί καθ’ όμοίαν άπόδειξιν ΑΒΜ=ΓΒΝ, 
ΑΓΜ = ΒΓΝ. 

Σημτία>σις. Αί εύθείαι ΑΜ, ΑΝ κλπ. όνομάζονται Ισογώνιοι, τά 
Δέ σημεία Μ, Ν Ισογώνια. (Βλ. έπομ. §§ 1118α, 1344α καί 2307). 

Θιώρημα 193 

754. Έπί έκάστης πλευράς ένός τριγώνο.υ χατασχευάζομεν Ισόπλευρα 
τρίγωνα Καί συνδέομεν τάς απέναντι τών πλευρών τοΰ τριγώνου χορυ- 
«ράς των μετά τών άπέναντι κορυφών τοΰ αρχικού τριγώνου* δείξατε, 
ότι αί τρεις αΰταί εύθείαι είναι ίσαι καί τέμνονται είς τό αυτό σημείον. 

1) Τά τρίγωνα ,ΑΓΖ καί ΑΒΕ είναι Ισα, ώς έχοντα μίαν γω- 
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νίαν Τσην περιεχομένην μεταξύ Ισων πλευρών έπειδή ΖΑΓ = ΒΑΕ, 
ΑΓ = ΑΕ καί ΑΖ = ΑΒ. Επομένως ΓΖ = ΒΕ καί Γζ = ΑΔ. 

2) ΑΙ περιγεγραμμέναι περιφέρειαι εις τά Ισόπλευρα τρίγωνα 
ΑΒΖ, ΑΓΕ τέμνονται βΐς σημεϊον Ο. 
τοιοΟτον ώστε αί γωνίαι ΑΟΒ, ΑΟΓ 
νά είναι Τσάι μεταξύ των καί πρός 120° 
έκάστη, ώς παραπληρωματικοί τών γω¬ 
νιών Ζ καί Ε, Τσης πρός 60» έκάστης- 
ή γωνία, άρα, ΒΘΓ είναι έπίσης Τοη 
πρός 120» καί ή περιγεγραρμένη περι¬ 
φέρεια είς τό Ισόπλευρον τρίγωνον ΒΓΔ 
διέρχεται διά τοϋ 161ου σημείου Ο. 

“Ας συνδέσωμεν τό σημεϊον Ο μέ 
τάς ϊξ κορυφάς· διά νά άποδβίξωμεν 
τό δεύτερον μέρδς τής προτάσεως, άρ¬ 
χει νά δείξωμεν 6τι αί εύθεϊαι ΟΖ 
καί ΟΓ άποτελοΟν μίαν ευθείαν. Πρός 
χοΰτο, παρατηροΟμεν βτι έκάστη γωνία 
περί τό σημεϊον Ο είναι Τση πρός 60» 

— άφοΰ έκαστον τών τόξων, ώς λ. χ. τό ΒΖ είναι τό τρίτον περι¬ 
φέρειας — .καί έπομένως τό άθροισμα τών τριών γωνιών ΒΟΖ, ΒΟΔ 
καί ΓΟΔ είναι 180». Άρα, αί ΟΖ καί ΟΓ άποτελοΟν μίαν εύθεΐαν 

Παραιηρήοιις. 1) Έκάστη πλευρά τοΟ τριγώνου ΑΒΓ φαίνεται 
έκ τοΟ σημείου Ο 6πό τήν αύτήν γωνίαν. 

2) Τό θεώρημα άληθεύει καί έάν τά Ισόπλευρα τρίγωνα Εχουν 
τάς τρίτας κορυφάς των πρός τό Εσωτερικόν τοΟ τριγώνου. 

3) Τό θεώρημα Εξακολουθεί νά άληθεόη καί Εάν άντί Ισοπλεύ¬ 
ρων τριγώνων κατασκευασθοΟν πρός τό Εξωτερικόν του τριγώνου 
τρίγωνα βμοια (πρός τό ΑΒΓ) καί τοιαΟτα, ώστε αί γωνίαι αύτών 
εις τήν κορυφήν Α νά ΙσοΟνται πρός τήν γωνίαν Γ, αί είς τήν κο¬ 
ρυφήν Γ πρός τήν Β, καί αί είς τήν 
κορυφήν Β πρός τήν Α. Ο--Μ. Γ>ε 
Βουτάει, (1879), σ. 58). 

764 α . Μ!ϋ*Ηή ηιρίητωσις. ΑΙ τρεις 
κορυφαί Α, Β, Γ δύνανται νά κεϊν- 
ται καί Επ* εύθείας (Σχ. 451 β). Είς 
τήν περίπτωσιν αύτήν θά Ιχωμεν; 

ΑΟΒ = ΑΟΓ=60», ΒΟΓ=120- άλλά 
καί πάλιν ΛΔ=ΒΕ — ΓΖ. 

Έάν τά σημεία Δ, Ε, Ζ είναι κο- 
ρυφαί όμοιων Ισοσκελών τριγώνων 
άλλά τών όποίων ή παρά τήν βάσιν 
γωνία είναι τυχοΟσα, ό τόπος τοΰ 
σημείου Ο είναι μία εύθεΐα κάθε¬ 
τος Επί τήν ΒΓ. 

Ώς θά δειχθή άργότερον (§ 1140α), 
Εχ. «ι ε αί εύθεϊαι αί συνδέουσαι τά κέντρα 

Λ, Μ, Μ τών Ισοπλεύρων τριγώνων 
άποτελοΟν Ισόπλευρον τρίγωνον. Τό αύτό συμβαίνει καί είς τήν 
γενικήν περίπτωσιν (§ 754). 
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766. Σημείωοις. 1) ΟΙ περιγε γραμμένοι κύκλοι περί τά Ισό¬ 
πλευρα τρίγωνα ώνομάσθησαν ύπό τοΟ ΝειιΙ>βΓ£ χόχλοι τον Τον- 

,ΊΟβΙΙί. 

ΕΙς τήν νέαν όρολογίαν διά τό τρίγωνον, τό σημεϊον τομής τών 
περιγεγραμμένων περιφερειών εις τά ίξωτερικώς τοΟ τριγώνου κα- 
τασκευαζόμενα Ιοόπλευρα τρίγωνα συμβολίζεται διά τοΟ : καί 
διά του Γ τό άντίστοιχον σημεϊον διά τά έσωτερικά τρίγωνα. Τά 
σημεία : καί καλοΟνται καί Ισογώνια κέντρα τοΟ τριγώνου. 

Τό σημεϊον : είναι τό σημεϊον, δΓ δ τό άθροισμα τών άποστά- 
σεων άπό τάς τρεις κορυφάς τοΟ τριγώνου γίνεται έλάχιστον. *Η 
άνεύρεσις αυτού εΐχεν προταθεϊ ύπό τοΟ Ρεππβΐ είς τόν Τοιτϊοβίΐϊ, 
δστις καί ϊδωσεν πολλάς Χύσεις τοΟ προβλήματος. (ΜαΙΗβ&ί», 
(1889), σ. 173, παραπομπή- αύΤ. ( 1899 ), σ. 131 : Γενίκενοι; ένός χία- 
αιχον χροβΧήμα ιοί έΧαχίοτον). 

2) Τό ζήτημα (§ 754) έξητάσθη ύπό τοΰ Εβιιιέ είς τό Ιργον του 
έ'.χαπιεη άβα άϊ(ίέτνηΙε$ ηιέΙΙιοάα ειηρίοτ/έα ρονν νέεοηώ'β Ιβί ρνοΰέΐ- 
ιΐινκ άν (ϊέοηιέΙΤ\«, σ. 82. Ό ΒοαΙίπ άνέφερε περί Ισογωνίων κέντρων 
είς διάφορα άρθρα του είς ;(. Μ. Ε. τοΟ Εοοςοίιαιηρε, (1889), σ. 
99 κλπ. 

Θεώρημα 162—1 

756. Δυνάμεθα νά χατασχευάσωμεν τρίγωνον ΛΒΓ έχ τών κορυφών 
Λ,. Β,, Γι, τών ισοπλεύρων τριγώνων τών χατασχευοζομένων έπί τών 
πλευρών του. (Ε. Εειηοίηβ). 

Κατασκευάζομεν έπί τοΰ Α,,Β,,Γ, τά Ισόπλευρα τρίγωνα Α,Β,Γ,, 
Α,Γ,Β, καί Β,Γ,Α,· τά μέσα τών τμημάτων Α,Α,, Β,Β 2 , Γ,Γ, εΤ- 
ναι αί κορυφαΐ Α, Β, Γ τοΰ ζητουμένου τριγώνου. (ΚΐερετΙ). 

Παρατήρηοις. Έάν α, β, γ είναι τά κέντρα τών έζωτερικών ίσο· 
πλέθρων τριγώνων καί α', β', γ' τά κέντρα τών έσωτερικών, τά 
τρίγωνα αβγ καί α'β'γ' είναι Ισόπλευρα. (ΕίοηηεΙ). 

Σημείωοις. ΒΧ. σχετικά είς: Λ'. Α. ΜαΙΙιέιιιαΗηαε» (1869), σ. 40, 
528- Ιηί. Λ. Μβίδ., (1902), σ. 332, η» 2422- ΜεΙΗεείβ, (1889), σ. 173 
καί (1899), σ. 131. 

θεώρημα 163 

767. Αί έχ τών κέντρων τών παρεγγεγραμμένων περιφερειών είς 
τρίγωνον κάθετοι έπϊ τάς πλευράς του 
διέρχονται διά τοΰ αύτοΟ σημείου. 

“Εστω ΔΕΖ τό δοθέν τρίγωνον. 

Τό ποδικόν ( Λρ&ικον είς τό κείμε¬ 
νον Λλλ’ ήμεϊς λέγομεν πλέον ηο- 
δικο··) τρίγωνον ΔΕΖ ένός τριγώνου 
ΑΒΓ έχει ώς έσωτερικάς διχοτόμους 
τών γωνιών του τά Οψη καί ώς ίξω- 
τιρικάς διχοτόμους τάς πλευράς τοΰ 
τριγώνου ΑΒΓ (§ 662). Επομένως, 
διά τό τρίγωνον ΔΕΖ, τά κέντρα 
τών παρεγγεγραμμένων περιφερειών 
είναι τά σημεία Α, Β, Γ. 

Επειδή δέ αί άκτϊνες τής περι- 
γεγραμμένης περιφερείας είς τό τρί¬ 
γωνον ΑΒΓ, αί καταλήγουσαι είς τάς κορυφάς του, είναι κάθετοι 
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έπί τάς πλευράς ΔΕ, ΕΖ, ΖΔ τοΟ ποδικοΟ του τρι/άνυυ (| 663), 
έπεται, δτι αΐ κάθετοι έκ τών κέντρων Α, Β, Γ τών παρεγγεγραμ¬ 
μένων περιφερειών είς τό ΔΕΖ δέν είναι Α, ,αι παρά αί άκτϊνες 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ τής περιγεγραμμένης περίΦτ.ρείας είς τό ΑΒΓ. Τέμ- 
νονται λοιπόν αί εύθεΐαι αύταί ε!ς τ' 1 σημεϊον Ο. Τσον άπέχον 
τών τριών κέντρων. 

767α. Σημιίωσις. 1) Τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ, τά τοιαΟτα, 
ώστε αί έκ τών κορυφών του ένός κάθετοι έπΐ τάς πλευράς τοΟ 
άλλου διέρχονται διά τοΟ αύτοϋ σημείου, ώνομάσθησαν δρόοΐογ*ικά 
(οιΊΙιοΙοκϊςυβι) 0· Μ. ίΐ., (1889), σ. 63) καί έμελετήθησαν κυο(ως 
ΰπό τοΟ Ι^βτποίηβ. ΑΙ ίρευναι τοΟ μαθηματικοΟ Τούτου, πρωτίοτως, 
έπΐ ώρισμένων θεμάτων τής Γεωμετρίας έδωσαν άφρρμήν άργότε- 
ρον εις τήν νένεσιν τής Γιωμιτρίας τοΟ Τριγώνου. (Α. Ρ., (1890). 
σ. ο. 111 - 146). 

2) ΠαραλΙηλογ'κά (ραταΙΙέΙΟΒίηιΐΐ)) τρίγωνα. Έάν δύο τρίγωνα 
ΑΒΓ' καί Α'Β'Γ' είναι τοιαΟτα, ώστ- αί έκ τών κορυφών α, Β, Γ 
παράλληλοι πρός τάς πλευράς Β'Γ , ΓΆ’, Α'Β' νά τέμνωνται είς 
ίν σημεϊον Ρ καϊ αί έκ τών κορυφών Α', Β', Γ' παράλληλοι πρός 
νάς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ νά τέμνωνται ε'. έν σημεϊον Ρ' ταΟτα όνομάζον- 
ται παραλλ’,λογικά. ’Εμελβτή8';ααν ύπό τών .). Νβα1>βΓ£ (ΜαΙΗββΐα. 
(.882), σ. ι*44. ζτμ. 150 καί Γι?ι?;, σ. 86) καί Κίρβτί (Α. Ρ., (1901). 
Λςετιιίο, ^ 91). 

3) Τά όρφο/ίογιχά καί χσ.αΑηΧογιχά τρίγωνα είναι είδικαί περι¬ 
πτώσεις :ών ΙοογονοΧογιχώ* (/«οροηοίορίι/ νβ») τριγώνων τοΟ Όιιτβπ - 
Ι,ΟΓίμα (Α. Ρ. (1902), Μοο αυΐ.απ, σ.σ. 157-165). 


θαώρημα 164 

7·".6. Τρεις περιφέρει·:; (Λ), (Μ), (Ν) εύρίσχονται εις τό αϋτό έπίπε* 
ό>ν ί.ίξατε, δτι έάν τρεις έσωτεριχαί έφαπτόμεναι τών περιφερειών αυ¬ 
τών ' <ιμβανομένα>ν άνό. Αύο, διέρχωνται διά τού αύτοϋ σημείου, αί άλ- 
\αι : >εΐς έσωτε ?ιχαι I ί αττόμεναι διέρχονται έπίσης διά τοδ αύτοϋ ση- 
με'οι (Μαπίιεϊκι.—5ί. Λ (1864), α. 210). 


Ύ τοθέσωμεν, 6η τοεΐς έσωτερικαΐ έφαπτόμεναι τέιινονται είς 

τά σημεϊον Β καί έστω 
-- χ Ο τό σημεϊον τομής δύο 

/ _ άλλων έσωτερικών έφα- 

/ »| '''*ν πτομένων, ΟΓ καί ΟΑ. 

I ι Αν* \ Δι\ τοΟ σημείου αύτοϋ 


V/ ^ 

/ \ / / φέρειαν (Μ)· άρκεϊ νά 

/ δειχθή, δτι ή εύθεϊα 

/ / ■ αύτή είναι έφαπτομένη 

/ -- καί *ήί περιφέρειας (Λ). 

ί //Υ/ θεωρήσωμεν τό τε- 

I. ^ ]/ τράπλευρον ΒΓΟΑ, τό 

\ Υ όποιον είναι παρεγγε- 

γραμμένον είς τήν περι¬ 
φέρειαν (Ν)- κατά τήν 
Σ χ· ·1Μ. § 747, τό άθροισμα δύο 

έφεξής πλευρών τουίσοΟ- 
ται πρός τό άθροισμα τών δύο άλλων καί άντιστρόφως. Επο¬ 
μένως: ΒΓ + ΓΟ = ΒΑ ΑΟ. 


φέρομεν τήν έφαπτομέ- 
νην ΟΔ πρός τήν περι¬ 
φέρειαν (Μ)· άρκεϊ νά 
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Αλλά καί τό ΒΔΟΑ τετράπλευρον είναι παρεγγεγραμμένον ε, <: 
τήν περιφέρειαν (Μ)· άρα : 

βα + αο = οδ + βδ. 

Έκ προσθέσεως κατά μέλη τών δύο αύτών Ισοτήτων λαμβά- 
νομεν τήν Ισότητα 

ΒΓ + ΓΟ = ΟΔ + ΒΔ, 

ήτις δεικνύει δτι τό τετράπλευρον ΒΓΟΔ είναι παρεγγεγραμμένον 
είς περιφέρειαν. Ή περιφέρεια δί αϋτη είναι ή (Λ), άφοΟ τρεις έκ 
τΟν πλευρών του έφάπτονται αύτής. "Ωστε... 

θεώρημα 164—1 

758 α. Έάν μία έαωτεριχή έφαπτομένη τών περιφερειών (Λ) καί (Μ), 
μία έξωτεριχή τών (Μ) χαί (Ν) καί μία έξωτεριχή τών (Ν) χαϊ (Λ) έχουν 
κοινόν αημεΐον, τό αΰτό θά συμβαίνη διά τήν άλλην έσωτεριχήν έφα- 
πτομένην τών (Λ) χαϊ (Μ) χαί τά; δυο άλλας έξωτεριχάς έφαπτομέναξ 
τών (Μ) χαί (Ν) χαί τών (Ν) χαί (Λ) περιφερειών. 

Άπόβειξις ώς ή προηγουμένη. 

θεώρημα 164—11 

759. Αί έκ τών μέσων ιών πλευρών τού ποδιχοΰ ένός βοθέντος τρι¬ 
γώνου χάθετοι έτί τάς αντιστοίχους πλευράς αΰτοΰ, διέρχονται διά τού 
αυτού σημείου. (Εάοιιαπί Ι,ιιοβε, Ν. Ο. Μ., (1876), σ. 218). 

θεώρημα 164—III 

759 α. Έάν κατασχευάσωμεν έπί μιας ορθής γωνίας ΧΟΥ όρθογώ- 
νια παραλληλόγραμμα ΑΟΒΓ μέ σταθερόν περίμετρον 4 τ, αί χάθετοι 
ΓΖ, αί άγόμεναι έκ τών κορυφών Γ έπί τάς διαγωνίους ΑΒ, διέρχονται 
διά σταθερού σημείου Δ. (ΒτεΙοπ άε Οΐιειπρ). 

Εύρίσκομεν τό σημεΐον Δ λαμβάνοντες έπί τών ΟΧ, ΟΥ ίσα 
μήκη θΑ'=ΟΒ'=2τ καί κατασκευάζοντες τό τετράγωνον ΟΑ'ΔΒ’. 

Ή σχέοις ΟΑ -)- ΟΒ = 2τ, δεικνύει Βτι ή εύθεΐα ΑΒ περιβάλλει 
μίαν παραβολήν, έφαπτομένην τών άξόνων ΟΧ, ΟΥ είς τά Α' 
καί Β'. (). Νριιδσι·#· ΜαΙΙιβαΐβ, (1901), σ. 226, η° 21). 


Σημεία έη εϋ&είας 

760. Διά νά άποδείξωμεν ότι τρία σημεία κεΐνται έπ' ευθείας 
γραμμής, έργαζόμεθα συνήθως ώς έζής ; 

Συνδέομεν δι’ ευθειών έν έκ τών σήμείων μετά τών δύο άλλων 
καί άποδεικνύομεν δτι αί δύο εύθεϊαι έχουν κοινήν διεύθυνσιν, 
είτε διαπιστοΟντες τήν παραλληλίαν των πρός μίαν τρίτην εύ· 
θεϊαν, εΤτε άποδεικνύοντες, δτι σχηματίζουν μετά μιδς εύθείας, 
άγομένης διά τοΟ κοινοΟ των σημείου, γωνίας κατά κορυφήν ϊσας. 

Παρά τήν φαινομενικήν διαφοράν τών δύο ζητημάτων, εύκό- 
λως άναγνωρίζεται ή άναλογία τής μεθόδου άποδείζεως τής συγ- 
γραμικότητος τριών σημείων πρός τήν μέθοδον βι’ ής άποβεικνύο- 
μεν δτι τρεις εύθεϊαι διέρχονται διά τοΟ αύτοΟ σημείου. ΑΙ νεώ- 
τεραι γεωμετρικοί μέθοδοι είναι ένήμεροι τής άναλογίας αύτής 
καί ΘεωροΟν τά δύο προβλήματα ίναλλαχχά. 
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θβώρημα 165 


761. Αί προβολαί μιας κορυφής τριγιόνόυ επί τών τεσσάρων διχοτό¬ 
μων τών δύο άλλων γωνιών αΰτοΰ κίϊνται επ' ευθείας. (Α. Ι,α.κοα$ε*, 
Ν. Α. (1859), σ. 171, η» 477). 

Έστωσαν ΑΕ, ΑΔ αϊ κάθετοι έτιί τάς διχοτόμους τών γωνιών 


Λ 



είς τό Β. Επειδή αϊ διχο¬ 
τόμοι ΒΔ. ΒΕ είναι κάθε¬ 
τοι έπ' άλλήλας, τό τετρά- 
πλευρον ΑΔΒΕ είναι όρθο- 
γώνιον. Επομένως, ή δια¬ 
γώνιος ΔΕ διέρχεται δςά 
τοϋ μέσου Μ τής πλευράς 
ΑΒ καί είναι ΜΕ — ΜΒ, 
καθώς καί 

ΜΕΒ = ΜΒΕ — ΓΒΕ. 


Είναι λοιπόν αϊ εύθεϊαι ΜΕ καί ΒΓ παράλληλοι καί ή ΜΕ 
διέρχεται έπίσης διά τοΟ μέσου τής δευτέρας πλευράς ΑΓ. Επειδή 
βέ κ.ό.ά. καί ή Ζθ είναι παράλληλος πρός τήν ΒΓ καί διέρχεται 
όμοιος διά τοΰ σημείου Ν, γίνεται φανερόν βτι καί αϊ προβολαί 
Ζ, θ κεΐνται έπί τής εύθείας ΔΕ. 

Άλλ»; άτβδ»ιί*ί. Έστωσαν Ζ',θ' τά σημεία, καθ’ ά αϊ προεκτά¬ 
σεις τών ΑΖ καί Αθ συναντούν τήν ΒΓ. θά ίχωμεν 

ΑΖ = ΖΖ', Αθ = θθ'· 


δηλ, ή Ζθ είναι παράλληλος πρός τήν ΒΓ κλπ. 


θτώρημα τον Αίπιιοπ 166 

762. Έάν έξ ένός σημείου τής περιγεγραμμένης περιφέρειας είς τρί¬ 
γωνον φέρωμεν καθέτους έπί τάς πλευράς του τρίγωνου, λαμβάνομεν 
τρία σημεία κείμενα έπ’ εύθείας. 

Τό θεώρημα τοΟτο δόναται νά διατυπωθή καί ώς έζής ·. 

Αί προβολαί ίνός ττιχόντος αη/αίου τής περιγιγραμμίνης τΙς τρίγωνοι· πε- 
ριφιριία; έπί τών πλευρών αΰτοΰ κίϊνται έπ’ 
ευθεία; γραμμής. 

Ή ευθεία αϋτη καλείται ευθεία τον 
ϋϊητβοη. 

1η ',Αηόδιιςις. (Βλ. Λ/ίθοδοι, § 22). 

Παρατήρηαι;. Ή άπόδειξις τοΰ Βείΐζβτ 
είναι Ανάλογος πρός έκείνην τήν όποίαν 
έξεθέσαμεν είς τάς μεθόδους. ’Ίνα δμως 
δώσωμεν έν υπόδειγμα γεωμετρικής λακω¬ 
νικότατος, έπαναλαμβάνομεν ένταΟθα τό 
σχήμα καί τήν άπόδειξιν τοΰ συγγραφέος 
τούτου. (ΡΙ&ηίηιέΐηε, § IV, 3): 

«Έάν τέσσαρα σημεία Α, Β, Γ, Δ εύρίσκωνται έπί μιας περι¬ 
φέρειας καί φέρωμεν τάς καθέτους ΔΑ,, ΔΒ,, ΔΓ, έπί τάς πλευ¬ 
ράς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ του τριγώνου ΑΒΓ, οΐ πόδες Α,, Β,, Γ, κεΐνται 
έπ’ εύθείας. 



-χ. 
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«Επειδή τά σημεία Λ,, θ,, Γ, Δ καί Α,, Β, Γ„ Δ βύρίσκοντσι. 
άντιστοίχως, Επί μιδς περιφέρειας, Εχομεν: 

2ΔΑ.Β, =ζ 2Δ?Β, = 2ΔΓΑ = 2ΔΒΑ - 2ΔΒΓ, = 2ΔΑ.Γ,. 

λ α 

«Κατ’ Ακολουθίαν, θά Ιχωμεν 2ΔΑ,Β, = 2ΔΑ,ΓΥ Επομένως, τά 
σημεία Α„ Β,, Γ, εόρίσκονται έπί μι&ς εύθείας». 

763. 2α Άπόδειξις (ΗεΙείη). Προεκτείνομεν τήν ΡΕ μέχρι τής πε¬ 
ριφέρειας καί φέρομεν τήν Βθ. Πρέπει 
νά άποδειχθή βτι τά τμήματα ΔΕ καί 
ΕΖ είναι παράλληλα πρός τήν αύτήν 
ευθείαν Βθ (§ 760). 

ΕΙς τά έγγράψιμον τετράπλευρον 
ΑΔΡΕ, αΐ γωνίαι ΔΕΡ καί ΔΑΡ είναι 
Τσάι, ώς Εχουσαι τό αύτό μέτρον. 

ΔΑΡ = ΛΘΡ = -γ ΒΑΡ. 

Επομένως 

^ .Ά. 

ΔΕΡ = ΛΘΡ. 


ΡΕΖ = 180" - ΡΓΖ, 
άφοΟ τό τετράπλευρον ΡΕΖΓ είναι έγγράψιμον. Καί Επειδή 

ΡΓΖ=-2- ΒΑΡ = ΛθΡ, 

Επεται 

Α Α 

ΡΕΖ ^ ΡΘΒ, 

βηλ. τά τμήματα ΕΔ, ΕΖ, βντα παράλληλα πρός τήν Βθ, κείνται 
4πί μιδς εύθείας. 

764. Σημειακής. Τό άνωτέρω θεώρημα Αποδίδεται ύπό τού 5βτ- 
νοίβ εις τόν 8ϊιηβοη (.4. ά. Οατη., τόμ. IV, 1813- 14. σ. 251) ένώ τό 
ΙηΙ. ά. ΜαΙΗ. ((1894), σ. 174, ή» 136) 
τό άνάγει εις τόν \ΥαΙΙαα, περί τό 
1799 ή 1800. Εις οΐονδήποτε καί δν ά- 
νήκη ή πρότασις, δέν είναι αΟτη παρά 
«(δική περίπτωσις Ενός λίαν σημαν- 
τικοΟ θεωρήματος, άλλά τοΟ όποιου 
θά περιορισθώμεν νά άναφέρωμεν 
όνον τήν έκφώνησιν καί νά ΰποοεί- 
ωμ*ν τά κυριώτερα πορίσματα : 

"Εξ ίνός σημείου Μ φέρομεν χαδέτονς 
4κί τάς πλευράς Ινός τρίγωνον καί ονν- 
δίομεν άνά δύο τούς πόδαρ τών χαδετών 
αυτών (Σχ. 457). Ό γεωμετρικός ιό.το; Ϊϊ· αϊ¬ 

τών σημείων Μ, τών τοιοχΛων, ώστε τβ 

4μβαδον Ε τού τριγώνου ΔΕΖ νά Ιχη δοδεΐααν τιμήν, είναι περιφέρεια ομό¬ 
κεντρος τής τεσιγεγραμμένης είς το Αρχικόν τρίγωνον. 

1) Διά τό κέντρον Ο τής περιγενοαμμένης περιφέρειας, τό έμ- 
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ΑΒΓ 


βαδόν τοΟ Αντιστοίχου τριγώνου ΙΗΚ είναι Τσον πρός _ 

4 4 

έπειδή έκάστη τών πλευρών του εΐνοι τό ήμισυ μιάς πλευράς του 
ΑρχικοΟ. 

2) "Οταν ή Απόστασις ΟΜ μεταβάλλεται Από 0 μέχρι 
Κ = ΟΛ = ΟΒ = ΟΓ, 


τό έμβαδόν Ε έλαττοΟται Από — μέχρι τοΟ 0. “Ωστε: 

Ή περιγεγραμμένη περιφέρεια είναι 4 τόπος τών σημείων Μ διά »ά 
όποια το έμβαδόν Ε μηδένιζε *αι. Πράγματι, κατά τό θεώρημα τοΟ 
δίπιεοπ, είς τήν περίπτωσιν αύτήν αΐ τρείς κορυφαί τοΟ τριγώνου 
ΔΕΖ κεϊνται έπ" ευθείας. 

3) “Οταν ή άπόστασις ΟΜ Από τής τιμής Κ αύξάνη είς άπει¬ 
ρον, τό έμβαδόν Ε αύξάνει καί αύτό Από τοΟ μηδενός εις Απειρον. 

Ε 

4) Διά πάσαν τιμήν τοΟ έμβαδοΟ μεταξύ 0 καί ό τόπος τών 

σημείων Μ άποτέλεΐται Από δύο περιφέρειας- μίαν έσωτερικήν καί 
τήν άλλην έξωτερικήν τοΟ περιγεγραμμένου κύκλου είς τό Αρχι¬ 
κόν τρίγωνον. ΑΙ Ακτίνες των Κ„ Κ,, συνδέονται πρός τήν Ακτίνα 
X τοΟ περιγεγραμμένου κύκλου διά τής σχέσεως 

κ.’ + κ.^ζκ». 

Τό σχετικόν πρός τό τρίγωνον θεώρημα είναι καί τοΰτο είδική 
περίπτωσις τοΟ έπομένου : 

Έοχω τχιχόν πολύγωνον καί Μ οημιΐον τον έπιπέδου του. Έχ ιοί Μ 
φέρομεν καΙΗτονς έπι τας πλευράς τον πολυγώνου (ή ευθείας ΐοον κεκλιμέ¬ 
νος προς Ικάοτην πλευράν και κατά τήν αύτήν φοράν= Ιοοχλινεϊς εύδείας) 

(§•2458). 

Το πολύγωνον με κοριυφάς τάς προβολάς τοϋ ο η με ίου Μ έπ! τάς πλευράς, 
ίχει εν ώρισμένον εμβαδόν καί 6 γεωμετρικός τόπος τών σημείων Μ, δία 
ιά όποια τό εμβαδόν αυτό Ιχει μίαν δοΰεϊσαν τιμήν, είναι περιφέρεια κύκλου. 

"Οταν ή τιμή τον έμβαδόν μεταβάλλεται, οI άντίοτοιχοι τόποι τών ση¬ 
μείων Μ «Γναι όμόκεντροι περιφέρειαι. (βευμρ άεβ βοοϊέίέί ίαναηίεε, τόμ. 
Λ', (1 θ70), σ. 203. ΕΙμάί ά'υ,η Ιχειι ςέοτηέΐήητιβ, ύπό ΟοπιδεΙΙε). 

Μία κομψοτάτη Αναλυτική σπουδή τοΟ θέματος εύρίσκεται είς 
τό Ι,εςοηε άε ΟέοΥηέΙνίΐ ΑηαΙ^ίίημε, ύπό ΒτίοΙ καί Βουςυεί, 13η Κκ- 
δοσις, η° 113. Τό ίδιον ζήτημα έξετάζεται καί είς Νοιιυ. ΑηηαΙεε 
(1875), σ. 450, ζτμ. 1174. 

Τό θεώρημα τοΟτο έζηγγέλθη ύπό τοΟ δΙεΐΠετ είς τά Αη. ά. 
Οβτρ., τόμ. XIV, 1823-24 καί άπεδείχθη εις τόν αυτόν τόμον ύπό 
τοΟ £)αεπ-εί (1783- 1839), σ. 280, καί δΐυπη (Γενεύη), σ. 2Θ6. 


θεώρημα 168 


765. Ή ευθεία τοΰ δίτπδοπ διαιρεί είς δύο μέρη Ισα τήν ευθείαν 
τήν συνδέουσαν τό σημείον Ρ (Σχ. 456) μετά τοϋ ύρθοχέντρου Η τοϋ 
τριγώνου ΑΒΓ. 

Έστω Η ή τομή τών ύψών Α Κι καί ΒΣ· ΘΑ πρέπει νά άπο- 
βείζωμεν βτι ή εύθεϊα ΔΖ διέρχεται διά τοΟ ιιέσου τής ΡΗ (Σχ.456). 
Πρός τοΟτο, προεκτείνομεν τό Οψος ΒΣ μέχρι τοΟ Μ καί λαμβΑ- 
νόμεν ΕΝ = ΕΡ. Επειδή ΣΜ = ΣΗ (§ 292, γ), τό τραπέζιον ΝΗΜΡ 
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εΓναι Ισοσκελές, καθώς καί τό ΘΒΜΡ· έπομένως, ή εύθεϊα ΝΗ 
είναι παράλληλος πρός τήν Βθ, άρα καί πρός τήν Ε2. Επειδή 
βέ ή εύθεϊα Εζ είναι παράλληλος πρός τήν ΝΗ καί διέρχεται διά 
τού σημείου Ε, μέσου τής ΡΝ, θά διέρχεται καί διά τού μέσου τής 
εύθείας ΡΗ, 


ΙημεΙωαις. Τό θεώρημα άνήκει εις τόν δΙεΐηβΓ (κατά τόν 
Νειιόει·^). 


Θεώρημα 167—1 


766 α. 1) ΑΙ εύθεϊαι χοΰ δίιηεοη, αί σχειιχαί πρός δύο σημεία έκ 
διαμέτρου αντίθετα τής περιγεγραμμένης εις δοθέν τρίγωνον περιφέ¬ 
ρειας, είναι χάθετοι έπ' άλλήλας. 

2) Ό τόπος τών τομών τών καθέτων έπ' άλλήλας ευθειών τού Βίιιι- 
ίοιι είναι ή περιφέρεια τών έννέα σημείων τού βοθένιος τριγώνου. 

"Εστω ΜΟΜ' μία διάμετρος τής περιγεγραμμένης εις τό τρί¬ 
γωνον ΑΒΓ περιφέρειας, αβγ, 
α'β'γ', αί άντίστοιχοι πρός τά 
σημεία Μ καί Μ' εύθεϊαι τού 
δίιηεοη καί Α'Β'Γ' ή περιφέ¬ 
ρεια τών έννέα σημείων τού 
τριγώνου. 

ί) Α' είναι τό μέσον τής 
αα', ώς προβολή τού μέσου 
Ο τής ΜΜ', καί όμοίως τά 
Β', Γ' είναι μέσα τών ββ’ 
καί γγ'. 

"Ωστε 

ΓΜ = ΒΜ,' 
καί 

ΓΜ,Μ - ΒΜ'Μ,'= ΓΒΜ. 

Επειδή τό τετράπλευρον 
ΜαγΒ είναι έγγράψιμον, ή 
γωνία Μγα είναι Τση πρός ^ 

τήν ΓΒΜ· τό αύτό συμβαίνει 
καί διά τό τετράπλευρον Μ'γ'α'Β. "Ωστε 

Βγα' = βγ'Α = ΒΜ'Μ,', άρα Μγα = β'γ'Α. 

Άφ' έτέρου, αί γωνίαι γΜβ καί γ Αβ' είναι παραπληρωματικοί 
τής ΒΑΓ καί τά γΜβ καί γ'Αβ' τρίγωνα ισογώνια- καί έπειδή αί 
Μβ καί Μγ είναι κάθετοι έπί τάς Αβ' καί Αγ', άντιστοίχως, τό 
αάτό θά συμβαίνη καί διά τάς τρίτας πλευράς, βγ καί β γ'. "Ητοι, 
αί εύθεϊαι αβγ καί α'β'γ' είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας. 

2) Τά τρίγωνα αΗα', βΗβ' είναι ορθογώνια· άρα 

ΗΆ'= —— Α'α, ΗΒ=-^- = βΒ' 

καί έπομένως 

Α Ά, -Ά 

ΑΉα = Α’αΗ = Γαβ, Β'Ήβ = ΗβΒ' = Γβα. 


V / 
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Προσθέτοντες κατά -μέλη τάς δύο τελευταίας σχέσεις, λαμ- 
βάνομεν 

-'Ν ✓'Ν 

ΑΉΒ' = ΑΓΒ = Α'Γ'Β'. 

"Ητοι: ό τόπος τοΟ σημείου Η είναι τό τόξον ΑΤ'Β' της ιτεριψε- 
ρείας ιών ένχέα σημείων. (Οοίίετί, Ν. Α. (1883), σ. 479 καί (1884), σ. 
397* Ι,ειποΐηε, ,ίοοι·. ιΐ. Μ. Ε., (1883), σ. 246, Χ· \νεϊ11, Μ. 8. 
(1884), σ. 15, ίδ. IX). 

Παρατήρηαις. Δνο Αρ&ογώνιοι ιύόίΓαι τοΰ $ί»ιβοη είναι άνιίατροφοι 
εϋ&εϊαι τσΰ ΙοηςςΙιαηιρβ- έπειδή τά σημεία Μ καί Μ' είναι διαμε¬ 
τρικά, καί Εχομεν Βα'=Γα, Γβ = Αβ’ καί Αγ'= Βγ. 

7β6β. Σημείωσες. Τό προηγούμενον θεώρημα (§ 765 α), δυναται 
■νά συμπληρωθή ώς έξής . 

3) ΑΙ εϋθεΐαι τοΰ δίιπεοη, αΐ σχετικοί πρός τάς άκρα τής διαμέτρου 
ΟΙ, τής διερχομένης διά τών κέντρων τής έγγεγραμμϊνης καί περιγε- 
γραμμένης περίφερείας είς τό τρίγωνον, τέμνονται εις τό σημεΐον τοΰ 
ΡείλΓδβοΙι (σημείου έποψής τοΟ έγγεγραμμένου κύκλου καί τοΰ κύ¬ 
κλου τών έννέα σημείων). 

4) ’Εάν προβάλλωμεν εν τυχόν σημεΐον Ρ τής ΟΙ έπί τών πλευρών 
τοΰ τριγώνου κατά τά σημεία 'Κ, Λ, Μ, ή περιφέρεια ΚΛΜ διέρχεται 
διά τοΰ σημείου τοΟ Ρευι-δεοό (Ο. ΑΗζϊ ΙοντηαΙ άε ΡαίόβΗ, (1910), 
σ. 126 καί Ν. Α. (1904), σ. 400, Τ. Εεπιοίπε). Βλ. έπμ. § 1242 π, 
5 καί 6. 

Τό θεώρημα 765 α, 2) εύρίσκεται έπίσης είς τ ά ΕεεηχΙαζχοηί ιίί 
ϋεοηιείήα εχχΙΙα <λγ εοηβχ'εηζο άχ Ειιίενο (1909), σ. 4, ΕβΙταάο άαΐ 
Ρίία()ο>·α, εη XVI, η. 1-5). Ώραιοτάτη στοιχειώδης σπουδή ύπό 
Οίείο/'οΓο Αΐββίβ, ουγγραψέως τής ία Ηεεεηίβ ΟεοιηβΙνίε. άεΐ Τνϊαη- 
ροΐο (1900). 

θεώρημα 1Θ7—II 

7ΘΒγ. 'Εάν δυο τρίγωνα ΑΒΓ, Α'ΒΤ' είναι έγγεγραμμένα είς τήν 
αυτήν περιφέρειαν, αί εΰθείαι τοΰ δίηιεοη πρός αϋτά, αί σχετικοί 
πρός τυχόν σημεΐον Ρ τής περιγεγραμμένης περιφερείας, τέμνονται κατά 
σταθερόν γωνίαν. (Ώγοζ - Γετην). 

Σημείωσες. 1) Βλ. ΜαΙίχεβί», (1901), σ. 104, ζτμ. 1090 καθώς καί 
έπμ. § 2161 (β). Τό θεώρημα συνεπληρώθη ϋπό τοΟ 8. Οεπίοτ καί 
άπεδείχθη ύπό τοΟ Αδεοΐοηηε (ΜαΐΗβείι (1906), σ. 144 ζτμ. 1575 
καί 1907, σ. 23). 

2) Μία ώραία στοιχειώδης σπουδή έπί τής εν&είας τοΰ &ί»ι$οη 
εύρίσκεται είς ΒχιΙΙε/χη άβ ΜαΐΗέχηαΙίηνε» έΙέηχεηΙαϊνεΒ (1908- 1909), 
σ. σ. 178 καί 194, Β«ΓβΓ<]). 

θεώρημα 1β7— III 

7Θ6 Α. Έστωσαν δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ έγγεγραμμένα είς τήν 
αύτήν περιφέρειαν. Δείξατε ότι: 

1) Αί εύθεΐαι τοΰ δίηιεοη τών σημείων Δ, Ε, Ζ ώς πρός τό τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ σχηματίζουν τρίγωνον ΔΈ'Ζ' δμοιον πρός τό ΔΕΖ καί αί εύ» 
θεΐαι τοΰ δΐιαεοα τών σημείων Α, Β, Γ-ώς πρός τό τρίγωνον ΔΕΖ σχη¬ 
ματίζουν τρίγωνον Α'ΒΤ' δμοιον πρός τό ΑΒΓ. 
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2) Τά ιοίγωνα Δ'Ε'Ζ' χαί Α'Β'Γ' είναι έγγράψιμα είς την αυτήν πε¬ 
ριφέρειαν καί τής όποιας κέντρον είναι τό μισόν τής άποστάσεως 
ιών όρθοκέπρων τών τριγώνων ΑΒΓ καί ΔΕΖ. (δ. ΟαηΙΟΓ, Μβΐΐιεείε, 
(1907), σ. 23). 

θεώρημα τοΰ ία/τποπ 168 

766. ’Εάν έξ ένός σημείου Μ μιας περιφέρειας φέρωμεν τρεις χορ- 
βάς καί γράφωμεν περιφερείας μέ διαμέτρους τάς ευθείας αυτός, τά 
δεύτερα σημεία τομής τών τριών τούτων περιφερειών εύρίσχονται έπ' 
ευθείας γραμμής. 

"Εστωσαν ΜΑ. ΜΒ, ΜΓ αΐ χορδαί. 

Ή κάθετος έκ τοΟ σημείου Μ έπί τήν πλευράν ΑΒ τοΟ έγγε· 
γραμμένου τ ιγώνόυ ΑΒΓ τέμνει 
τήν εύθείαν ιύτήν έπί τής περι- 
φερείας μέ διάμετρον ΑΜ, καθώς 
καί έπί τής περιφέρειας μέ διά¬ 
μετρον ΒΜ. Επομένως, ή κάθε¬ 
τος αδτη συμπίπτει πρός τήν κοι¬ 
νήν χορδήν ΜΕ τών περιφερειών 
αυτών* ή δέ δευτέρα τομή £ τών 
Ιδίων περιφερειών εύρίσκεται έπί 
τής ΑΒ καί είναι ό πούς τής κα¬ 
θέτου έκ τοΟ Μ έπί τήν εύθεϊαν 
αύτήν. "Ομοια συμβαίνουν καί 
διά τά σημεία Ζ καί Δ* ήτοι τά 
τρία σημεία Δ, Ε καί Ζ εύρίσκον- 
ται έπ’εύθείας γραμμής (§ 22, 662). 

766α. ΣημαΙοβις. 'Εκ τής προηγουμένης άποδείξεως γίνεται 
φανερόν δτι τό θεώρημα τού 8αΙ>»οη δύναται νά θεωρηθή ώς πόρι¬ 
σμα τοΰ θεωρήματος τοΟ ΗοδβτΊ βίιηεοη. 

Τό θεώρημα (§ 726) εύρίσκεται είς τήν Λ’οην. Οοιτεβμ. ΜαΐΗβ- 
ιιχαίίηαε (1876) σ. 401, ΟεΤαΙβη' άλλά τό Φιώρημα ιών τριών χορ¬ 
δών φαίνεται δτι όφείλεται είς τόν Οει·£οηηβ (Ληηαΐεε, τόμ. IV, 
1813-14, σ. 251, σημ.). 

θεώρημα 168—1 

766 β. Δύο περιφέρεια (Δ) κάί (Δ') τέμνονται είς τά σημεία Μ καί 
Μ', τρεις δέ χορδαί ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ τής περιφερείας (Δ) συναντούν τήν 
(Δ') κατά τά σημεία Α', Β', Γ'. Δείξατε, δτι αί περιφέρειαι ΑΑ'Μ', 
ΒΒ'Μ’, ΓΓ'Μ' τέμνονται άνά δύο κατά τρία'σημεία κείμε·« Ιπ* ευθείας 
γραμμής, (δοΐΐβτέϊτιβίεΐ.-). Μ. Ε. ΤοΟ Ι,οπβείιαπιρε. (1893), σελ. 287.— 
Ν. Α. (1889). σί 72, IV, η° 11). Είδική περίπτωσις μελετηθεΐσα είς 
ί'Ιηάβ 0«ο»ιέΙη(/ΐ4ε ά’ιιηβ (ατηχΙΙε άβ αοηίηια * ύπό ΟΗ. Ροδτν. 

θεώρημα 168 

767. Τά τέσσαρα όρθόχεντρα τών τεσσάρων τριγώνων, τών σχήμα- 
τιζομένων ΰπό τεσσάρων ευθειών τεμνομένων άνά δύο, εύρίσχονται έπ) 
τής αύτής ευθείας (ΛιιδετΙ). 

Γνωρίζομεν, δτι αί περιγεγραμμέναι περιφέρεται περί τά τέσ¬ 
σαρα τρίγωνα διέρχονται διά του αύτοΟ σημείου Μ, τοΟ σημείου 
τοΰ Μί</ηεΙ ίοΟ τετραπλεύρου. 
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Έκ τοΟ Μ φέρομεν καθέτους έπϊ τάς τέσσαρας εύθεΐας· οΙ 
τέσσαρες πόδες θά εύρίσκωνται έπϊ μιάς ευθείας, έπειδή άνά τρεϊς 

θά (χουν τήν Ιδιότητα 
ταύτην,κατά τό θεώρημα 
τοΟ δϊιηεοπ. (Μίνοΐοι, 
§§ 22 καί 5 762). 

Άλλ' ή «υά«ία ιοδ 
8ϊιηιοη 1Κ διέρχεται διά 
τοΟ μέσου της ευθείας 
τί(ς συνδεοΰσης τό ση- 
μεΐον Μ πρός τό όρθό- 
κεντρον έκάστου τριγώ¬ 
νου (§ 763 α). Έάν, λοι¬ 
πόν, Η είναι ϊν τυχόν 
όρθόκεντρον, τό μέσον 
θ της ΜΗ άνήκει είς 
. ν ... τήν ΙΚ’ καί έπειδή τά 

...·"’ / τέσσαρα μέσα τών εό- 

θειών, ώς ή ΜΗ, άνή- 
ϊϊ· 400 κουσιν είς την ΙΚ, ίπε- 

ται βτι καί τά τέσσαρα 
όρθόκεντρα άνηκουσιν είς τήν αύτήν εύθεΐαν ΝΗ. παράλληλον 
πρός τήν 1Κ καί διερχομένην διά τοΟ.Η. 

797 α. ΣψιιΙιοοις. Τό θεώρημα δόναται νά άποδειχθή χωρίς τήν 
βοήθειαν τοΟ θεωρήματος τοΟ δίπιβοη· άλλ’ ή άκολουθητία πορεία 
εϊναι έπίπονος (Νουν. Αηηεΐεε, (1846), σ. 13 καί (1847), σ. 196). 

Ή πρότασις άνήκει ε(ς τόν δίείπετ (/βυΓηαΙ άβ Οβίίβ, 2, σ. 97- 
Β. ΒβΙΐζβΓ, ΡΙεηΐιηεηΐΓΪε, § 14, η* 11), μολονότι άπεδόθη είς τόν 
ΑυδβΓί ύπό τοΟ ΜϊΠβΙ είς τό βργον του : ΡΗηενραΙε» τηέΐΗοάε$ ά« 
Ια ϋβοτηέίτίε ιηοάετηβ, σ. 176. 

θεώρημα 199—1 

797β. ’ΕπΙ τών υφών ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν 
τμήματα ΑΑ, ΒΜ, ΓΝ, άντιστοίχοος Ισα πρός τάς Αποστάσεις ένός τυ¬ 
χόντος σημείου Ρ τής περιγεγραμμένης είς τό τρίγωνον περιφερείας Από 
τών πλευρών αϋτοϋ καί μέ τήν κατάλληλον φοράν έχάστοτε (“). Δείξατε 
ότι τά σημεία Λ, Μ, Ν είναι συγγραμμιχά. (Οενϊε. — Μαΐδεείβ, 1910), 
σ. 189). 

Ή εόθεϊα ΛΜΝ εΤναι ή εύθεΐα τοΟ δίιηεοπ, ή σχετική πρός τό 
σημεϊον Ρ', τό διαμετρικόν τοΟ Ρ. 

θεώρημα 170 

798. Τρεις περιφέρεται διερχόμεναι διά τοϋ αϋτοϋ σημείου, κειμέ¬ 
νου έπϊ τής περιφερείας τής δριζομένης Οπό τών κέντρων των, τέμνον- 
ται άνά δύο κατά τρία σημεία κείμενα έπ’εϋθείας. (Ν.Α. (1881), σ. 206). 

Έστωσαν Α, Β, Γ τά κέντρα καί Ρ τό κοινόν σημεϊον έπϊ τής 


46. £ η μ. με τ. Δηλαδή, 4ν Β είναι ί πούς τής καθέτου έκ ν·* " 
έκί τήν ΒΓ, αΐ φοραί ΡΠ καί ΑΛ νά είναι όμ'ότροκοι. 
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περιφέρειας ΑΒΓ. Πρέπει νά δειχθή, βτι τά τρία σημεία Δ',Ε'. Ζ' 
κείνται έπ’ εύθείας. 

Πράγματι, αΐ περιφέρειαι μέ διαμέτρους ΡΑ, ΡΒ, ΡΓ, τέμνον- 
ται κατά τρία-σημεϊα Δ, Ε, Ζ κείμενα έπ’ εύθείας (θιώρημα τον 
8αΙτηοη, § 766) καί τά όποια είνάι αΐ προβολαί τοΟ σημείου Ρ έπϊ 



τάς πλευράς του τριγώνου ΑΒΓ· έπειδή αΐ γωνίαι ΑΕΡ, ΓΕΡ 
«Τναι όρθαίτ ώς έγγεγραμμέναι είς ήμιπεριφερείας. 

Είναι λοιπόν ή ΔΕΖ εύθεία τοΟ δΐπιεοη τοΟ σημείου Α διά τό 
■τρίγωνον ΑΒΓ· καί έπειδή 

ΡΔ'=2ΡΔ, ΡΕ'= 2ΡΕ, ΡΖ'= 2ΡΖ, 

■πεται, Οτι τά σημεία Δ', Ε', Ζ' εύρίσκονται έπϊ μιάς εύθείας 
γραμμής. 

θεώρημα 170—1 

768 α. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ, Μ τυχόν βημείον τής περιγεγραμμένης 
•Ις αύτό περιφερείας καί Δ, Ε, Ζ, τά συμμετρικά τοΟ Μ ώς πρός τάς 
πλευράς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ τοΟ τριγώνου. Δείξατε Οτι τά σημεία αΰτά χείν- 
ται έπ* ευθείας, διερχομένη; διά τού όρθοχέντρου Η τοΟ Οοθένιος 
τριγώνου. 

Πρόκειται περί άπλοΟ πορίσματος τοΟ προηγουμένου Θεωρήμα¬ 
τος (§ 76Θ)· δυνάμεθα Ομως νά τό άποδείξωμεν άπ’ εύθείας καί 
νά συναγάγωμεν Οτι ή «νθιΓα τον 5ίτη»οη διά τό' σημεΐον Μ διαι¬ 
ρεί τό τμήμα ΑΗ είς δύο μέρη ίσα. (/οΐίττιαΐ άε νκίδετί, (1903), 
ο. 129 καί ΜαΐΗοίβ, (19*03), σ. 167, η° 14). 

θεώρημα τον ΝαςεΙ 171 

769. Τό χέντρον τής ίγγεγραμμένης περιφερείας είς τρίγωνον, τό 
κέντρον της περιγεγραμμένης είς αύτό χαί τό σημεΐον τομής τών καθέ¬ 
των, τών αγομένων έκ τών κέντρων τών παρεγγεγραμμένων περιφερειών 
4πΙ τάς πλευράς τοΟ τριγώνου, κείνται έπ’ ευθείας. Τό 8έ χέντρον τής 
περιγεγραμμένης περιφερείας ίσον άπέχέι τών δύο άλλων σημείων. 
(Νεκ«1, Η. Α. (1860), σ. 355, Θεώρημα III). 

Έστω τό τρίγωνον ΔΕΖ. Αί έσωτερικαί διχοτόμοι τών γωνιών 
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του τέμνονται είς τό σημεϊον 1 καί αΐ έξωτερικαί ε(ς τάς κορυφάς 
του τριγώνου ΑΒΓ. 

ΑΙ έκ τών Α, Β, Γ κάθετοι έπί τάς ΕΖ, ΔΕ, ΖΔ τέμνονται εις 
Λ τό σημεϊον Ο (§ 757), τό 6- 

-ποιον είναι τό κέντρον τής πε- 

/ !\ ριγεγραμμένης περιφέρειας είς 

/ / \ \ τό τρίγωνον ΑΒΓ· έπειδή αΐ 

/ / : \ \ κάθετοι αδται είναι καί κάθε· 

/ / \ τ01 Τ * μ^σα τών πλευρών 

/ 7 * τ'* "χ, \ τοΟ τριγώνου τούτου. 

/ “Λ Λ£' \ Άφ* έτέρου, ή περιγεγραμ- 

/ ζ4- \ | μένη περιφέρεια είς τό τρίγω· 

I Λ \χ<·νΠ ~~7/? β νον ΔΕί είναι ή περιφέρεια 

\ /I . '\^ν1>ί//\ / τών έννέα σημείων τοΟ τριγώ- 

\ /Λ V· / \ / νου ΑΒΓ, άφοΟ (§ 662) αί εό- 

\ \ /Ο -· Λ / θεΐαι ΑΔ, ΒΖ, ΓΕ είναι τά 

\ /-> V * Οψη τοΟ τριγώνου αύτοΟ καί 

Γ *' Λ / τό I είναι τό κοινόν των ση· 

Ν*. ./ με Ιον. Καί έπειδή τό κέντρον 

^-: τής περιφερείας τών έννέα 

_ ■*, σημείων τοΟ τριγώνου ΑΒΓ 

εύρίσκεται έπί τής ΙΟ καί είς 
ΐσας άποστάοεις άπό τοΟ σημείου τομής Ι,τών υφών καί άπό τοΟ 
κέντρου Ο τής περιγεγραμμένης περιφερείας ($ 719), Επεται άμέ- 
σως ή άλήθεια τής προτάσεως. 

θιώρημα τοΰ €ΗαιΙ*ι 172 

770. ’Εάν εν έπίπεδον οχήμα (Ζ) μετατοπίζεται καθ’ οίονδήποτε 
τρόπον ένιός τοΰ έπιπέδου του, δύναται να άχθή) άπό μιας δέσεως (Ζ) 

είς μίαν άλλην (Ζ') διά μιας σιρο- 
.Αο φής περί εν χέντρον καταλλήλως 

έχλεγόμενον έπΐ τοΰ έπιπέδου του. 

' \ Υποτίθεται άτι τά σχήματα 

\ ?·. .\ Γ *\ είς τάς θέσεις (Ζ) καί (Ζ') είναι 

\ \ ιίι&ϊω( Γοα, δηλ. οτι βύναται νά 

——2^ 'ς \ τεθή τό βν έπΐ τοΟ άλλου διά κι- 

β { \ \ νήσεών των έντός τοΟ κοινοΟ 

\ \ V έπιπέδου των. 

/ '· 1 Τό σημεϊον Α δύναται νά συμ- 

Ιη Γ'^Λ' · πέση πρός τό Α’ διά κινήσεώς 

·' * ,χ/ Ν. 1 του έπί τυχόντος τόξου Ιχοντος 

: Ζ' Δς χορδήν τήν ΛΑ'· έπίσης, τό 

, Γ σημεϊον Β δύναται νά συμπέση 

* ( * / πρός τό Β’ διά κινήσεώς έπί τυ- 

I / χόντος τόξου χορδής ΒΒ'. 

Γ*τ- ] ΑΙ κάθετοι εις τά μέσα τών 

4* χορδών τούτων παρέχουν, διά τής 
Σι «3. τομής των Ο, τό κέντρον τής ζη- 

τουμένης στροφής. 

Επειδή, άν φοίντασθώμεν τό σημεϊον Ο συνδεδεμένον δΓ εό- 
θειών πρός τά διάφορα σημεία Α Γ Β, Γ, Δ, Ε τοΟ σχήματος (Ζ), 
(κατά τήν στροφήν αοτοΟ περί τό σημεϊον Ο είς τρόπον, ώστε τά 
Α καί Β νά λάβουν τάς θέσεις Α', Β'), τά τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ, 


1 'Χ \ 




Ζϊ 463. 
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ΟΒΓ κλπ. θά λάβουν τάς θέσεις ΟΑ'Β', ΟΓ’Δ', ΟΒ'Γ' κλπ. (Ήτοι, 
τά δύο σχήματα θά συμπέσουν σημεΐον κατά σημεΐον), 

770 α. Σημείωσες. Τό άνωτέρω θεώρημα έξηγγέλθη διά πρώτην 
φοράν ύπό μορφήν τελείως γενικήν καί καθαρώς γεωμετρικήν ύπό 
του Οΐιβϊίε* τό 1830. Διάφοροι είδικαί περιπτώσεις εΐχον προηγου¬ 
μένωςέξετασθή ύπό τών υεεοβΓίεκ καί 3ββιι ΒβΓποιιΙΙϊ. 

Κατά τό θεώρημα τοΰ ΟχαιΙοε, ιό σχετικόν πρός τι^ν κίνησιν Ενός 
σχήματος ε(ς τόν χώρον, Εν σχήμα δύναται νά άχθη άπό μιάς θέ- 
σεως ε(ς άλλην διά μιας ίλιχΜίδοΰ; χινήοεως, δηλ. (τοιαύτης ώστε 
Εν τυχόν σημεΐον τοΟ σχήματος νά διαγράψη Εν τόξον «'έ.ιιΆοιχ/),- 
Ιίικος) διά συνδυασμού μιας στροφής καί μιας μεταφοράς. 

Ή σπουδή τών σχημάτων τών άμεταβλήτων κατά μορφήν άλλά 
μεταβλητών κατά μέγεθος καί θέσιν, μάς όδηγεΐ είς τό Επόμενον 
θεώρημα, τού όποιου τά προηγούμενα είναι είδικαί περιπτώσεις: 

Διο οχήματα τριών διαστάσεων, όμοια καί αντίστοιχα πρός οχήματα ίσα 
Λι* ΰλληχοβπιθέσεως—Ιξαιροβμένων τών στεριών τών ίσων εκ συμμε¬ 
τρίας —, δύνανται να θεωρηθούν ιός όνο διάφοροι θέσει; ενός καί τον αν¬ 
ιόν οχήματος, κινούμενου κατά ρό.τον, ώστε έκαστον τών σημείων τον νά 
Λ κι νινί γη λογαριθμικήν κωνικήν ε/.ιχα ( 411 ) καί πιιραμένοντος πάυτοτε όμοιου 
ιτρός ίαντό, (Βλ. έπμ. § 2514). 

Σχήματα άντιστρόφως ίσα 


771. Συχνότης τής χρήσεως αυτών. "Οταν δίδονται εις τό έπίπεδον 
δύο σχήματα Τσα, ταΰτα δύνανται, άδιαφόρως, νά εΤναι ευθέως ή 
άντιστρόφως Τσα· καί συμβαίνει πολλάκις εις τάς έφαρμογάς τής 
Αρχιτεκτονικής καί είς τό Σχέδιον νά συναντώμεν συχνότερον 
σχήματα Τσα έκ συμμετρίας πρός άξονα ή εύθέως Τσα. Χρήσιμον 
•Γναι, Επομένως, δπως μελετήσωμεν τάς ιδιότητας τών άντιστρόφως 
Τσων σχημάτων τού Επιπέδου, δεδομένου μάλιστα, άτι ή σπουδή 
τών σχημάτων τού χώρου άνάγεται συχνά είς τήν θεώρησιν σχη¬ 
μάτων άντιστρόφως Τσων ή όμοιων, κειμένων είς τό αύτό έπίπεδον. 

θεώρημα 172—1 

771 α. ’Εαν δυο σχήματα είναι 
άντιστρόφως ίσα, αί διχοτόμοι τών 
γωνιών τών σχηματιζομένων ύπό δύο 
«υχουσών όμολόγων πλευρών είναι 
παράλληλοι πρός άλλήλας. 

Έστωσαν ΑΒΓ, Α'ΒΤ' δύο 
οχήματα άντιστρόφως Τσα καί 
• ίς τυχοΰσαν θέσιν πρός άλληλα, 

ΔΔ’ δέ ή διχοτόμος τής γωνίας 
δύο όμολόγων πλευρών αύτών 
ΑΒ καί Α'Β'. θά πρέπει νά άπο- 
δείξωμεν, δτι ή διχοτόμος ΕΕ' 
τών ΑΓ καί Α'Γ' πλευρών εΤναι 
παράλληλος πρός τήν ΔΔ’. 



40. 3 η μ. μ * τ. Διά τόν Ορισμόν τής χαμπ ίλης αυτής, Ολ. Επμ. $ 2614. 
■Γεωμετρία 23 
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Επειδή αΐ γωνίαι είς τά Α καί Α' εΤναι Τσάι, α( πλευραΐ ΑΓ 
καί ΑΤ' είναι Τσον κεκλιμένοι πρός τάς ΑΒ καί Α'Β’ καί έπομέ- 
νως καί πρός τήν διχοτόμον ΔΔ' τής γωνίας των· ώστε ... 


θτώρημα 172—11 

771 β. 'Ο Γεωμετρικός τόπος τών μέσων ιών τμημάτων, άτινα συν¬ 
δέουν άνά δύο τά όμόλογα ρημεϊα δύο άντιστρόφως Ισων σχημάτων, 

είναι ευθεία παράλληλο; πρός 
ιάς διχοτόμους ιών γωνιών, 
ιών σχημαιιζομένων ϋπό ιών 
ομολόγων πλευρών. 

Έστωσαν ΑΒΓ, Α'ΒΤ' 
τά άντιστρόφως Τσα σχή¬ 
ματα καί Μ τό μέσον τής 
ευθείας ΑΑ'. Φέρομεν τάς 
εύθείας ΒΔ, Β'Δ', άντιστοί- 
χως Τσας καί παραλλήλους 
πρός τάς ΜΑ, ΜΑ', καθώς 
καί τάς ΜΔ, ΜΔ' καί ΔΔ'. 

Τά τρίγωνα ΒΔΝ,Β'Δ'Ν 
εΤναι Τσα, ώς Ιχοντα μίαν 
πλευράν Τσην ΒΔ = Β'Δ' 
καί τάς προσκειμένας είς 
θύτην γωνίας Τσας, καί έπο- 
μένως τό Ν είναι μέσον 
τών ΔΔ' καί ΒΒ'. Επειδή δέ α( εύθείαι ΜΔ, ΜΔ' εΤναι παράλ¬ 
ληλοι καί Τσάι πρός τάς ΑΒ, Α'Β,' άντιστοίχως, τό τρίγωνον ΔΜΔ' 
είναι Ισοσκελές καί τό ύψος του ΜΝ διχοτόμος τής γωνίας Μ καί 
παράλληλον πρός τήν ΕΧ. 

ΕΤναι λοιπόν ή ΜΝ εύθεία, ή συνδέουσα τά μέσα τών ΑΑ' 
καί ΒΒ', παράλληλος πρός τήν διχοτόμον τής γωνίας δύο όμολό- 
γων πλευρών καί διέρχεται διά τοό μέσου τής τυχούσης άλλης, 
ώς αί ΑΑ' καί ΒΒ', ευθείας ΓΓ'. Επειδή ή διεύθυνσις τών διχο¬ 
τόμων εΤναι σταθερά. 

771γ. Παραιήρηπκ. Ή εύθεϊα ΜΟΝ δύναται νά όναμασθή εΰθεΓο 
τών μέσων. Ό δρος οδτος έχρησιμοποιήθη Οπό τοΟ Οδαείβε είς τήν 
είδικήν περίπτωοιν καθ’ ήν τά όμόλογα σημεία Α, Β ... Α', Β'.. . 
εύρίσκονται έπί δύο εύθειών, όρίζοντα οΰτω δύο Τσας σημειοσειράς. 



θεώρημα 172—III 

771 ί. Τά όμόλογα σημεία δυο άνιισιρόφως ίσων σχημάτων ίσον 
Απέχουν άπό τής ευθείας τφν μέσων. 

ΤοΟτο εΤναι άπλή συνέπεια τών Ισοτήτων ΜΑ=ΜΑ', ΝΒ=ΝΒ', 
ΟΓ=ΟΓ' κλπ. ΔυνάμεΘα βαως νά τό άποδείξωμεν Ανεξαρτήτως 
τής ίδιότητος τής εύθείας ΜΝ, καθ’ ήν αύτη εΤναι παράλληλος 
πρός τάς διχοτόμους τών γωνιών τών όμολόγων πλευρών. Επειδή 
ευκόλως φαίνεται βτι ή Ισότης τών Αποστάσεων τών Γ, Γ' άπό 
τής ΜΝ εΤναι άμεσος συνέπεια τής ίσότητος τών Αποστάσεων άπ' 
αυτής τών Α, Α' καί Β, Β'. 

771 ε. Παρατηρήοτί!. 1) Κατά τήν δευτέραν αύτήν άπόδειξιν, 
συμπεραίνομεν δτι ΟΓ = ΟΓ', δηλ. δη ή εύθεϊα ΜΝ τών μέσων 
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Μ. Ν διέρχεται έπίσης Βιά χοΟ μέσου Ο πάοης άλλης ευθείας 
ώς ή ΓΓ', 

2) Κα’-ά τήν σπουδήν ιών άντιστρόφως όμοίων σχημάτων άπο- 
δεικνύεται, άτι έάν τά σημεία Μ καί Ν διαιρούν τά τμήματα ΑΑ . 
ΒΒ' πατά τόν λόγον όμοιότητος, αΐ τεταγμέναι ιών Γ και Γ' 
Ιχουν τόν αότόν λόγον καί δτι, κατά συνέπειαν, ή εύθεϊα ΜΝ 
διαιρεί καί τό τρήμα ΓΓ’ κατά τόν ίδιον λόγον. 

Ή Ιδιότης αϋτπ θά χρησιμεύση είς τήν σπουδήν τών σχημάτων 
τών Αντιστρόφως όμοίων είς τόν χώρον. 

θεώρημα 172—IV 

771 ζ. Δύο οχήματα άντιστρόφως Ισα δύνανται νά καταστούν συμμε¬ 
τρικά άλλήλων πρός μίαν τνχούσαν εύθεϊαν τον έπιπεδου των. 

"Εστιασαν (Σ), (Σ') δύο σχήματα Αντιστρόφως ίσα καί ΧΥ μία 
ιύθεία είς τό έπίπεδόν των. 

"Εστω (Σ") τό συμμετρικόν σχήμα τού (Σ) κατό τήν συμμε¬ 
τρίαν πρός τήν ΧΥ. Επειδή τά σχήματα (Σ’) καί (Σ”) είναι άμ- 
φότερα άντιστρόφως ίσα πρός τό σχήμα (Σ), ταύτα θά είναι εύ- 
αέως ίσα πρός άλληλα, Κατ’ Ακολουθίαν, δύναται νά ταυτισΟή τό 
σχήμα (Σ') πρός τό (Σ") Βιά καταλλήλου στροφής ή μεταφοράς. 

Πρόβλημα 172- V 

771 η. Δοθέντων δύο σχημάτων άντιστρόφως ίσων, νά καταστούν 
ταύτα συμμετρικά άλλήλων διά μιας στροφής. 

Τό πρόβλημα είναι άόριστον, ώς έπιδεχόμενον άπειρίαν λύ- 
αεών. Ιδού δύο λύσεις αότοΟ, αί πλέον Αξιοσημείωτοι; 

1) "Εν οημιΐον τον χινητοϋ σχήματος ίαμβόν* ται ώς κενιρον πιριοιροφής 

"Εστωσαν ΑΒΓ, Α'Β'Γ' τά δοθέντα σχήματα καί Α' τό ση- 
μείον τού ένός, τό έκλεγέν ώς κέντρον τής στροφής. Διά τού μέ¬ 
σου Ο τής εύθείας ΑΑ' φέρομεν εύθεϊαν ΧΥ κάθετον έπ’ αύτήν 
(Σχ. 466)· ή εύθεία ΧΥ είναι ό ζητούμενος δζων συμμετρίας. 

Έστω Γ" τό συμμετρικόν τού Γ ώς πρός τόν άξονα τούτον· ή 
στροφή τού σχήματος Α'Β'Γ' θά γίνη κατά τό τόξον Γ'Γ" τής πε- 
ριφερείας (Α'. ΑΤ'). 




£χ. *ββ. 


ΐχ. «61. 


2) Μία ιιΐ*νρά τού σταθερού σχήματος ίαμβάηται ώς <!{ων ονμμ*τρίας. 
"Εστωσαν ΑΒΓ, Α'Β'Γ' τά δοθέντα σχήματα καί ΑΒ ή έκλε- 
γείσα ώς άξων συμμετρίας πλευρά (Σχ. 467). 
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"Ορίζεται τό κέντρον στροφής Ο,ώς ή τομή τών καθέτων είς τ* 
μέσα τών ΑΑ' καί ΒΒ'. 

Πρόβλημα 172— VI 

771 &· Δοδέντων 8ύο σχημάτων άντιστρόφως ίσων, νά καταστούν 

ταϋτα συμμετρικά άλλήλων διά 
μιας μεταφοράς. 

Τό πρόβλημα είναι καί πά¬ 
λιν Αόριστον- έπειδή ώς άζων 
συμμετρίας δύναται νά έκλεγή 
ή τυχοΟσα παράλληλος πρός 
τήν κοινήν διεύθυνσιν τών δι¬ 
χοτόμον τών γωνιών δύο τυ- 
χουσών όμολόγων πλευρών 
τών σχημάτων. ΑΙ πλέον ένδια- 
φέρουσαι έκ τών κατασκευών 
είναι αί έπόμεναι: 

1η Κατασκευή: ΌλϊοΦηοις 
κατά μήκος μιάς τών πΐονρ&τ τοΓ· 
κιτητον οχήματος. 

"Εστωσαν ΑΒΓ, Α'ΒΤ' τά 
δοθέντα σχήματα καί Α Β' ή 
διευθυνσις τής μεταφοράς. 

Φέρομεν τήν διχοτόμον ΔΔ' 
τής γωνίας τών ΑΒ καί Α'Β'. 
"Αρκεί νά άχθη τό Α' είς Α" 
ΰπου Α” τό συμμετρικόν τοΟ Α ώς πρός τήν ΔΔ'. 

2α Κατασκευή: ΌΜο&ηοις παράλ¬ 
ληλος πρός τη* εν&ιΤαψ ιών μέσων. 

"Εστω ΜΝ ή εύθεϊα αΰτη (Σχ.469). 

Φέρομεν τήν παράλληλον ΑΆ” 
πρός τήν ΜΝ μέχρι τής συναντήσεώς 
της Α" μετά τής έκ τοΟ Α καθέτου 
ΑΡ έπΐ τήν ΜΝ. θά ίχωμεν ΡΑ"= 

ΡΑ κλπ. 

771 «. Παραιήριοις. Ή ινΆιΐα ιών 
/ο’ααιν είναι ή εύθεϊα καθ’ ήν τέ- 
μνόνται, κατά τι να τρόηον, τά έπί- 



ιΐ" 




ϊχ. 470. 


πεδα τών δύο δοθέντων σχημάτων καί δύναται νά νοηθή ώς σχη- 
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ιιατιζομένη έκ τής έπιθέσεως μιας ευθείας έπί τής όμολόγου της· 
διά τούτο δυνάμεθα νά τήν όνομάσωμεν όιπλήγ ιύύτΤαγ, μολονότι 
τά όμόλογα σημεία έπ’ αύτής δέν συμπίπτουν (Σχ. 470). 

Τήν Ιδιότητα ταύτην τής εύθεΐας τών μέσων διατυποΟμεν ώς 
έξης; 

Δύο σχήματα άντιστρόφως Ισα όρίζουν έπΐ τής ενάείαΐ ιών μέ· 
οων σημειοσειράς Δ, θ, Η, Ε, Δ', θ'. Η', Ε'Τσας. Διά καταλλήλου 
ύλισθήσεως της μι&ς τών σημειοσειρών τούτων κατά τήν (βίαν της 
βιεύθυνσιν, έπιτυγχάνομεν τήν σύμπτωοιν τών δύο σημειοσειρών 
καί τά άντιστρόφως Ισα σχήματα άποβαΐνουν συμμετρικά πρός 
τήν διπλήν εύθεϊαν. 

Οϋτω, δΓ όλισθήσεως τοΟ έπιπέδου τοΟ σχήματος Α'ΒΤ’ κατά 
μήκος τής εύθεΐας τών μέσων καί είς τρόπον, ώστε τό Δ’ νά συμ- 
πέση πρός τό Δ, Επέρχεται σύμπτωσις καί τοΰ Ε, πρός τό Ε', τοΰ 
θ πρός τό θ' κλπ. Επειδή είναι 

ΔΔ'=ΕΕ·=ΘΘ=ΗΗ'. 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


772. Σχίσεις άποστάοεην, Διά τά θέματα τοΟ II Βιβλίου δέν 
δυνάμεθα νά χρησιμοποιήσωμεν παρά τάς έξής τρεις μόνον σχέ¬ 
σεις άποστάσεων : 

1) "Εψ οημ» Γον όύκαται νά ενρϊσχιιαι εις οιαάεράν άπόστασιτ από ενός 
ΛυΜπο; &1λόν· 6 τόπος είναι περιφέρεια μέ κέντρον Γό δοθέν ση- 
μεϊον καί άκτϊνα τήν σταθεράν άπόστασιν. 

2) "Ευ αημεϊον άύγαται νά εΰρίοπειαι ιΐς σταθερόν άπόοτασιν απο ει·- 
ΰιΐα; η περιφέρειας· ό τόπος είναι μία παράλ¬ 
ληλος πρός τήν εύθεϊαν ή περιφέρεια όμό- 
κεντρος τής δοθείσης. 

3) "Ευ αημεϊον ίύναται νά &πέχ}] ίσον ίνο εν- 
#«ιών ό τόπος είναι ή διχοτόμος τής γω¬ 
νίας τών εύθειών. 

772 α. Γωνιακή σχίσις. Ή μάλλον χρησι- 
μοποιουμένη είναι έκείνρ μιάς σταθεράς γω¬ 
νίας τής όποιας αΐ πλευρά! διέρχονταν διά 
δύο σταθερών σημείων. Ό τόπος τής κορυ¬ 
φής Μ είναι τόξον κυκλικού τμήματος γω¬ 
νίας μ καί ό πλήρης τόπος άποτελεϊται άπό 
τά δύο συμμετρικά τόξα ΑΜΒ, ΑΝΒ (Σχ..471). 

Τά έστιγμένα τόξα τών περιφερειών τοό σχή¬ 
ματος άντιστοιχοΟν είς γωνίαν Τσην πρός 
|Θ0°—μ. 

772β. Διάφοροι τάκοι. Έξ ένός θεωρήματος άναφερομένου εις 
τόν προσδιορισμόν ένός άξιοσημειώτου σημείου σχήματός τίνος, 
δυνάμεθα νά όδηγηθώμεν είς τήν άνεύρεσιν τοΟ τόπου τοΟ σημείου 
αύτου, δταν μεταβάλλονται κατά μέγεθος ή θέοιν Εν ή περισσό¬ 
τερα τών γεωμετρικών δεδομένων τοό σχήματος, ένώ ώρισμένα 
άλλα παραμένουν άμετάβλητα. 

Ιδού μερικά τοιαΟτα θεωρήματα σχετιζόμενα πρός τό τρίγωνον. 

Αί διάμεσοι τέμνονται είς τό αύτό σημειον. τό κέντρον βάρους, 
κατά τήν Στατικήν, τής έπιφανείας τοΟ τριγώνου. 
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Τά τρία Οψη τέμνονται είς τό αύτό σημεϊον. 

ΑΙ τρεις έσωτερικαί διχοτόμοι όρίζουν τό κέντρον τής έγγε- 
γρααμένης περιφέρειας, 

ΑΙ έξωτερικαί διχοτόμοι καθορίζουν τό κέντρα τών παρεγγε- 
νραμμένων περιφερειών. 

ΑΙ κάθετοι εις τά μέσα τών πλευρών Τέμνονται είς τό κέντρον 
τής περιγεγραμμένης περιφιρείαε. 

Τό κέντρον του κύκλου τών εννέα σημείων εύρίσκεται είς τό 
υέσον τής ευθείας, τής συνδεούσης τό οημεϊον τομής τών υψών 
μετά τοΟ κέντρου τής περιγεγραμμένης περιφέρειας. 

"Εχοντες υπ' βψιν τά άνωτέρω θεωρήματα, 6ς ύποθέοωμεν, 
έπί παραδείγματι. δτι τό τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται εις τρόπον 
ώστε ή βάσις του ΒΓ νά παραμένη σταθερά, θέσει καί μεγέθει, 
καθώς καί ή άπέναντι γωνία Α. 

Είς έκάστην θέσιν τής κινητής κορυφής Α έπί τοΟ τόξου τοΟ 
κυκλικού τμήματος μέ χορδήν ΒΓ καί γωνίαν ΐσην πρός Α, τό ση- 
μεϊον τομής Μ τών διαμέσων τοΟ τριγώνου καταλαμβάνει καί 
αίαν θέσιν, διάφορον έκαστοτε, έπί τοΟ έπιπέδου ΤοΟ τριγώνου. 
Τό σΰνολον τών θέσεων τούτων είναι ό ζητούμενος τόπος. 

Σημειωτέον, έν τούτοις, δτι εις πλείστας περιπτώσεις, ή σπουδή 
τοΟ τόπου άπαιτεΐ γνώσεις μάλλον ίκτεταμένας άπό έκείνας τών 
Σιαιχβίων τής Ι'εωμε τρίας. 

Είς τό, κατά τόν άνωτέρω τρόπον, μεταβαλλόμενον τρίγωνον : 

Τό σημεϊον τομής τών διαμέσων γράφει κυκλικόν τόζον (111 
βιβλίον). 

Τό σημεϊον τομής τών ύψών γράφει έπίσης κυκλικόν τόξον 
καί τό αύτό συμβαίνει διά τά κέντρα τής έγγεγραμμένης καί πα- 
ρεγγεγραμένων περιφερειών. 

Τό κέντρον τής περιγεγραμμένης περιφέρειας μένει σταθερόν. 

Τό κέντρον τοΟ κύκλου τών έννέα σημείων γράφει κυκλικόν 
τόζον (III βιβλίον). 

Επίσης : 

ΟΙ πόοες τών έκ τών κορυφών Β καί Γ ύψών εύρίσκονται έπί 
τής περιφέρειας μέ διάμετρον ΒΓ. 

ΟΙ τόποι τών μέσων τών έκ τών Β καί Γ διαμέσων είναι κυ¬ 
κλικά τόξα. 

Ό τόπος τών σημείων του λβηιοίπι είναι έλλειψις (§ 2374). 


Χρήσις γ εστιακής αχέσεως 
Τόπος 173 

773. Νά εύρεθή ό τόπος τών κέντρων 
τών περιφερειών, τών έφαπτομένων είς 
δσθέν οημεϊον Ρ μιας εύθετος ΑΒ ή περι¬ 
φέρεια; Α'Β'. 

Ή εύθεϊα ΑΒ πρέπει νά έφάπτεται 
είς τό Ρ πάντων τών τόξων τών περι¬ 
φερειών τοΟ τόπου. Τά κέντρα των, 
έπομένως, δύνανται νά έχουν τυχοΟ- 
σαν θέσιν έπί τής άπεράτου εύθείας ΕΖ, καθέτου εις τό Ρ έπί τήν 
εύθεϊαν ΑΒ ή τήν περιφέρειαν Α'Β’. 



Γ*. 172 . 
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Τόπος 173-1 

774. Νύ εύρεθή 6 τόπος των κέντρων τών περιφερειών, των έφα- 
κτομένων δύο τεμνομένων ευθειών ΑΒ χαΐ ΓΔ. 

Ό ζητούμενος τόπος συμπίπτει πρός έκεϊνον τών Τσων Απο¬ 
στάσεων άπό τών ευθειών ΑΒ καί ΓΔ. Άποτελεΐται έκ τοΟ ζεύ¬ 
γους τών δύο Απεράτων εύθειών, αίτινες είναι αΐ διχοτόμοι τών 
γωνιών τών εύθειών είς τό οημεϊον τομής των Ο. 

Τόπος 174 

775. Να εύρεθή ό τόπος τών σημείων έχ τών όποιων μία δοθεΐσα 
περιφέρεια (Κ) φαίνεται Οπό σταθερόν γωνίαν Φ. 

Φέρομεν δύο έφαπτομένας τής περιφέρειας οχηματιζούσης γω¬ 
νίαν Φ καί γράψομεν περιφέρειαν όμόκεντρον τής δοθείσης καί 
διερχομένην οιά τοΟ σημείου τομής τών έφαπτομένων. 

Τόπος 174-1 

776. Νό εύρεθή ό τόπος τών σημείων έξ ών Αγονται έφαπτόμεναι 
βοθέντος μήκους μ έπΐ δοθεΐσαν περιφέρειαν (Α). 

ΕΤναι περιφέρεια όμόκεντρος τής προηγουμένης. 

Τόπος 175 

777. Δοθεισών δύο ομοκέντρων περιφερειών, ποίος δ τόπος τής κο¬ 
ρυφής μιας όρθής γωνίας, τής όποιας μία 
πλευρό έφάπτεται τής μιας περιφέρειας 
χαί ή άλλη τής έτέρας; 

Τό οχήμα ΟΑΜΒ είναι όρθογώνιον 
μέ γνωστός τάς πλευρός του - δρα καί 
τό μήκος τής διαγωνίου ΟΜ είναι γνω¬ 
στόν. Ό ζητούμενος τόπος είναι περι¬ 
φέρεια όμόκεντρος τών δοθεισών. 

Τόπος 175 —/ 

778. Τό ίδια δεδομένα άλλ' ή γωνία 
ΑΜΒ είναι τυχοΰσα σταθερό Ν. 

Ό τόπος είναι πάλιν περιφέρεια όμόκεντρος τών δοθεισών- 
έπειδή τό τετράπλευρου ΟΓΝΔ (Σχ.. 473) είναι άμεταβλήτου με¬ 
γέθους. άφοΟ αΐ γωνίαι καί αΐ πλευραί του παραμένουν σταθεραί. 

ΠιριβάΙλοναα 175—11 

779. Ποια ή περιβάλλουσα τής εύθείας ΓΔ τών έπαφών (προηγ. 
σχήμα) όταν ή γωνία Ν μένη σταθερό; 

Περί ιαριβαίλονοώ* βλ. §§ 119 καί έπμ. 

Ή ζητουμένη περιβάλλουσα είναι ή περιφέρεια μέ άκτϊνα ΟΡ 
(Σχ. 473). Επειδή, ή εύθεΐα ΓΔ εύρίσκεταιιείς σταθερόν Από- 
στασιν 0Ρ άπό τοΟ κέντρου Ο, καί παραμένει σταθερώς έφα- 
πτομένη τής περιφερείας (Ο, ΟΡ). 
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Τό) ιος 176 

780. Ποιος ό τόπος ιών μέοων ιών σταθερού μήκους χορδών ΑΒ 
μιας περιφέρειας; 

© ΕΤναι περιφέρεια όμόκεντρος τής δοθεί¬ 
σης. Τό αύτό συμβαίνει καί δι’ Εν τυχόν ση- 
αβϊον τής κινητής χορδής άλλ’ εις σταθερόν 
θέσιν έπ’ αύτής. 

Ό τόπος (§ 776) είναι ειδική περίπτωσις 
τοΟ άνωτέρω. 

ϊι. « 74 . Τόπος 176—1 

781. Γωνία ΑΔΒ εχει τήν κορυφήν Δ σταθερόν έπί δοθε.οης .ιερι- 

® φερείας καί μέγεθος ώρισμένον - ποϊος ό τό¬ 
πος τού μέσου Μ τής χορδής ΑΒ; 

Επειδή τό μέτρον τής γωνίας Α είναι 
σταθερόν καί τό ύποτεινόμενον ύπό τής 
χορδής ΑΒ τόξον θό είναι σταθερόν, &ρα 
καί τό μήκος τής χορδής ΑΒ, Ό ζητού¬ 
μενος,, επομένως, τόπος τοϋ μέσου Μ εί¬ 
ναι περιφέρεια όμόκεντρος τής δοθείσης. 

ϊ » 

Στ. 115 Τόπος 176—11 

782. Γωνία σταθερού μεγέθους Ιχει τήν κορυφήν έπί δοθείσης πε- 
ριφείας ένφ μία πλευρό αυτής διέρχεται διό σταθερού σημείου, μή κει¬ 
μένου έπί τής περιφερείας. Ποιος δ τόπο; τού μέσου τής άποκοπτομέ- 
νης χορδής ύπό τής περιφερείας ; 

Ό τόπος εΤναι πόλιν περιφέρεια όμόκεντρος τής δοθείσης. 


Τόπος 176—III 


783. Ποιος ό τόπος ιών μέσων των 



Στ- *ιο 


βάσεων τών τραπεζίων, τών 
έχόντων ώς διαγώνιους 
δύο τεμνούσας δυο έφα- 
πτομένων περιφερειών, 
άγομένας διό τού κοινού 
αυτών σημείου καί τεμ- 
νομένας κατά δοθεϊσαν 
γωνίαν; 

Ό τόπος τοΰ μέ¬ 
σου Κ τής βάσεως 
ΕΓ εΤναι περιφέρεια 
όμόκεντρος τής δο¬ 
θείσης (Α) - όμοίως διό 
τόν τόπον τοΰ μέσου 
I τής ΔΖ βάσεως. 


Παρα τηρήσιι (. 1) Έ ά ν 

αί περιφέρειαι έφάπτωνται έσωτερικώς, αί τέμνουσαι είναι αΐ μή 
παράλληλοι πλευρά! τοΰ τραπεζίου. 

2) Διά τά όμόλογα σημεία, τά κείμενα έπί τών βάσεων καί 




361 


έτη μιας τυχούσης τεμνούσης, ό τόπος άποτελεϊται έκ δύο περι¬ 
φερειών όμοκέντρον τών δοθεισών. 

3) Τό ζήτημα (§ 783) εΓναι έπέκτασις του τής § 780. 

Τόκος 177 

784. Ποιος ό τόπος ιών κέντρων τών περιφερειών δοθείσης άκτϊνο; 
ρ, αϊτινες άποκόπτουν έπί δοθείσης ευθείας ΑΒ χορδάς δοθέντο; μή¬ 
κους μ ; 

Ό ζητούμενος τόπος άποτελεϊται έκ δύο ευθειών ΓΔ καί Ε?, 
άνομένων παραλλήλους τής ΑΒ καί έκατέρωθεν αυτής. 


Τόπος 177-1 


785. Ποιος ό τόπος τών κέντρων τών περιφερειών δοθείσης άκτϊνο: 
ρ καί τεμνουσών δοθεϊσαν περιφέρειαν κατά χορδάς δοθέντος μήκους μ : 


Ό τόπος άποτελεϊται έκ δύο περιφερειών όμοκέντρων τής δο 
Θείσης. 


Τόπος 177-11 


786. Ποιος ό τόπος τών κέντρων τών περιφερειών δοθείσης άκτϊνο: 
ρ καί τεμνουσών ύρθογωνίως δοθεϊσαν περιφέρειαν (§ 620): 

Ό τόπος είναι περιφέρεια όμόκεντρος τής δοθείσης. Όμοιως, 
έάν αΐ περιφέρειαι τέμνωνται κατά τυχοϋοαν άλλ’ ώρισμένην 
γωνίαν. 

Τόπος 178 


787. 'Έξ έκαστου σημείου Μ μιας περιφερείας φέρομεν ευθείας πα¬ 
ραλλήλους καί έπί τών οποίων λαμβάνομεν (κατά την αύτήν φοράν πάν¬ 
τοτε) τμήμα ΜΝ σταθερού μήκους λ. Ποιος ό τόπος τών οΰτω λαμβα- 
νομένων σημείων Ν ; 

(Βλ. Μίΰοόοι, § 58). 

Τόπος 178 I 


788. Όμοίως, άλλά ιό άρχιχόι- οχημιι ί/κιι ινχιϊι·. 
(Βλ. Μέόο&οι, § 59). 


Τόπος 178-11 


789. Δίδονται δύο όμόχεντροι περιφέρεται 
χαϊ έξ έκαστου σημείου Μ τής εξωτερικής πε¬ 
ριφέρειας άγομεν δύο έφαπτομένας τής έσω- 
τεριχής. Έπί έχάστης τών εύθειών τούτων 
καί από τού σημείου Μ λαμβάνομεν δυο ίσα 
τμήματα ΑΜ — ΑΝ =- λ. Ποιος ό τόπος τών 
σημείων Μ καί Ν ; 


"Εστωσαν ΟΑ, ΟΒ αί δοθεΐσαι περίι- 
Φέρειαι. Ό τόπος άποτελεϊται έκ δύο 
ομοκέντρων πρός τάς δοθείσας περιφε¬ 
ρειών. Ό υπολογισμός τών άκτίνων των 
III Βιβλίου : 



ΑΒ ! - α 5 — β’, ΑΒ = ./ α* — β ; 
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ΒΜ = Χ+ία·-β». ΒΝ = - λ + ΐ α’ — β* , 

0Μ· = ΒΜ* + β 1 = λ· + 2 λ 1 ο» — β· + α» - β* + β». 

"Ωστε 

ΟΜ’ = λ« + α* + 2λ | α· - β» - , (1) 

0Ν· =- λ* + «' - 2 λ 7 α* — β* . (2) 

ΈπαλήΦιιαι;. Διά προσθέσεως κατά μέλη τών 0) καί (2) λαμ- 
βάνομεν 

ΟΜ·4-ΟΝ* = 2λ* + 2α·. 

Πράγματι, ε(ς τό τρίγωνον ΜΟΝ ή ΑΟ είναι διάμεσος αΟτοΟ- 


Τόπος 178-III 

790. ΕΙ; τό παραλληλόγραμμον ΛΒΓΔ, Λ πλευρά ΓΔ είναι σταθερά 
δέσει καί ψχψ:Η\. τό δί μήκος τής ΑΓ 
σταθερόν. Ποιοι ο( τόποι των μέσων ιών 
τριών κινητών πλευρών; 

Ό τόπος τοΟ μέσου τής ΑΒ είναι 
περιφέρεια, ίση πρός τάς δύο πρώτος 
καί Ιχουσα τό κέντρον της ε(ς τό μέ¬ 
σον τής ΓΔ. 

Ό τόπος τοΟ μέσου τής ΓΑ είναι ή 
περιφέρεια ή γραφομένη μέ κέντρον τό 
Γ καί ακτίνα τό ήμισυ τής ΓΑ. ΌμοΙως, 
ό τόπος τοΟ μέσου τής ΔΒ είναι ή πε¬ 
ριφέρεια ή γραφομένη μέ κέντρον τό Δ 



1 ]. 40 . 


καί άκτϊνα τήν (δίαν. 


ΒΔ 

2 


Παρατήρηαις. Ή εϋρεσις τοΟ τόπου τοΟ σημείου τομής τών δια¬ 
γώνιων άνάγεται ε(ς τό III Βιβλίον, ώς τόπος τοΟ μέσου τής ευ¬ 
θείας τής συνδεούσης Εν σταθερόν σημεΐον Γ πρός τά διάφορα 
σηαεϊα μιάς περιφέρειας (Δ). 

Τόπος 179 

791. Μία περιφέρεια στρέφεται περί εν 
έχ τών σημείων της καί εϊς έχάστην θέσιν 
αυτής άγομεν δύο έφαπτομένας παραλλήλους 
πρός δοθεΐσαν διευθυνσιν. Ποιος 6 τόπος τών 
σημείων έπαφής; (Οοηοουτβ ^επετεί, 1865). 

Έστωσα. ΧΥ ή δοθεϊσα διεύθυνσις, Α 
τό σταθερόν σημεΐον, Β τό κέντρον τής 
κινητής περιφερείας εϊς τήν τυχοΟσαν 
θέσιν της καί ΓΤ, Δν αΐ παράλληλοι πρός 
τήν ΧΥ έφαπτόμεναι. 

Ό τόπος τών κέντρων Β είναι ή περι¬ 
φέρεια μέ κέντρον τό σημεΐον Α καί άκτϊνα 
ίσην πρός τήν τής κινητής περιφερείας. 

Τά σημεία Γ καί Δ είναι αΐ τομαί τής 
κινητής περιφερείας καί εύθείας έκ τοΟ 
κέντρου της Β καθέτου έπί τήν διεύθυνσιν ΧΥ. Φέροντες 6έ τήν 
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ΕΑΖ, κάθετον έπΐ τήν [Βίαν διεύθυνσιν καί συνδέοντες τά Γ, Δ 
μίτά τών & καί Ζ άντιστοίχως, παρατηροΟμεν άμέσως, έκ τοΟ 
παραλληλογράμμου ΕΓΔΖ άτι 

ΕΓ = ΖΔ = ΑΒ = ρ. 

Επομένως, ό τόπος τοΟ σημείου Γ είναι ή περιφέρεια μέ κέν- 
τρον Ε καί άκτΐνα ρ, ό Βέ τόπος τοΟ Δ ή περιφέρεια μέ κέντρον 
Ζ καί άκτΐνα τήν [Βίαν. 

Παρατήρησα. Ό άνωτέρω τόπος συμπίπτει μέ έκεΐνον τών ση¬ 
μείων Γ καί Δ, άτινα λαμβάνομεν φέροντες έξ έκάστου σημείου 
Β τής περιφερείας ΖΒΕ τμήματα ΒΓ, ΒΔ, Τσα πρός ρ καί παράλ¬ 
ληλα πρός τήν κάθετον 6ιεόθυνσιν έπΐ τήν δοθεϊσαν ΧΥ. 


Τόπος 179-1 

792. Τόν Ιδιον ζήτημα άλλα ή κινητή περιφέρεια (Μ) έφάπτεται 
σταθερώς μιας Βοθείσης περιφερείας (Ν). 

Είναι περιφέρεια όμόκεντρος τής Βοθείσης (Ν). 

Τόπος 180 


793. Ποιος ό τόπος τού μέσου Μ μιας ευθείας, σταθερού μήκους, 
ΑΒ, χινουμένης ε(ς τρόπον, ώστε 
τά άκρα της Α καί Β νά γρά¬ 
φουν τάς πλευράς μιας όρθής 
γωνίας; 

"Εστω ΑΒ μία τυχοΟσα 
Θέσις τής κινητής εύθεΐας καί 
Α Β 

ΓΜ = —^— ή Βιάμεσος τοΟ όρ- 

θογωνίου τριγώνου ΑΓΒ. Ε¬ 
πειδή τό μήκος τής ΓΜ είναι 
σταθερόν, ό τόπος τοΟ ση¬ 
μείου Μ είναι τό τόξον ΔΜΕ 
τής περιφερείας μέ κέντρον Γ 

καί άκτΐνα ΓΜ= · 



793 α. ΣημιΙωστς. 1) Ό τόπος τού μέσου του εύθυγράμμου κι¬ 
νητού τμήματος ΑΒ βταν ή γωνία Γ δέν είναι όρθή. είναι ίλλει- 
ψις έχουσα ώς κέντρον τό σημεϊον Γ. 

Ό τόπος ένός τυχόντος άλλου σημείου του τμήματος—διαφό¬ 
ρου τοΰ μέσου—είναι πάλιν έλλειψις, άκόμη καί ε[ς τήν περίπτω- 
σιν καθ' ήν ή γωνία Γ είναι όρθή. (Ο., η° 643). 

2) Ό τόπος τής προβολής Ρ τής κορυφής Ο έπί τό, σταθερού 
μήκους, τμήμα ΕΖ (σχ. 481), είναι ό τετράφυλλος ρόίαξ ΟΜΝ Μ'Ν'. 
π καμπύλη αυτή έφάπτεται τοΰ κύκλου μέ κέντρον Ο καί άκΐίνα 
ΟΣ καθώς καί τών δύο άξόνων ΟΧ, ΟΥ. {ΚΙέιιιεηΙα άε ΟέοιηέΙυίε 
Ι>€9ευίνίίυε, η 0 1228). 

3) Ή περιβάλλουοα τής εύθείας ΕΖ όνομάζεται άοτροτιίής καί 
ή έξίσωσίς της ώς πρός τούς άξονας ΧΟΥ του Ιδιου σχήματος- 
είναι 

9 ; ^ 

3,3 3 

X + ν = V 
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δπου ν τό μήκος τοΟ τμήματος ΕΖ. Ή καμπύλη αϋτη θάπτε¬ 
ται έπίσης τοΟ κύκλου ΟΣ καί τών άξόνων καί Ιχει τέσσαρα 
οημεΐα άνακάμψεως, τά Α, Β, Α', Β'. 



Κατά τά θεώρημα τοΟ ϋοΗοοίο ι (§§ 144, 2160), πάν σημεϊον στα¬ 
θερόν έπί του τμήματος ΛΒ γράφει Ιλλειψιν. 

Διά τήν άστοοιιί!) βλ. Ν. Α. ^187θ), σ. 321, Μεηΐιεΐηι. 

Τόπος 180 — I 


794. Ποιος ό τόπος τοΰ σημείου τομής τών διάμεσων τοΰ όρθογω- 
νίου τριγώνου ΑΒΓ, διά τό όποιον ή υποτείνουσα ΒΓ έχει σταθερόν 
μήκος καί τά άκρα της κινούνται έπί δυο όρθογωνίων ευθειών ΑΒ, ΑΓ; 
(Σχ. 4Θ0). 

Α1 διάμεσοι τέμνονται εις τά δύο τρίτα τοΟ μήκους των άπά 
τών κορυφών- έιτομένως καί άφοϋ τό μήκος ΓΜ είναι σταθερόν, ό 
ζητούμενος τόπος εΤναι ή περιφέρεια μέ κέντρο ν τό Γ καί άκτΐνα 
τά δύο τρία τής ΓΜ. 

Τόπος 180-11 


795. Ποιος ό τόπος του σημείου έπαφής Ο δύο περιφερειών μετα¬ 
βλητών άχτίνων, έφαπτομένων άλλήλων καί ευθείας εις δύο σημεία Α 
καί Β αυτής; 

Ποια ή περιβάλλουσα τής διαχέντρου τών περιφερειών τούτων; 


(Μίθ οδοί, § 125). 


Παρατήρηοις. Τό ζήτημα τούτο είναι ειδική περίπτωσις ένός 
έπομένου (§ 820). 

Τόπος 181 


798. Ποιος δ τόπος τών μέσων τών χορδών μιας περιφέρειας, τών 
διερχομένων διά δοθέντος σημείου; 

(Μέθοδο§ § 65 καί 80). 
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Τόπος 181-1 


797. Τριγώνου ΑΒΓ ή βάσις ΒΓ είναι σταθερά, θέσει καί μεγέθει. 
καί ή απέναντι αΰιής γωνία σταθερά. Ποιος ό τόπος τίιν μέσων τών 
πλευρών του; 

"Εστω Ο τό κέντρον τού κυκλικού τμήματος ΒΑΓ μέ έγγεγρ αμ- 
μένην είς αύτό γωνίαν ΐσην πρός Α. Ό τόπος Αποτελείται έκ 
τών ίσων περιφερειών μέ διαμέτρους τάς ΟΓ καί ΟΒ. 

ΤΑ μέρη τών περιφερειών τούτων, τά περιεχόμενα μεταξύ τής 
βάσεως ΒΓ καί τοΟ τόξου τής περιφέρειας ΑΒΓ, τού συμπλη- 
ροΟντος αύτήν μετά του τόξου ΑΒΓ, Αντιστοιχούν εις τρίγωνα μέ 
γωνίαν είς τήν κορυφήν 180° — Α. 


Τόπος 181-II 


797 α. ΠοΙος ό τόπος τοϋ σημείου έπαφής Μ δύο περιφερειών (Δ). 
(Ε) έφαπτομένων άλλήλων έξωτεριχώς καί μιας τρίτης (Γ) είς δοθέντα 
σημεία Α καί Β αυτής ; 


"Εστωσαν Δ, Ε, Γ τό κέντρα τών τριών περιφερειών. Ή γωνία 
ΑΜΒ Ισοΰται πρός—γ— ή 90“- γ καί είναι σταθερά άφοΰ 


ή γωνία Γ : ΔΓΕ είναι σταθερά. 

Επομένως, ό τόπος του σημείου Μ είναι τό τόξον τοΟ κυκλι¬ 
κού τμήματος ΑΜΒ, μέ χορδήν ΑΒ καί έγγεγραμμένην γωνίαν 

Ισην πρός τήν σταθεράν 90°- γ· 

Τό συμπληρούν τήν περιφέρειαν ΑΜΒ τόξον, Αντιστοιχεί είς 
τόν τόπον τών σημείων Μ βταν αΐ περιφέρειαι (Δ) καί (Ε) έφά- 
πτωνται έσωτερικώς. 


Τόπος 182 

798. ΕΙς περιφέρειαν (Γ). μία σταθερά χορδή ΑΒ είναι ή μία τών 
βάσεων έγγεγραμμένων τραπεζίων. ΠοΙος ό τό¬ 
πος τού μέσου εκάστης διαγώνιου καί έχάστης 
ιών παρακειμένων είς τήν ΑΒ πλευρών τών τρα¬ 
πεζίων τούτων; 

ΤΑ μέσα τών χορδών ΑΔ, ΑΕ εδρίσκον- 
ται έπί τής περίφερείας. τής γρσφομένης έπί 
τής ΑΓ ώς διαμέτρου (§ 796). ΤΑ δέ μέσα 
τών ΒΔ, ΒΕ έπί της έχούσης τήν ΒΓ ώς διά- 

μ* τ Ρ° ν · Στ. «,2. 

Τόπος 182—1 

799. Ποιος δ τόπος τής κορυφής Γ τριγώνου ΑΒΓ εχοντος τήν βά· 
οιν ΑΒ σταθεράν καί τήν έκ τού Α διάμεσον ΑΔ δοθέντος μήκους; 

"Ας ΧΑβωμεν ΑΕ = ΑΒ· έπειδή ή ΑΔ συνδέει τΑ μέσα τών 
ΒΕ καί ΒΓ πλευρών τού τριγώνου ΕΒΓ, είναι τό ήμισυ τής ΕΓ. 
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Επομένως ό ζητούμενος τόπος τού σημείου Γ είναι ή περιφέρεια 
μέ κέντρον Ε καί Ακτίνα διπλάσιάν τής ΑΔ. 

Τάπας 183 

800. ΕΙ; μεταβλητόν «τράπλευρον ΑΒΓΔ, ή 
πλευρά ΑΒ είναι σταθερά καί τά ρήχη τής διαγώ¬ 
νιου ΒΔ καί τών πλευρών ΑΔ και ΒΓ δεδομένα. 
ΠοΙος δ τόπος τοΟ μέσου Μ τής άλλης διαγώνιου 
καί τού μέσου Ο τής εύθείας ΜΝ τής ένούσης τά 
μέσα τών διαγώνιων; 

Τό τρίγωνον ΑΒΔ είναι Αμετάβλητον καί τά 
σημεία Β. Δ σταθερά. 

Ό τόπος τοΟ σημείου Γ είναι περιφέρεια μέ 
κέντρον Β καί άκτίνα ΒΓ. 

1) Έάν 6ιά του σημείου Μ φέρωμεν τήν ΜΡ παράλληλον πρός 
τήν ΒΓ. θά Ιχωμεν : 



ΡΑ = ΡΒ καί 


ΜΡ = -γ ΒΓ = σταθερά. 



ϊ*. 484. 

ΑΒ. ΓΔ καί ΑΔ, ΒΓ, ταυτίζεται 

(§ 540 )· 


Ό τόπος, άρα, τοΟ Μ εί¬ 
ναι ή περιφέρεια κέντρου Ρ 

καί άκτίνος —^— 

2) "Εστω θ τδ μέσον τής 
εύθείας ΡΝ τοΟ σταθερού τρι¬ 
γώνου ΑΒΔ. Επειδή 

θο = 4-ρμ = 4-βγ, 

2 4 

ό τόπος τοΟ σημείου Ο είναι 
ή περιφέρεια μέ κέντρον θ καί 
άκτίνα τό τέταρτον τής ΒΓ. 

3) Ό τόπος τών μέσων 
τών εύθειών, τών ένουσών τά 
μέσα τών Απέναντι πλευρών 
ός τόν τόπον τοΟ σημείου Ο 


Τόπος 184 


801. Ποιος δ τόπος ιών σημείων Μ, διά τά όποια δ ευθεία ΑΒ, ή 
συνδέουσα τούς πόδας τών έχ τοΟ Μ καθέτων ΗΑ, ΜΒ επί δύο εύθείας 
ΟΧ, ΟΥ, Ιχει σταθερόν μήκος; 

Εκτός τής έπομένης άποδείξεως, δυνάμεθα νά άνατρέξωμεν 
καί είς τάς ΜιΰόΛονς, § 142. 

1) "Εστω ΛΒ=λ (Σχ. 4Θ5). Επειδή, είς τό τρίγωνον ΑΟΒ, ή 
πλευρά ΑΒ καί ή Απέναντι γωνία Ο διατηρούν σταθερά μεγέθη, 
ή άκτίς τής περιγεγραμμένης περιφέρειας είς αύτό θά είναι έπί- 
σης σταθερά· καί έπειδή, Ακόμη, τό σημεϊον Μ εύρίσκεται έπί τής 
περιφέρειας αύτής καί τής όποίας διάμετρος είναι ή ΟΜ, Ιπεται 
δ τι ό "ζητούμενος τόπος εΐνάι ή περιφέρεια μέ κέντρον Ο καί 
άκτίνα ΟΜ. 
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2) Πάντα τό σημεία τής κιοιφιριι'α; ΜΜ’ ανήκουν εί; ιόν τοπνε. 

Έστω Α', Β' 60ο σημεία έπί τών ΟΧ, ΟΥ είς άπόστασιν >. 
Απ' άλλήλων καί Μ’ 


ή τομή τών είς αύτά 
καθέτων έιτΙ τάς εύ· 
θείας. Επειδή τό τε- 
τράπλευρον ΟΑ'Μ'Β' 
είναι έγγράψιμον, ή 
περιγεγραμμένη είς 
αυτό περιφέρεια συμ¬ 
πίπτει πρός τήν πε- 
ριγεγραμμένην είς τό 
τρίγωνον Α'Μ'Β' ή 
πρός τήν εις τό ΑΒΜ, 
όφοΟ αί γωνίαι εις 
τό Μ' καί Ο είναι 
προφανώς Τσάι· άρα 
■ΟΜ'= ΟΜ καί τό ση· 
υείον Μ' εΟρίσκεται 
επί τής περιφέρειας 
<0, ΟΜ). 



*ϊ. 


Τά σημεία Γ καί Δ εΤναι τά σημεία τοΟ τόπου είς τάς θέσεις, 
καθ’ άς ή ΑΒ Αποβαίνει κάθετος έπί τάς ευθείας ΟΥ, ΟΧ άντι- 
•στοίχως. 


801α. Σημιίωοτς. 1) Ή περιβάλλουσα τού σταθεροΟ μήκους, 
τμήματος ΑΒ εις τήν περίπτωσιν τών πλαγιογωνίων αξόνων ΟΧ, 
ΟΥ, είναι καμπύλη Ανάλογος πρός τήν άοχρ οειδή (§§ 702 α, 793 α) 
καί Βχουσα ώς άξονας συμμετρίας τάς διχοτόμους τών γωνιών· 
«Ις τό Ο. 

2) Έάν διά τών Α καί Β φέρωμεν παραλλήλους πρός τούς 
άξονας, ό τόπος τοΟ σημείου τομής των είναι Βλλειψις μέ τάς 
Τσας συζυγείς διαμέτρους αίιτής κατά τούς άξονας ΟΧ, Ου. 

Είς τήν Κινητικήν δεικνύεται δτι, πάσα έπίπεδος κίνπσις δύνα- 
ται νά θεωρηθή παραγομένη διά τής κυλίσεως μιάς καμπύλης έπί 
μιδς άλλης σταθερές. Εις τήν ειδικήν περίπτωσιν, κατά τήν όποιαν 
δύο σημεία, Α καί Β, σταθερά τοΟ-κινητοΟ έτ. πέδου γράφουν εύ- 
θείας, ΟΧ, ΟΥ, έπί τοΟ Ακινήτου έπιπέδου, ή κυλισμένη καμπύλη 
είναι περιφέρεια διερχομένη διά τών Α, Β καί τής τομής Ο τών 
δύο εύθειών- ή δέ βάοις, δηλ. ή καμπύλη έπί τής όποιας κυλιέται 
ό κύκλος ΑΟΒ, είναι ή περιφέρεια μέ κέντρον Ο καί Ακτίνα δι¬ 
πλάσιάν έκείνης τής περιφέρειας ΑΟΒ. 

Πάν σημείον τού κινητοΟ έπιπέδου γράφει Βλλειψιν (§ 2160)· 
είς ώρισμένας δμως περιπτώσεις ή καμπύλη αϋτη δύναται νά 
άτοβή καί ευθεία διά τοϋ Ο (§ 825). 

Βλ. σχτ.: Ιπί. ά. ΜεΙΙι., (1905), σ. 203, η° 2901, ΕεεοΙΤ, ΜαΙΙιίειι. 


Τόπος 186. 

802. Δίδεται περιφέρεια μέ κέντρον 0 καί σταθερόν σημείον Α. 
Διά τοΰ Α φέρομεν μεταβλητήν τέμνουσαν ΒΑΓ καί γράφομεν τάς πε¬ 
ριφέρειας, τάς διερχομένας διά τοϋ Ο καί έφαπτομένας τής βοθείσης 
ι(ς τά Β καί Γ. Ποιος ό τόπος τοϋ δευτέρου σημείου τομής των Μ; 

Τά κέντρα Δ καί Ε τών δύο περιφερειών εύρίσκονται έπί τών 
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Αχτίνων ΟΒ καί ΟΓ, τά δέ τρίγωνα ΒΟΓ, ΒΔΑ, ΑΕΓ είναι ισο¬ 
σκελή καί Ισογώνια· τό σχήμα, άρα, ΑΔΟΕ είναι παραλληλό¬ 
γραμμον καί ή διαγώνιος αϋτοΰ ΔΕ διέρχεται διά τού μέσου 
θ τής ΑΟ. 

"Αφ" έτέρου, ή εόθεϊα ΔΕ είναι κάθετος έπί τήν κοινήν χορδήν 

τών περιφερειών καί Μθ -Αθ. 
"Επομένως, δ τόπος τοΟ σημείου 
ΙΛ είναι ή περιφέρεια μέ κέντρον 
τό θ καί άκτΐνα τό ήμισυ τής 
σταθερ&ς άποστάσεως τών Ο 
καί Α. 

803. Παραττ/^αιις. 1) Ό Ανω¬ 
τέρω τόπος δέν διαφέρει έκείνοι 
τών μέσων τών χορδών ΒΑΓ 
τών Αγομένων διά τοό σημείου Α 
εις τήν περίπτωσιν αύτήν πρέπει 
νά παρατηρήσωμεν βτι, βταν τέ 
σημεϊον Α είναι έζωτερικόν τής 
περιφέρειας (Ο), ό τόπος άπο- 
τελεϊται Από τό έξωτερικόν τής 
(Ο) μέρος τής περιφέρειας μέ 
διάμετρον ΑΟ (§ 80). 

2) Δυνάμεθα νά προσδιορίσωμεν τόν τόπον τοϋ σημείου Μ 
χρησιμοποιοΟντες μίαν γωνιακήν σχέσιν. Πράγιιαίι, ή εύθεϊα ΑΔ 
είναι Ιση καί παράλληλος πρός τήν ΟΕ, ή δέ ΔΜ συμμετρική τής 
ΑΔ ώς πρός τήν διάκεντρον ΔΕ. Είναι λοιπόν τό τετράπλευρον 
ΔΜΟΕ ισοσκελές τραπέζιον καί ή εύθεϊα ΜΟ παράλληλος πρός 
τήν ΔΕ. 

Άλλ" ή τελευταία εύθεϊα είναι κάθετος έπί τήν ΑΜ καί έπο- 
μένως ή γωνία ΑΟΜ όρθή· ό τόπος, άρα, τοΰ σημείου Μ είναι έ 
περιφέρεια μέ διάμετρον τήν ΟΑ. 

Τόπος 186-1 

804. Λι’ ένός τών σημείων τομής δύο περιφερειών (Β, Γ) φε 
ρομεν τέμνουσαν αντών μεταβλητήν χαϊ λαμβάνομεν έπ’ απτής τμήματα 

ΑΜ, ΑΝ Ισα πρός τό ήμι 
άθροισμα τών έπί τής 
τεμνούσης όριζομένων χορ 
δών τών περιφερειών. 
Ποιοι οΐ τόποι τών Μ 
χαϊ Ν ; 

"Αν έκ τών κέντρων 
Β, Γ φέρωμεν καθέτους 
ΒΔ, ΓΕ έπί τήν τέμνου¬ 
σαν, τό μήκος ΔΕ θά 
είναι Ισον πρός τό ήμι- 
άθροισμα τών έν λόγω 
χορδών. 

Άφ’ έτέρου, ή έκ τοΟ 
σημείου Γ παράλληλος 
πρός τήν ΜΝ τέμνει τήν 
περιφέρειαν μέ διάμετρον ΒΓ εις σημεϊον θ τοιοΟτον ώστε 
Γθ ~ ΔΕ ΑΜ = ΑΝ. 
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Έκ τούτων Ιπεται δτι οΙ τόποι τών σημείων Μ καί Ν είναι 
περιφέρειαι Τσάι πρός τήν Ιχουσαν διάμετρον ΒΓ καί μέ διαμέ¬ 
τρους τάς εύθείας ΑΗ, ΑΛ τοΟ σήχματος, τάς τοιαύτας, ώστε ή 
εύθεΐα ΗΑΛ νά εΤναι παράλληλος πρός τήν ΒΓ καί διπλασία 
αύτής. 

Τόηος 18Θ 

806. Είς τρίγωνον ΛΒΓ, ή βάαις ΑΒ είναι σταθερά, καθώς καί ή 
χιμή τής απέναντι γωνίας Γ. Έκ τοδ μέσον Ε μιας τών μεταβλητών 
πλευρών φέρομεν κάθετον ΕΜ έπί τήν άλλην. Ποιος ό τόπος τοΰ πο- 
Λός Μ τής καθέτου ταύτης; 

1η ΆπόΑβιξις. ΑΙ κάθετοι ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ είς τά μέσα τών πλευ¬ 
ρών τοΟ τριγώνου ΑΒΓ τέμνονται 
ε(ς τό κέντρον Ο τής περιγεγραμμέ- 
νης είς αύτό περιφέρειας καί ητις 
εΤναι σταθερά. άφοΟ ή γωνία Γ 
Ιχει σταθερόν μέγεθος. 

’Εκ τοΟ μέσου θ τής εύθείας ΟΔ 
καί τών σημείων Δ, θ, Ε φέρομεν 
καθέτους έπί τήν ΑΓ καθώς καί τάς 
εύθείας Αθ. ΔΖ καί ΘΜ· θά δείξω- 
μεν δτι ή εύθεΐα ΘΜ Ιχει σταθερόν 
μήκος. 

Επειδή τά Δ, Ε είναι μέσα τών 
ΑΒ, ΒΓ, θά Ιχωμεν: 

ΑΛ = ΛΡ, ΡΜ = ΜΓ καί ΑΖ — ΖΓ. 

Τά τρίγωνα ΛΔΖ, ΜΕΓ είναι όρ- 
θογώνια καί Γσα, έπειδή ή ΔΖ εΓναι Ιση καί παράλληλος πρός 
τήν ΕΓ καί ή ΔΛ πρός τήν ΕΜ· 

άρα ΛΖ = ΡΜ = ΜΓ, 

καί ή ΛΗ, ουσα τό ήμισυ τής ΛΖ, θά είναι καί τό ήμισυ τής ΡΜ. 
Άλλ' εΤναι 

ΑΛ — -γ- ΑΡ 

καί έπομένως 

ΑΗ = -1 ΑΜ καί Αθ = ΘΜ. 

Ό τόπος δηλ. τοΟ σημείου Μ εΤναι ή περιφέρεια μέ κέντρον 
θ καί άκτϊνα Αθ. 

Παρατήρηοις. "Οταν τό σημεΐον Γ Ιλθη είς τό Β. τό σημεΐον Μ 
τοΟ τόπου συμπίπτει πρός αύτό· άλλ' Βταν τό Γ συμπέση πρός 
τό Α, ή χορδή ΑΓ άποβαίνει ή έψαπτομένη ΑΝ τής περιφέρειας 
«Ις τό σημείον αύτό καί τό σημεΐον Μ λαμβάνει τήν θέσιν τοΟ 
ποδός Ν τής έκ τοΟ μέσου τής ΑΒ καθέτου έπί τήν έφαπτομένην 
αύτήν. 

Οϋτω. τό τόξον ΒΜΑΝ τής περιφέρειας (θ, ΘΜ) εΤναι ό τό¬ 
πος τοΰ σημείου Μ διά μεταβολάς τοΟ Γ έπί τοΟ τόξου ΒΓΑ τής 
περιφέρειας (Ο). Τό δέ τόξον ΝΝ'Β τής Ιδίας περιφέρειας, είναι 
6 τόπος τοΟ Μ διά θέσεις τοΰ Γ έπί τοΟ τόξου ΑΓ'Β τής περιφέ¬ 
ρειας (Ο). 

Γ·α>μιτρία 24 
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806» 2α ’Λλο<3ϊι{ι{. Ή προηγουμένη άπόδειξις, μολονότι καθο¬ 
ρίζει πλήρως τόν ζητούμενου τόπον,· Εχει τό μειονέκτημα δτι είναι 
μακρά. Ή Επομένη, άντιθέτως. είναι ταχυτέρα καί άπλουστέρά. 

θά άποδείξωμεν δτι ή γωνία ΑΜΒ διατηρεί σταθερόν μέγεθος. 
Πράγματι, όσουδήποτε δντος τοΟ μήκους τής χορδής ΒΓ, Επειδή 
τό σημεϊον Ε είναι τό μέσον της καί ή γωνία Γ σταθερά, καί ή 
γωνία ΒΜΑ θά παραμένη σταθερά· Επειδή τό τρίγωνον ΒΡΓ μέ¬ 
νει βμοιον, πάντοτε, πρός Εαυτό. Τό αύτό συμβαίνει καί διά τήν 
γωνίαν ΒΜΓ, άφοΟ ή εύθεϊα ΒΜ εΤναι διάμεσος τοΟ ΒΡΓ τρι¬ 
γώνου. 

Ή γωνία, Επομένως, ΒΜΑ μένει άμετάβλητος καί, κατ' άκο- 
λουθίαν, ό τόπος του σημείου Μ είναι τό τόξον τοΟ κυκλικοΟ 
τμήματος μέ χορδήν ΑΒ, τό διερχόμενον διά τοΰ τυχόντος ση¬ 
μείου Μ του ζητουμένου τόπου. 

Παοαιήρηαις. Ή άνωτέρω άπόδειξις, στηριζομένη Επί τής θεω¬ 
ρίας τών όμοιων σχημάτων, εόκόλως Εφαρμόζεται καί είς τήν γε- 
νικωτέραν περίπτωσιν, καθ' ήν τό σημεϊον Ε διαιρεί τήν πλευράν 
ΒΓ κατά δοθέντα λόγον (§ 1372). 

Τόηος 186—1 

807. Με διάμετρον χορδήν ΑΒ, δοθείση; περιφέρειας ΑΒΓ, γράφο- 
μεν περιφέρειαν καί διά τού σημείου Α φέ- 
ρομεν μεταβλητήν τέμνουσαν ΑΡΓ των δύο 
περιφερειών. Ποιος ό τόπος τοΰ μέσου Μ του, 
μεταξύ τών περιφερειών, τμήματος ΡΓ τής 
τεμνούσης τούτης; 

Έκ τοΟ προηγουμένου ζητήματος Ιπε- 
ται άμέσως, δτι ό ζητούμενος τόπος είναι 
ή περιφέρεια μέ κέντρον τό μέσον Θ τής 
Ο Δ καί άκτΐνα Αθ. 

Πράγματι, Ρ είναι ό πούς τοΰ υψους 
ΒΡ καί Μ ό πούς τής καθέτου ΕΜ Επί 
τήν ΑΓ Εκ του μέσου τής ΒΓ. 

Τόηος 187 

808. Δι' Ενός σταθερού σημείου Μ, ευρι¬ 
σκομένου είς τό Εσωτερικόν περιφερείας, φέρομεν εν τυχόν ζεύγος καθέ¬ 
των Επ’ άλλήλας χορδών Ποίος είναι ό τόπος τών μέσων τών πλευρών 
τού τετράπλευρου τών άκρων τών χορδών αυτών καί ποίος ό τόπος τών 
προβολών τοΰ Μ Επί τάς πλευράς; (Σχ. 447); 

Άναφερόμενοι είς μίαν προηγουμένην πρότασιν (§ 749), άνα- 
γνωρίζομεν άμέσως τόν τόπον αύτόν, ώς τήν περιφέρειαν ΘΛΖΣ, 
μέ κέντρον Ν. μέσον τοΟ σταθερού τμήματος ΟΜ. 

ΤΑηος 188 

809. Δίδονται περιφέρεια καί διάμετρος αυτής σταθερά ΑΒ. Έξ 
Ενός τυχόντος σημείου Γ Επί τής προεκτάσεως τής διαμέτρου φέρομεν 
μίαν Εφαπτομένην ΓΤ. Ποϊος ό τόπος τής προβολής τοΰ κέντρου Επί τήν 
διχοτόμον τής γωνίας ΑΓΤ; 

(Έκφώνησις Βίβηοίηεΐ. Βλ. Μί&οόοι, § 82). 



*Ζ· «9. 
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Τύπος 189 


810. Ποιος ό τόπος τών σημείων, ιών όποιων τό άθροισμα των άπο- 
οιάσεων από τών πλευρών Ισοπλεύρου τριγώνου Ισοϋται μέ δοθεν 
μήκος 7 . ·. ( 4 ') 


Έστω Ο Εν τυχόν σημεϊον είς τό Εξωτερικόν τοΟ Ισοπλεύρου 
τριγώνου κείμενον καί μ, ν, ρ αΐ Αποστάσεις αότοΟ άπό τών πλευ¬ 
ρών τού τριγώνου. Έόιν συμφωνήσωμεν, είς τήν άπόαττασιν τοΟ 
σημείου Ο άπό μι&ς πλευρ&ς 
νόι προσδίδωμεν τό Θετικόν ή 
Αρνητικόν σημεϊον. Εάν ή ΘΕ- 
σις τού σημείου είς τό Επίπε¬ 
δον κεϊται πρός δ μέρος τής 
θεωρουμένης πλευρ&ς εύρί- 
σκεται καί τό τρίγωνον ή πρός 
τό άντίθετον, είναι φανερόν 
Οτι διά τήν θέσιν τοΰ Ο είς 
τό σχήμα 490 λ.χ. θά ϊχωμεν : 

μ -(- ν — ρ = ΑΔ Οψος 
τοΰ (σοπλ. τριγώνου. 

"Αν ε!ς άμφότερα τά μέλη 
τής Ισότητος αύτής προσθέσω- 
μεν τό 2ρ τότε, λαμβάνομεν 

μ-{-ν-(-ρ = ΑΔ-(-2ρ = ΑΛ 

καί ή Ισότης αϋτη θά άληθεύη 
διά πάν σημεϊον κείμενον Επί τών τμημάτων Ζθ, ΗΙ καί ΓΕ τού 
σχήματος, τών άγομένων παραλλήλως πρός τάς πλευράς καί ε(ς 
Απόστασιν ρ άπ' αύτών. 

Τήν Ιδίαν Ιδιότητα Εχουν καί τά σημεία τών τμημάτων ΕΖ, ΘΗ 
καί Π. Επειδή διά τό τυχόν σημεϊον τής ΕΖ, λ.χ., ή άπόστασίς 
του άπό τήν πλευράν ΑΓ είναι ή αύτή μέ τήν άπόστασιν τοΰ Ζ 
άπό τής (δίας πλευρ&ς, άφοΟ αί ΕΖ καί ΑΓ είναι παράλληλοι· τό 
Οέ Αθροισμα τών άποστάσεών του άπό τάς δύο Αλλας πλευράς 
Ισοϋται πρός τό Οψος ΖΡ ή ρ τοΰ Ισοπλεύρου τριγώνου ΕΒΖ. 

Έκ τούτων Επεται, Οτι ό τόπος τών σημείων Μ διά τά όποια 
μ 4- ν + ρ = ΑΛ = ζ, είναι ή περίμετρος τοΰ Εξαγώνου ΕΖ ΘΗ ΙΓ. 
Διά τήν κατασκευήν του, άρκεΐ νά άχθοΰν αί παράλληλοι Ζθ κλπ. 
πρός τάς πλευράς τοΰ τριγώνου είς Αποστάσεις άπ' αύτών 
ζ — ΑΔ 




9 = 


2 


811. Είς τό Ερώτημα: Ποιος ό τόπο; ιών σημείων άιά ια όποια τό 
Μροιομα ιών ίποατάοιών ιων άπό τάς πλευράς Ινός τυχόντος τριγώνου ιΐναι 
όο&εν μήκος λ, ή άπάντησις είναι 6τι οΰτος άποτελεϊται πάλιν άπό 
τήν περίμετρον Ενός Εξαγώνου ώς τό προηγούμενον. Έν τούτοις, 
διά τήν κατασκευήν τών σημείων Ε, Ζ, θ κλπ. πρέπει νά άνα- 
τρέξωμεν είς κατασκευήν του III βιβλίου καί νά χρησιμοποιήσω- 
υεν τήν Εννοιαν τών αναλογών ιμημάιων διά νά άποδείξωμεν, Οτι 


47. 2 η μ. μ ι τ. Μεγαλύτερον τού ύψους τού τριγώνου. 
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διά παν σημεΐον ιής περιμέτρου του έξαγώνου ΕΖΘΗΙΓ τό άθροι- 
σμα τών άποστάσεών του άπό τάς πλευράς του τριγώνου Ισοΰται 
πρός τό Βοθέν μήκος X (Βλ. § 74), 

Σημιίωσις. Σίχετική Αναλυτική μελέτη είς Ν. Α. 1876, σ. 367, 
Μοτεί - Βίβηο. 

Πρόβλημα 190 

812. 1) Μία τών πλευρών ορθής γωνίας χυλίεται έπί δοθείσης πε¬ 
ριφέρειας ένφ ή κορυφή αυτής γράφει άλλην περιφέρειαν, ομόκεντρον 
τής πρώτης. Ποια ή περιβάλλουσα τής άλλης πλευράς τής γωνίας; 

(Βλ. ΜίΜοι, § 122). 

2) "Ομοίως, άλλ' ή όο&ιϊαα γωνία είναι τνχονοα. 

Ή περιβάλλουσα είναι πάλιν περιφέρεια ώμόκεντρος τών δύο 
άλλων. 


Πρόβλημα 191 

813. Ποία ή περιβάλλουσα τής βάσεως τριγώνου, τού οποίου ή πε¬ 
ρίμετρος είναι σταθερά καί ή απέναντι τής βάσεως γωνία βοθεΐσα κατά 
μέγεθος καί θέσιν; 

(Βλ. Μέθοδοι, § 123). 

Σημιίωσιρ. Ή περιβάλλουσα τής βάσεως τριγώνου, τοΰ όποιου 
τό Αθροισμα τών δύο άλλων πλευρών είναι σταθερόν καί ή Απέ¬ 
ναντι τής βάσεως γωνία σταθερά κατά θέσιν καί μέγεθος, είναι 
παραβολή. (Ο,, η° 1015, καί έπμ. § 2171). 

Πρόβλημα 191—1 

814. Αί χορυφαί ενός ορθογωνίου ΓΛΓ'Δ" έγγεγραμμένου είς δοθεΐ- 

σαν περιφέρειαν κινούνται έπ' αυ¬ 
τής, ένφ ή πλευρά ΓΔ διέρχεται 
αταθερώς διά δοθέντος σημείου Ζ. 
Ποία ή περιβάλλουσα τής Απέναντι, 
πλευράς Γ'Δ’; 

"Ανάγεται αύτη είς τό σημεΐον 
Ζ’, συμμετρικόν τοΰ Ζ ώς πρός 
τό κέντρον. Δηλ. ή πλευρά Γ’Δ' 
διέρχεται διά τοΟ σταθερού αυ¬ 
τού σημείου Ζ". 

Παραχήοηοις. "Η περιβάλλουσα 
τών πλευρών ΓΔ", ΔΓ' είναι 
Ιλλειψις μέ μέγαν άξονα ΑΑ' 
(§ 127). 

Πρόβλημα 191-11 

816. Ποία ή περιβάλλουσα μιας περιφερείας δοθείσης άκτϊνος καε 
τής όποιας τό κέντρον γράφει δοθεΐσαν περιφέρειαν ; 

(Βλ. Μέδοόοι, § 131). 
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Χοήσις γωνιακής αχέοεως. 


Τόπος 192 


81β· Τρίγωνον ΑΒΜ έχει ώς βάαιν ιήν σταθερόν χορδήν ΑΒ δο- 
θείσης περιφερείας, ένφ ή κορυφή του Μ κινείται έπί τοϋ ένός των υπό 
τής ΑΒ ΰποτεινομένων τόξων. 

1) Ποιος δ τόκος τοΟ χοινοϋ σημείου τών διχοτόμων τών γωνιών 
τοϋ τριγώνου; 

2) Ποιος ό τόπος τοΰ σημείου τομής τών υψών του ; 


1) Άφοϋ ή γωνία είς τό Μ 
τών γωνιών Α καί Β Θά είναι 
σταθερόν, άρα καί τό άθροι¬ 
σμα τών ήμίσεών των μ καί ν. 

Είς τό τρίγωνον Α1Β, Επο¬ 
μένως. ή γωνία I είναι στα¬ 
θερά καί ό τόπος τοΟ σημείου 
1 είναι τό τόξον ΑΙΒ, μέ έγγε- 
γραμμένην γωνίαν Ισην πρός 

Λ 

τήν Ι,δηλ. τήν παραπληρωμα¬ 
τικήν τοΟ άθροίσματος μ 4- ν. 

Επειδή 

Α + Β'+Μ--2 όρθαί 
καί 

α, 

α Μ 

μ-|- ν+ -γ· = 1 όρθή, ΐπεται 

Α 

-Α Μ 

1 = 1 όρθή -{- -γ- ■ 


είναι σταθερά καί τό άθροισμα 



Τό τόξον ΑΙΒ είναι ό τόπος τοϋ σημείου τομής τών Εσωτερι¬ 
κών διχοτόμων τών γωνιών τοϋ τριγώνου· τό έστιγμένον συμπλή¬ 
ρωμα αύτοό είναι ό τόπος τής τομής τών Εξωτερικών διχοτόμων 
τών γωνιών Α καί Β. 

2) Ή γωνία τών Εκ τών Α καί Β ύψών είναι σταθερά, ώς πα- 

Α 

ραπληρωματική τής Μ. Ό Τόπος Επομένως τοΟ σημείου τομής 
των, είναι Ενα κυκλικόν τόξον ΑΗΒ, διερχόμενον διά τών Α, Η 
καί Β. 

Τό τόξον τοΟτο άνήκει είς τήν περιφέρειαν, τήν συμμετρικήν 
τής δοθείσης ΑΜΒ ώς πρός τήν ΑΒ. 

Παρατήρησές. Τό κέντρον τής περιφερείας ΑΙΒΝ είναι τό μέσον 
τοΟ τόξου ΑΘΒ : 

ΘΙ = ΘΑ = ΘΒ. 


Πράγματι, θ είναι τό σημεΐσν καθ’ δ ή διχοτόμος ΜΙΝ τέμνει 
τό τόξον ΑΘΒ, δηλ. τό μέσον αύτοΟ καί Ε τό μέσον τοΟ τόξου 
ΒΕΜ· αΐ γωνίαι, άρα, ΘΑΙ καί ΘΙΑ είναι ΐσαι, ώς Εχουσαι τά 
αύτά μέτρα, καί τό τρίγωνον ΑΘΙ ισοσκελές. 
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“Επομένως, ΘΑ = ΘΙ. 

Τό τρίγωνον ΑΘΝ είναι έπίσης Ισοσκελές, άφοϋ αΐ γωνίαι τοι> 
είς τά Ν καί Α Ιχουν Τσα συμπληρώματα - κατά συνέπειαν, 

ΘΑ — ΘΝ = Θ1, 

καί τό σημεΐον θ, μέσον τής ύποτεινούσης ΝΙ, είναι τό κέντρον 
τής περιφερείας ΑΝΒΙ. 

Τόπος 193 

817. "Εστωσαν ΑΒ σταθερά χορδή περιφερείας καί ΓΔ άλλη μετα¬ 
βλητής θέσεως άλλα στα¬ 
θερού μήκους- Ποιοι οί 
τόποι τών σημείων τομής 
των πλευρών ΑΔ καί ΒΓ 
τού τετράπλευρου ΑΒΓΔ 
καί τού κοινού σημείου 
τών διαγώνιων αυτού ; 

Ή γωνία ΑΟΒ είναι 
σταθερά, έπειδή τό μέ- 
τρον της (σοΟται πρός 
τό ήμιάθροισμα τών τό¬ 
ξων ΑΒ καί ΓΔ, άτινα 
δέν μεταβάλλονται κατά 
τά μήκη των. 

Ή γωνία ΑΕΒ είναι 
σταθερά έπίσης, άψοΰ τό μετρον της ΙσοΟται πρός τήν ήμιδιαφο- 
ράν τών ίδιων τόξων. 

"Εκαστος, έπομένως, τών ζητουμένων τόπων είναι τόξσν κύ¬ 
κλου, διερχόμενον διά τών Α και Β καί μέ έγγεγρμμμένην γω¬ 
νίαν είς αύτό ώριομένην. 

Παραχήρηοις. Έάν αί χορδαί ΑΒ καί ΔΓ τέμνωνται, δυνάμεθα 
νά θεωρήσωμεν αύτάς ώς τάς διαγώνιους τοΰ τετράπλευρου. 

Τόπος 193—1 

817α. "Εστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Α’, Β', Γ τά μέσα τών πλευρών 

του. Διά τής κορυφής Α φέρομεν 
τυχοϋσαν ευθείαν, έκ δέ τών Β καί 
Γ τάς καθέτους ΒΡ καί ΓΠ έπ’ αυ¬ 
τήν. Ποιος ό τόπος τού σημείου το¬ 
μής Μ τών ευθειών ΡΓΜ καί 
ΠΒ Μ ; ΡτιινΟΜΐ, Ο. Απαΐ. σ. 56ό. 

Τά τρίγωνα ΑΓ'Ρ καί ΑΒ Π 
είναι Ισοσκελή καί ή γωνία Β ΜΓ' 
ίση πρός ΒΑΓ Β ΑΤ', ώς εύ- 
κόλως ύπολογίζεται. “Επομένως, 
τό σημεΐον Μ άνήκει είς τήν πε- 
ριγεγρσμμένην περιφέρειαν είς τό διάμεσον τρίγωνον Α'Β'Γ' τοΟ 
άρχικοϋ τριγώνου. 

Παοατήρησις. "Αλλη άπόδαιξις είς Ηιι). ά. ΜβΙδ. ΚΙέτη., 1895 —γ- 
96, σ. 3. 






375 


Τόπ ος 164 


818. Διά τοΰ ένός ιών σημείων τομής δύο περιφερειών (Α) καί (Β), 
φέρομεν τυχοϋσαν κοινήν τέμνουοαν αυτών ΜΓΝ καί ουνδέομεν Λι’ ευ¬ 
θειών τά σημεία τομής Μ, Ν μέ τά αντίστοιχα κέντρα Α, Β. Ποιος δ 
τύπος τοΰ κοινού σημείου Ο τών ευθειών ΜΑ καί ΝΒ; (Οοηοουτε 
υέηέταί, 1873). 


Φέρομεν τάς εύθείας ΓΑ καί ΓΒ· έπειδή τά τρίγωνα ΜΑΓ καί 
ΝΒΓ είναι Ισοσκελή, ή γωνία 
ΑΓΒ είναι παραπληρωματική τοΰ 
Αθροίσματος τΩν γωνιών είς τά 
Μ καί Ν καί ΐση, έπομένως, πρός 
τήν γωνίαν ΑΟΒ. Ό τόπος, άρα, 
τοΰ σημείου Μ εΤναι τόξον περι¬ 
φέρειας διερχόμενον διδ τΩν Α,Β 
καί μέ έγγεγραμμέχην γωνίαν 
Τσην πρός τήν ΑΓΒ.ή τήν ΑΔΒ. 

Παραιηρήοιις. 1η. Τό τόξον τοϋ- 
το διέρχεται διά τοΰ Δ. 

2α. Διά τήν τέμνουσαν ΜΤΓί', 
τό σημεϊον τομής τΩν ΑΜ' χαΐ 
ΑΓ'Β τής περιψερείας ΑΟΒ. 



ΒΝ' εΰρίσκεται έπί τοΰ τόξου 


Τόπος 195 


819. Διά σημείου Β, εις τό εσωτερικόν 
μένου. φέρομεν μίαν σταθερόν τέμνοΰ- 
σαν τών πλευρών τής γωνίας, τήν ΑΒΓ, 
καί μίαν μεταβλητήν ΔΒΕ χαί περιγρά- 
φομεν, ακολούθως, περιφερείας είς τά 
τρίγωνα ΑΒΔ καί ΕΓΒ. Ποίρς ό τόπος 
τού δευτέρου σημείου τομής Μ τών πε¬ 
ριφερειών αυτών ; 

’Άς συνδέσωμεν τό σημεϊον Μ 
μετά τΩν Α, Β, Γ σημείων τής στα¬ 
θερός τεμνούσης. Επειδή 

ΑΜΒ = ΑΔΒ, ΒΜΓ=-ΒΕΟ, 

Ιπεται 


δοθείσης γωνίας ΧΟΥ κει- 



ΑΜΓ ^ ΟΔΕ + ΟΕΔ 2 όρθαί - ΔΟΕ, 


δηλ. ότι ή γωνία ΑΜΓ είναι παραπληρωματική τής γωνίας ΧΟΥ. 
Ό ζητούμενος έπομένως τόπος είναι ή περιγεγραμμένη περιφέρεια 
είς τό σταθερόν τρίγωνον ΑΟΓ. 

Παραιήρησις. Ό τόπος είναι Ανεξάρτητος τής θέσεως τοΰ Β έπί 
τής σταθερός τεμνούσης. Εύρίσκεται άλλωστε ευκόλως καί ώς 
άμεσος συνέπεια ένός προηγουμένου θεωρήματος (§§ 711 καί 711α). 

Σημειακής. Τό άνωτέρω ζήτημα έχρησίμευσεν ώς βάσις μιας 
ίξαιρέτου μελέτης: Αβϊ Ι.ίνιιχ ςέοίΛέΙνΐηικΗ ρκ ΐίΐΌΐηέΙηε ΕΙέιηεηΙαίνε 
(π° 64, σ. 39), ύπό I*. 8αιινπκ<'- 1893. 
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Τόπος 106 

820. Έπί τών πλευρών γωνίας Α δίδονιαι δύο σταθερά σημεία Β 
χαΐ Γ, άντσον άπέχοντα τής κορυφή; Α. Θεωροΰμεν τάς περιφερείας 
(Δ) χαΐ (Ε), ίφαΛτομένας άλλήλων είς τό Μ χαί τών πλευρών τής γω¬ 
νίας είς τά Β χαΐ Γ. ΠοΙος 4 τόπος τοΟ σημείου Μ; (Επάτέε, ΜαηιιβΙ 
άβ» ΡοηΙ» «ί «ΚαΐΜ^βε, 6η Ιχδ., τόμ. I, σ. 309). 

Φίρομεν τάς ΜΒ, ΜΓ. Τό τετράπλευρον ΑΒΟΓ, ώς Ιχον Βύο 


ο 



γωνίας όρθάς, βχει τάς γωνίας Α καί Ο παραπληρωματικός. 

Άφ’ έτέρου, τά τρίγωνα ΒΔΜ, ΓΕΜ είναι Ισοσκελή- άρα 

^χ 1 

ΔΒΜ = -γ ΜΔΟ, 

^χ ) 

ΕΜΓ = ■— ΜΕΟ 

καί ίπειδή : 

/V Α Α Α 

ΒΜΓ = 160" - (ΔΜΒ +ΕΜΪ*) = 180** - Α - -|- = 180“ 
καί 

/\ /\ Α /\ 

= ο. = Λ. 

2 2 2 


Ιπεται 


ΒΜΓ = 180»— Α = σταθερά. 


Είναι άρα ό τόπος τοΟ σημείου Μ κυκλικόν τόξον ΒΜΓ, 6ιερ- 

χόμενον Διά τών Β, Γ καί μέ 4γγεγραμμένην γωνίαν 180"-— ■ 

Παρατήρηοις. Τό τόξον ΒΝΓ είναι ό τόπος τοΟ Μ δι'έσωτερικήν 
Απαφήν τών πεοιφερειών (Δ) καί (Ε). (Βλ. έπμ., §§ 959 — 964). 
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Τόπος 196— I 

821. Όμοίως, άλλ' αΐ πλευραί τής γωνίας έχουν άντικατασταδή 
διά περιφερειών (I), (Κ), έπί τών όποιων έδόδησαν τά σημεία έπαφής 
II καί Γ. 

Φέροντες τάς έφαπτομένας ΒΑ καί ΓΑ, άναγόμεθα εις τήν 
προηγουμένην περίπτωσιν. 


Τύπος 197 


822. 'Εξ ενός τυχόντος σημείου Γ κυκλικού τόξου ΑΓΒ, φέρομεν κά¬ 
θετον ΓΡ έπί τήν χορδήν ΑΒ καί γράφομεν 
περιφέρειαν μέ κέντρον Γ καί ακτίνα ΓΡ. 

Ποιος ό τόπος τού κοινού σημείου Μ τών έκ 
τών άκρων Α καί Β τής χορδής Αγόμενων 
έφαπτομένων τής περίφερείας (Γ); 

"Ας συνδέσωμεν δι' εύθειών τό κέντρον 
Γ μετά τών σημείων Α, Β, Μ. 

Επειδή 

ΑΓΒ = 180· - -= 180" - ( 


/Λ Α 

- + - = 
Ο I ~> 


90· 


Α 

Μ 


ϊπεται 



Α 

ΑΓΒ 


= 180"- (θΟ» — 


Α 

™ , Μ 

90» + — · 


~ = Αγ'β - 90“, Μ = 2(ΑΓΒ) — 180“ = σταθερά. 


άφοΰ ή γωνία ΑΓΒ είναι σταθερά. "Ωστε, ό ζητούμενος τόπος 
εΤναι κυκλικόν τόξον διά τών Α καί Β καί μέ έγγεγραμμένην γω¬ 
νίαν 2 ΑΓΒ — 180». 

Παρατηρήσεις . 1) ΕΙς τόν τόπον άνήκουν τά σημεία Α καί Β, ώς 
άντίστοιχα τών περιπτώσεων κατά τάς όποιας μηδενίζεται ή άκτίς 
τής περίφερείας (Γ). 

2) Τό ζήτημα δύναται νά μελετηθή καί διά θέσεις τοΟ κέντρου 
Γ έπί τοΟ τόξου Α'Γ’Β’ ή έπί τών Α&' καί ΒΑ' τόξων. 


Τόπος 198 

823. Έπί τών πλευρών δοδείσης ορδής γωνίας ΧΟΥ λαμβάνομεν 
δύο τμήματα ΟΑ, ΟΒ μέ άδροισμα μηκών σταδερόν λ καί περιγράφο- 
μεν περιφέρειαν εις τό τρίγωνον ΑΒΟ. Ποιος ό τόπος τού δευτέρου 
κοινού σημείου τής περίφερείας ταύτης καί τής έκ του Ο παραλλήλου 
πρός τήν εΰδείαν ΑΒ ; (Οοηοοιιτε κςεόέπιϊςαρ, 1877). 

"Εστω ΟΑ + ΟΒ = λ. 
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Έπί τών ΟΧ καί ΟΥ λαμβάνομεν Ισα τμήματα ΟΓ = ΟΔ = λ 
καί φέρομεν τάς εύθείας ΜΓ, ΜΔ. Επειδή 

ΜΑ = ΟΒ = ΑΓ, ΟΑ = ΜΒ = ΒΔ. 

τά τρίγωνα ΜΑΓ, ΜΒΔ είναι Ισοσκελή καί μέ γωνίας εις χήν κο¬ 
ρυφήν Τσας, ώς παραπληρω¬ 
ματικής τών ίσων γωνιών 
ΟΑΜ καί ΟΒΜ. Επομένως 

ΟΓΜ - ΟΔΜ 

καί τά τέσσαρα σημεία Ο, Μ, 
Γ, Δ είναι όμοκυκλικά. 

Κατ’ άκολουθίαν, δ τόπος 
τών σημείων Μ είναι ή ήμιπε- 
ριφέρεια μέ διάμετρον ΓΔ. 

Παραχηρήοιις. 1) Ό πλήρης 
τόπος, διά τάς τέσσαρας περί 
τό Ο γωνίας, άποτελεΐται έκ 
τεσσάρων ήμιπεριφερειών. 

2) Έάν ή γωνία ΧΟΥ δέν 
είναι όρθή, ό τόπος, διά θέ¬ 
σεις τής ΑΒ έντός τής ΧΟΥ, 
είναι κυκλικόν τόξον διερχόμενσν διά τών Γ, Δ καί μέ έγγεγραμ- 
μένην γωνίαν εις αύτό Ισην πρός τήν ΔΟΓ. Ό δέ πλήρης τόπος 
άποτελεΐται έκ τεσσάρων, Τσων άνά δύο, τόξων. 

824. Έπέχταοις. VIII Βιβλίον. Ή περιβάλλουσα τής ευθείας 
ΑΒ είναι παραβολή, έφαπτομένη τών άξόνων εις τά Γ καί Δ, 
οίαδήποτε καί άν είναι ή γωνία ΧΟΥ (§§ έπμ. 2165, 2170). Επειδή 
δέ ή περιφέρεια ΑΟΒ είναι ή περιγεγραμμένη εις τό τρίγωνον 
τών τριών έφαπτομένων ΟΑ, ΟΒ, ΑΒ τής παραβολής, διέρχεται 
διά τής έστίας αύτής. “Αλλως: αΐ περιφέρειαι ΑΟΒ διέρχονται διά 
σταθερού σημείου. 

Τόπος 199 

826. Αί χορυφαί β καί Γ ενός αμεταβλήτου τρίγωνου ΑΒΓ ολι¬ 
σθαίνουν έπί δύο ευθειών ΟΧ, ΟΥ, τεμνομένων κατά γωνίαν παράπλη- 

ρωματιχήν τής Α. Ποίος ό τόπος τής κορυφής Α ; 

Διερευνήσατε τό πρόβλημα υποθέτοντες, ότι ή κορυφή Β δύναται νά 
λαμβάνη θέοεις καί έπί τής προεχτάσεως ΟΧ' τής ΟΧ, ενώ ή κορυφή 
Γ διαγράφει τήν εύθεΐαν ΥΟΥ". 

“Εστω ΑΒΓ μία τυχοΟσα Θέσις τοϋ κινητού τριγώνου. 

'Ένεκα τών παραπληρωματικών γωνιών ΧΟΥ καί ΒΑΓ, τό τε- 
τράπλευρον ΑΒΟΓ είναι έγγράψιμον καί έπομένως 

γων. ΑΟΧ = ΑΓΒ. 

Ό τόπος άρα τοΟ σημείου Α είναι ευθεία (ε), διερχομένη διά 
του σημείου Ο καί σχηματίζουσα πρός τήν ΟΧ γωνίαν Ισην πρός 
τήν γωνίαν Γ τοΟ τριγώνου, ή πρός τήν ΟΥ γωνίαν Τσην πρός 
τήν γωνίαν Β αύτοΰ. 

826. Διιροίνηοις. Είναι φανερόν δτι ό τόπος δέν άποτελεΐται 
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έκ πάντων τών σημείων τής ευθείας (ε), άφού ή κορυφή Α δέν 
δύναται νά άπομακρυνθή του σημείου Ο πέραν ώρισμένων όρίων. 

"Ας τοποθετήσωμεν τήν πλευράν ΒΓ έπΐ τής ΟΧ, κατά τήν 
θέσιν ΔΕΟ τοΟ τριγώνου. Διά τήν γωνίαν ΧΟΥ, ή θέσις Ε είναι 
μία όριακή θέσις τής κορυφής Α' είς τήν θέσιν ΛΜΡ του τριγώ¬ 
νου, καθ' ήν ή ΜΛ είναι κάθετος έπΐ τήν ΟΧ. άρα καί ή ΜΡ έπΐ 
τήν ΟΥ, τό σημεϊον Α καταλαμβάνει τήν θέσιν Μ, δευτέραν όρια- 
κήν θέσιν αύτοΟ. ΕΤναι δέ 
τότε ή άπόστασις ΟΜ Ιση 
πρός τήν διάμετρον τής πε- 
ρίγεγραμμένης περιφέρειας 
εις τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Από τοΰ σημείου Μ, ή 
κορυφή Α κατέρχεται μέχρι 
του σημείου Ζ, άντιστοι- 
χοϋντος είς τήν θέσιν ΟΖΘ, 
τοΰ κινητού- τριγώνου καθ’ 
ήν ή πλευρά ΒΓ εύρίσκεται 
έπί τής ΟΥ. 

Γωνία ΧΟΥ'. "Οταν αΐ 
κορυφαί Β καί Γ όλισθαί- 
νουν έπί τών ήμιευθειών ΟΧ 
καί ΟΥ' άντιστοίχως, τό 
σημεϊον Α άναχωρεΐ άπό 
τού σημείου Ε, διέρχεται 
διά τών Ο καί Η σημείων 
τού σχήματος καί καταλή¬ 
γει είς τήν όριακήν θέσιν Ζ', 
διά τήν όποιαν ΟΖ'—ΟΖ. 

Γωνία Χ'ΟΥ'. Συνεχιζό¬ 
μενης τής κινήσεως, τό ση- 
μεΐον Α άνέρχεται μέχρι 
τού Μ', έπαναδιέρχεται διά τών Ζ καί Η καί καταλήγει είς Ε'. 

Γωνία ΧΌΥ. Ή κορυφή Α άναχωρεΐ άπό τού Ε', διέρχεται 
διά τών Ο, Ε καί καταλήγει είς Ζ. 

Γράφει κατά ταϋτα ή κορυφή Α, κατά τήν κίνησιν τών κορυ¬ 
φών Β και Γ έπί τ0ν ευθειών ΧΟΧ', ΥΟΥ', δύο φοράς τό τμήμα 
ΜΟΜ' τής ευθείας (ε). 

Παρατηρήσεις. 1) Ή διατόπωσις τόΟ προβλήματος θά ήδύνατο 
να συμπληρωθή έάν έθεωρώμεν τήν γωνίαν Α άδιαφόρως παραπλη- 

ρωματικήν τής γωνίας Ο ή ΐσην πρός αυτήν. Επειδή ΧΟΥ'= Α. 

2) Όταν ή γωνία Α δέν είναι ίση πρός τήν ΧΟΥ ή τήν παρα¬ 
πληρωματικήν αυτής ΧΟΥ', ό τόπος τού σημείου Α είναι μία έλ- 
λειψις (§ 144) καί τό προηγούμενον πρόβλημα είναι είδική περί- 
πτωσις τού γενικωτέρου τούτου. 

'Ν <-κ 

Διά Α —*■ 180° — ΧΟΥ, ή έν λόγω ϊλλειψις έπί μάλλον καί μάλ¬ 
λον πλατΰνεται κατά τόν μέγαν άξονά της και είς τό δριον άπο- 
βαίνει ό μέγας αύτής άξων ΜΟΜ', διαγραφόμενος δύο φο¬ 
ράς ύπό τού σημείου Α κατά τήν δλην κίνησιν τού τριγώνου 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 


Διάφοροι Αποστάσεις 


827. Ή άπόστασις σημείου άπό ευθείας παρέχεται βιά τής 
καθέτου έκ τοΟ σημείου έπί τήν ευθείαν. 

Ή άπόστασις σημείου άπό περιφέρειας είναι τό τμήμα τή< 
άκτΐνος, ή τής προεκτάσεως τής άκτϊνος, τό περιεχόμενον μεταζί 
τοΟ σηυείου καί τής περιφέρειας. 

Ή Απόστασις δυο περιφερειών μετρεϊται έπΐ τής διακέντρου 
αύτών. 

Πρόβλημα 200 


828. Δύο χωρία Α χαί Β εύρίαχονται πλησίον μιας εΰθυγράμμου 
σιδηροδρομμιχής γραμμής ΜΝ χαί πρέπει νά 
η έξυπηρειηθοΰν δι’ ενός σταθμού είς (σας άπο- 

β '/ στάσεις άπ’ αυτών ευρισκομένου. Όρίσατε τήν 
θέσιν τού σταθμού έπί τής γραμμής. 

Είναι τό σημείου Δ, τομή τής καθέτου 
είς τό μέσον τής ΑΒ καί τής ΜΝ. 



ϊχ· ιοί 


Πρόβλημα 201 


829. Ποταμός, μέ ροΰν ενθΰγραμμον είς ώριομένην περιοχήν, διέρ¬ 
χεται μεταξύ δυο τοποθεσιών αύτής είς άνίσους αποστάσεις άπό τού 
ρεύματος χειμένας. ΕΙς ποιαν θέσιν πρέπει νά ζευχθή 6 ποταμός διά 
γέφυρας, καθέτου έπί τάς όχθας του, είς τρόπον ώστε οΐ δύο τόποι νά 
απέχουν ίσον άπό τών Αντιστοίχων εισόδων τής γέφυρας; 

(ΒΧ. Μέ&ο»οι, $ 137). 


Πρόβλημα 201—I 

880. Τά αύτά δεδομένα : Ζητείται ή βραχυτέρα δυνατή οδός ή 
συνδέουσα τούς δυο τόπους. (Ν. Α. (1846), σ. 45). 

Λαμβάνομεν τήν άπόστασιν ΒΓ Ισην καί παράλληλον πρός τό 
εδρος ΜΝ τοΟ ποταμού, φέρομεν τήν ΑΓ 
καί έκ τοΟ σημείου Μ, είς δ ή εύθεία αύτη 
τέμνει τήν πλησιεστέραν πρός τό Α Λχθην. 
φέρομεν τήν ΜΝ κάθετον έπί τήν διεύθυν- 
σιν τών όχθών. Ή βραχυτέρα όδός εΤναι: 

ΛΜ + ΜΝ + ΒΝ = ΑΓ + ΒΓ. 

Πράγματι, πάσα άλλη όδός θά είναι 
μακροχέρα- έπειδή θά Αναλύεται είς τό 
τμήμα ΒΓ καί είς μίαν τεθλασμένην γραμ¬ 
μήν συνδέουσαν τά σημεία Γ καί Α. 

831. Σημ. 1) Έάν αί Αποστάσεις ΑΜ,ΒΝ 

πρέπει νά εύρίσκωνται εις λόγον —, τό σημεϊον Μ πρέπει νά 

εύρίσκεται έπί τής περιφέρειας, τόπου τών σημείων τών όποιων ό 





381 


λόγος ιών άποστάσεων άπό τά Α καί Γ είναι ό δοθείς, καί έπί 
τής βχθης Σ, Υπάρχουν δύο λύσεις. 

2) Είς τό έρώτημα : ποία ή όδός μεταξύ Α καί Β δοθέντος μή¬ 
κους 2α, ή άπάντησις δίδεται διά του λ’ΙΙΙ Βιβλίου: 

Λ'ά ινρε&ονγ τά οημεϊα τομής εύ&ιίας ΣΜ καί έλλίΐψττος, ε/ονοης τα 
Α καί Γ ώς Ιοτίας καί μήκος μεγάλου άξοΥος 2α (0,., η" 642). 

Πρόβλημα 202 

832. Έκ δοθέντος σημείου Α νά άχθη εύθεΐα εις ϊσας αποστάσεις 
άπό δύο άλλων σημείων Β χαί Γ. 

1) Φέρομεν τήν εϋθεϊαν τήν συνδέουσαν τό Α μετά τοΰ μέσου 
τής ΒΓ. 

2) Διά τοΟ Α φέρομεν παράλληλον πρός τήν ΒΓ. 

Πρόβλημα 202—1 

833. Νά άχθή εύθεΐα παράλληλος πρός δοθεϊσαν χαί εις ϊσας απο¬ 
στάσεις άπό δύο δοθέντων σημείων. 

Διά τοΟ μέσου Δ τής άποστάσεως τών 66ο σημείων φέρομεν 
εύθεϊαν παράλληλον πρός τήν δοθεϊσαν. 

Πρόβλημα 202—11 

834. Νά άχθη εύθεΐα Ισον άπέχουσα άπό τριών σημείων μή επ’ ευ¬ 
θείας κειμένων. 

Είναι αΐ εύθεΐαι, α( συνδέουσαι άνά δύο τά μέσα τών πλευ 
ρών τοΟ τριγώνου τών δοθέντων σημείων. 

"Υπάρχουν τρεις τοιαΟται εύθεΐαι. 

Πρόβλημα 203 

835. Δοθέντων τριών σημείων Α, Β, Γ, νά άχθη διά τοΰ Α εύθεΐα 
τοιαύτη, ώστε τό άθροισμα ή ή διαφορά 
τών άποστάσεων τών δύο άλλων σημείων 
άπ’ αυτής νά Ισοϋται μέ δοθέν μήκος λ. 

Πρώτος τρόπος. Ύποθέτομεν τό πρό¬ 
βλημα λελυμένον καί έστω 

ΒΜ +ΓΜ =λ. 

Λαμβάνοντες ΜΔ — ΓΝ, παρατη- 
ροΰμεν δτι ΒΔ = λ καί 

γων. ΒΔΓ = 90». 

Επομένως, άν κατασκευάσωμεν τήν 
περιφέρειαν μέ διάμετρον ΒΓ καί θεω- 
ρήσωμεν τάς τομάς της Δ, Δ' μετά τής 
έχούσης κέντρον τό Β καί άκτϊνα λ, αΐ έκ τών σημείων αύτών εύ- 
θεΐαι ΔΓ, Δ'Γ μάς καθορίζουν τελείως τήν διεύθυνσιν τής ζητου- 
μένης έκ τοΟ Α εύθείας. 

Παρατηρηθείς. 1) Ή μεταξύ τών Β καί Γ εύθεΐα ΑΜ άντιστοιχεΐ 
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εις τό άθροισμα τών άποστάοεων, ένώ ή ΑΜ' είς τήν διαφοράν, 
πράνματι 

ΒΜ' — ΓΝ" = ΒΔ’ = λ. 


2) Δύο άλλας Χύσεις Χαμβάνομεν διά τών τομών Ε. Ε' τής πε¬ 
ριφέρειας μέ διάμετρον ΒΓ καί τής έχούοης κέντρον Γ καί 
άκτϊνα λ. 

^ιν τερο; ιρόχος (Σχ. 504). Έάν ύποθέσωμεν 6τι τά σημεία Β καί 
Γ εύρίσκωνται πρός τό αύτό μέρος τής 
ζητουμένης εύθείας, άπό τής όποιας τό 
άθροισμα τών άποστάσεων ΒΜ καί ΓΝ 
ΙσοΟται πρός τό μήκος λ, ή γνωστή Ιδιώ¬ 
της τής μέσης βάσεος ένός τραπεζίου όδη- 
γεΐ εις τήν έπομένην κατασκευήν. 

Μέ διάμετρον τήν συνδέουσαν τό Α 
μετά τοΰ μέσου Ο τής ΒΓ εύθεΐαν γράψομεν 
περιφέρειαν, τέμνουσαν τήν γραφομένην μέ 

κέντρον Ο καί άκτϊνα—, εις τά Ρ,Ρ'. 

Ή εύθεϊα ΑΡ είναι ή ζητουμένη εύθεϊα· 
έπειδή 

ΒΜ+ΓΝ = 2.ΡΟ = λ. 

Παρατηρήοιις. 1) Είς τό άθροισμα άντι- 
στοιχεϊ ή εύθεϊα ΑΡ, άφίνουσα πρός τό αύτό μέρος του έπιπέδου 
ώς πρός αύτήν τά σημεία Β καί Γ. Ή ΑΡ' άντιστοιχεϊ είς τήν 
διαφοράν, άφοΟ 

ΒΜ' - ΓΝ' = 2 ΟΡ =λ. 

2) Τό πρόβλημα Εχει έν γένει Εζ λύσεις: Αθροίσματα ή δια¬ 
φοράς (“). 

Πρόβλημα 203—1 

83θ· Δαάέντος ένός σημείου Α έπί μιας χών πλευρών μιας δοδείοης 




γωνίας Β, νά εύρεδή έπί τής αυτής πλευράς σημεϊον Ισον άπέχον τοΰ 
δοθέντος σημείου και τής άλλης πλευράς τής· γωνίας. 


48. £ημ. μ ε τ. Λι’ Εναλλαγής τού ρόλου ιών σημείων Α, Β, Γ. 
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Φέρομεν τήν ΑΓ κάθετον έττϊ τήν ΒΥ. 

ΑΙ διχοτόμοι ΑΕ, ΑΕ' τών γωνιών ΒΑΓ καί.ΓΑΧ όρίζουν μετά 
τής ΒΥ τά σημεϊσ Ε, Ε’. Α1 εις τά σημεία αυτά κάθετοι έπί τήν 
ΒΥ τέμνουν Τήν ΒΧ κατά τά ζητούμενα σημεία· έπειδή 

ΔΑ = ΔΕ, ΔΆ = ΔΈ', 
άφοϋ τά τρίγωνα ΑΔΕ, ΑΔΈ' είναι Ισοσκελή. 


Πρόβλημα 203—11 


837. Δίδονται περιφέρεια, ευθεία καί σημεϊον Α έπί τής ευθείας. 
Νά εΰρεθή έτερον σημεϊον Β έπί τής εύθείας καί είς Ισα; αποστάσεις 
άπό τού δοθέντος καί τής περιφέρειας κείμενον. 


"Εστω Β τό ζητούμενον σημεϊον καί 
ΒΑ — ΒΓ. 

"Αν καί τό τρίγωνον ΑΒΓ εΤναι Ισο¬ 
σκελές. δέν δυνάμεθα νά όρίσα μεν άπ’ εύ- 
θείας τήν θέσιν τοΟ σημείου Γ. Διά τούτο, 
φέρομεν τήν εύθεϊαν ΟΔ παράλληλον 
πρός τήν ΓΑ. Τό σχηματιζόμενον Ισοσκε¬ 
λές τρίγωνον ΔΒΟ είναι εύκόλως κατα- 
σκευάσιμον, άφοΟ ΑΔ = ρ, καί ή κάθετος 
είς τό μέσον τής βάσεώς του ΟΔ μας 
παρέχει άμέσως τήν κορυφήν Β. 



Παρατήρησα. Υπάρχουν δύο, έν γένει, λύσεις· έπειδή τό μήκος 
ρ δυνάμεθα νά μεταφέρωμεν καί είς τήν θέσιν ΑΕ. 


Πρόβλημα 204 

838. Έκ σημείου Α νά άχθή εΰθεϊα Ισον άπέχουοα δοθέντος ση¬ 
μείου Β καί δοθείσης περιφέρειας (Γ). 

Έστω ρ ή άκτίς τής δοθείσης περιφέρειας. Διά τού σημείου Α 
φέρομεν ευθείαν, άπό τής όποιας αί άποστάσεις τών σημείων Γ 
καί Β έχουν διαφοράν Τσην πρός ρ (§ 835). 


Πρόβλημα 204—I 

839. ’Εξ ενός σημείου Α νά άχθη εϋθεϊα Ισον άπέχουοα δύο δο- 
θεισών περιφερειών. 

1) “Εστιασαν Β. Γ. β, γ τά κέντρα καί αί άκτϊνες τών δοθει- 
σών περιφερειών. Διά του σημείου Α φέρομεν εύθεϊαν, άπό τής 
όποιας αί άποστάσεις τών Β καί Γ Εχουν διαφοράν Τσην πρός 
β - Υ (§ β35). 

2) Διά του Α φέρομεν εύθεϊαν παράλληλον πρός μίαν τών κοι¬ 
νών έφαπτομένων τών δύο περιφερειών. Τό πρόβλημα. Επομένως 
έπιδίχεται τέσσαρας έν γένει λύσεις. 

Πρόβλημα 204—11 


840. Νά άχθή ευθεία Τσον άπέχουοα τριών δοθεισών περιφερειών. 

"Εκαστον ζεύγος περιφερειών Εχει, είς τήν γενικήν περίπτωσιν, 
τέσσαρας κοινάς έφαπτομένας καί Επομένως ύπάρχουν δώδεκα- 
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κοιναί έφαπτόμεναι τών δοθεισών περιφερειών, άνά 6ύο λαμβανο- 
μένων. Επειδή δέ είς Εκάστην κοινήν έφαπτομένην άντιστοιχοΟν 
δύο εύθεΐαι παράλληλοι πρός αύτήν καί άπαντώσαι ε(ς τά αίχού- 
μενα, Επετσι 8τι ύπάρχουν είκοσι τέσσαρες εύθεΐαι, έν γίνει, Ισα- 
πέχουσαι τών τριών περιφερειών. 

Παρατήρηοις. Ή διερεύνησις είναι ένδιαφέρουσα καί 6έν παρου¬ 
σιάζει καμμίαν δυσκολίαν. 



Πρόβλημα 204—III 

841. Νά γραφή περιφέρεια μέ δοΰεΐσαν άχιΐνα ρ και διερχομένη 
είς Ισας αποστάσεις από τριών Βοϋένιων ση¬ 
μείων Α, Β, Γ. 

Ή ζητουμένη περιφέρεια ϊχει τό αυτό 
κέντρον μετά της διερχομένης διά τών 
Α, Β, Γ σημείων. 

Παρατήρηοις. Τό άνωτέρω πρόβλημα, 
καθώς καί τό Επόιιενον; Βύναται νά Εχη 
όκτώ λύσεις, θά εξετάσωμεν άρχότερον 
(§ 1536 α) μίαν είδικήν περίπτωσιν, πα¬ 
ραδόξου πως Εμφανίσεως: 

Νά γραφή περίφέριια ίοΰιίοη; άχτΐνος χαί εις ϊοας αποοτάοεις από 
τριών αημείων επ’ εύ&είας γραμμής κειμένων. 

Πρόβλημα 205 

842. Δίδονται τρία σημεία Α, Β, Γ. Νά γραφρ περιφέρεια είς ίσας 
άπ* αυτών άποστάσεις διερχομένη χαί τοιαύτη, ώστε ή σπόατασις έχά- 
στου τών σημείων από τής περιφερείας νά Εχη Βοόέν μήκος λ. 

Γράφομεν, όπως καί είς τό προηχούμενον πρόβλημα (Σχ. 507), 
τήν περιφέρειαν ΑΒΓ καί λαμβάνομεν έπί τών άκτίνων ΟΑ κλπ.. 
τμήματα ΑΑ', ΑΑ", Εκατέρωθεν του Α καί Τσα πρός τό δοθέν 
μήκος λ. Οίίτω Εχομεν δύο λύσεις, τάς περιφερείας Α’Β'Γ'- καί 
Α'Β'Τ". 

843. Παρατηρήοιις. 1) Έάν τά τρία σημεία Α, Β. Γ πρέπει ν* 
εύρίσκωνται Εκτός τής ζητουμένης περιφερείας ή έντός ή καί Επ’ 

αύτής, ύπάρχουν δύο μόνον, έν γίνει λύσεις τοΰ 
προβλήματος. Τό γενικόν Ομως πρόβλημα, Επι¬ 
δέχεται καί ί| 3 Χίας Χύσεις· έπειδή δύο τών 6ο- 
θέντων σημείων δύνανται νά είναι Εσωτερικά 
τής περιφερείας καί Εν Εξωτερικόν ή. άντιστρό- 
φως, δύο Εξωτερικά καί Εν Εσωτερικόν. 

'Υποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί 
Εστω (Σχ. 508): 

ΑΑ'=3Β'=ΓΓ. 



Σχ. «Κ. 


Τό πρόβλημα συνίσταται είς τήν εϋρεσιν Επί 
τής ΔΟ, καθέτου είς τό μέσον τοΰ τμήματος 
ΑΒ, σημείου Ο τοιούτου, ώστε ή διαφορά τών 
άποοτάσεών του άπό τών Β καί Γ νά ΙσοΟται πρός δοθέν μίμ- 
κος 2 λ. 

Τό δεύτερον δμως τοΟτο πρόβλημα άνήκει εις τό VIII Βιβλίον 
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καί Ανάγεται είς τόν προσδιορισμόν τών σημείων τομής ευθείας 
ΔΟ καί υπερβολής, έχούσης ώς εστίας τά σημεία Β καί Γ καί 
μήκος έστιακοΟ άζονος 2 λ (§ 113, β). 

2) Τό ίδιον πρόβλημα Ανάγεται έπίσης είς τήν κατασκευήν πε¬ 
ριφέρειας έφαπτομένης τριών ίσων περιφερειών, μέ κέντρα τά δο- 
θέντα σημεία καί άκτϊνα λ. Καί τό πρόβλημα τοΟτο επιδέχεται 
όκτώ, έν γένει, λύσεις. 

Είς τήν είδικήν περίπτωσιν, καθ’ ήν τά τρία σημεία εύρίοκον- 
ται έπί μιάς ευθείας, δύο τών όχτώ κύκλων τής γενικής λύσεως 
Αποβαίνουν αί δύο κοιναί έφαπτόμεναι τών τριών ίσων περιφε¬ 
ρειών μέ κέντρα Α, Β, Γ. 

3) Έκ τών Ανωτέρω καταφαίνεται ή Ανάγκη της προσοχής 
μετά τής όποιας πρέπει νά γίνεται ή σπουδή τών προβλημάτων, 
ϊνα δυνάμεθα νά άποφαινόμεθα, έκάστοτε, έπί τοϋ Αριθμού τών 
δυνατών λύσεων αύτών. 


Πρόβλημα 205—1 

844. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη είς ίσας αποστάσεις άπό τεσ¬ 
σάρων σημείων Α, Β, Γ, Δ, μή έπ’ εύθείπς κειμένων. 

Κατασκευάζομεν τήν περιφέρειαν, τήν όριζομένην 6πό τριών 
τυχόντων έκ τών δοθέντων σημείων, τών 
Α, Β, Γ λ. χ. Φέρομεν Ακολούθως τήν ΟΔ, 
τέμνουσαν τήν ΑΒΓ είς τό σημεϊον Ε. 
καί εϋρίσκομεν τό μέσον I του τμήματος 
ΕΔ. Ή περιφέρεια μέ κέντρον Ο καί Ακτίνα 
ΟΙ είναι ή ζητουμένη. 

Επειδή έκαστον τών δοθέντων σημείων 
δύναται νά ληφθή αύθαιρέτως ώς τέταρ¬ 
τον σημεϊον, ύπάρχουν έν γένει τέσσαρες 
περιφέρειαι πληροΟσαι τούς όρους τοΰ 
προβλήματος. 

Τό πρόβλημα έπιδέχεται λύσεις καί είς 
τήν περίπτωσιν καθ' ήν τρία τών δοθέν¬ 
των σημείων κείνται έπ εύθείας· Αλλά 
τότε μία τών τεσσάρων περιφερειών Αφανίζεται. 

844 α. Σημιίωσις. Ή πλήρης διερεύνησις τού προβλήματος δέν 
παρουσιάζει δυσκολίας καί εύρίσκεται Ανεπτυγμένη είς τό έργον 
του Ο. Ι-βιτιβίτί ΜέΙΗοΑϊ* Α<· νόαοΐαΐϊοη κΐ <Ι<> (Ηκινιχίοη Αν Ι'ιόΙΛοιημ 
άΐ Ούοη)έΙή« (1904). 

Πρόβλημα 208 

845. Νά εόρεδή σημεϊον άπέχον μήκος α άπό δύο ευθειών ή περι¬ 
φερειών. 

Δι’ έκάστην τών δοθεισών γραμμών κατασκευάζομεν τόν τόπον 
τών σημείων τών άπεχόντων άπ Γ αυτής άπόστασιν α. Α1 τομαί 
τών τόπων αύτών παρέχουν τά ζητούμενα σημεία, τέσσαρα έν 
γένει, δι' έκάσχην περίπτωσιν. 

Παρατήρηαι;. "Εκαστον τών ώς άνω σημείων δύναται νά χρησι- 
εύση ώς κέντρον περιφέρειας άκτϊνος α καί έφαπτομένης τών 
ύο γραμμών. 

Γΐοψε τρία 
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Πρόβλημα 206—I 


846. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άκτϊνος ρ, διερχομένη διά δο· 
θέντος σημείου Α καί τής όποιας ή μικροτέρα άπόστασις άπό δοθείσης 
περιφερείας (Β) νά ΙσοΟται πράς δοθέν μήκος ε. 


Ή Απόστασις ΒΔ τών δύο κέντρων πρέπει νά ΙσοΟται πρός τό 

άθροισμα τών άκτίνων ηύξημένον 
κατά τό μήκος ε. Τό κέντρον Δ, 
Επομένως, πρέπει νά εύρίσκεται έπΐ 
τής περιφερείας (Π,) μέ κέντρον Β 
καί άκτϊνα ΒΔ = ε 4- ρ'+ρ· 

Άφ’ Ετέρου, έπςιδή ή ζητουμένη 
περιφέρεια θά διέρχεται καί διά τοΟ 
σημείου Α, τό κέντρον της Δ θά 
πρέπει νά εύρίσκεται καί έπί τής 
περιφερείας (Γτ,) μέ κέντρον Α καί 
άκτϊνα ρ. 

ΟΙ δύο τόποι (Π,) καί (Π,) τέμ- 
νονται είς δύο, έν γένει, σημεία Δ 
καί Ε· Εκαστον τούτων είναι τό κέντρον μιάς περιφερείας πληρού- 
σης τούς δρους τοΟ προβλήματος. 



Τέμνονσαι 

847. Τά προβλήματα έπί τών τεμνουσών είναι πολυάριθμα καί 
ένδιαφέροντα. Διά τάς σχετικάς πρός αύτά κατασκευάς, είναι 
Αναγκαία δχι ιιόνον τά θεωρήματα τοΟ II Βιβλίου τών Στοιχείων 
τής Γεωμετρίας αλλά καί πολλά άλλα έκ τών προταθέντων ώς Ασκή¬ 
σεων. Τά έπόμενα θεωρήματα είναι έκ τών συχνότερον χρησιμο- 
ποιουμένων. 

Τμήματα παράλληλα μεταξύ παραλλήλων εύθειών είναι Τσα. 

Ίσαι χορδαί Ισον Απέχουν τοϋ κέντρου τής περιφερείας. 

Ή μεγαλυτέρα κοινή τέμνουσα δύο τειινομένων περιφερειών 
είναι παράλληλος πρός τήν διάκεντρον (§ 616). 

Πρόβλημα 207 

848. Έκ σημείου Α νά άχθή τέμνουσα δύο παραλλήλων ευθειών 
είς τρόπον, ώστε ιό μεταξύ των παραλλήλων τμήμα αύτής νά ίχη δο· 
θέν μήκος λ. 

Μέ κέντρον τυχόν σημεϊον Β έπί τής μιας τών παραλλήλων καί 
άκτϊνα τό δοθέν μήκος λ, γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τήν 
άλλην παράλληλον είς τά Γ καί Δ. Έκ τοΟ Α φέρομεν τάς πα¬ 
ραλλήλους πρός τάς ΒΓ καί ΒΔ εύθείας. 

Πρόβλημα 208 

84Θ. Έκ σημείου Α νά άχθή τέμνουσα περιφερείας (Β) τοιαύτη, 
ώστε τό έντός τής περιφερείας τμήμα ΓΔ τής τεμνούσης νά Ιχη δοθέν 
μήκος λ. 

Μέ κέντρον τυχόν σημεϊον Θ έπί τής δοθείσης περιφερείας 
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καί Ακτίνα λ, γράφομεν περιφέρειαν τέμνουααν τήν δοθείσαν εις 
Η. Φέρομεν τήν ΘΗ καί γράφομεν 
καί έφαπτομένην τής εύθείας ΘΗ. 

Α1 έκ τοΟ σημείου Α έφαπτόμε- 
ναι τής περιφέρειας ταύτης είναι 
τέμνουσαι τής (Β) κατά τόν δρον 
τοΟ προβλήματος- έπειδή αΐ χορ- 
6αί ΓΔ, ΕΖ καί ΘΗ είναι Τσάι, 
ώς ίσον τοΟ κέντρου άπέχουσαι. 

Πρόβλημα 208—1 

860. Διά δοθέντος σημείου Α 
έντός περιφέρειας, νά άχθη χορδή 
τοιαύτη, ώστε τά έπ' αυτής οριζό¬ 
μενα τμήματα ΰπό τοΰ σημείου Α 
νά έχουν άθροισμα ή διαφοράν (σην προς δοθέν μήκος λ. 

1) Διά τό άθροισμα άναγόμεθα εις τό προηγούμενου πρόβλημα. 

2) Διά τήν διαφοράν, ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί 
έστω ΒΑΓ ή ζητουμένη χορδή, τοιούτη ώστε 

ΑΒ — ΑΓ =λ. 

Διά νά σχηματίσωμεν τήν διαφοράν ΑΒ —ΑΓ = λ, μεταφέρο- 
μεν τό τμήμα ΑΓ έπί τοϋ τμήματος ΒΔ τής ΒΑ. 

ΓίαρατηροΟμεν, δτι τά σημεία Α καί Δ κεΐνται 
άφ' ένός έπί τής περιφέρειας (Π,), μέ κέντρου 
Ο καί άκτϊνα ΟΑ, άφ" έτέρου, έπί τής (Π,), μέ 
κέντρΟν Β καί άκτϊνα ΒΔ = λ. Ή τομή τών δύο 
αύιών περιφερειών Δ καθορίζει τήν χορδήν 
ΓΑΔΒ κατά τό πρόβλημα. 

άιιριύνησις. Υπάρχουν έν γένει δύο λύσεις. 

Ή μεγίστη δυνατή τιμή τής διαφοράς λ είναι 
2ΑΟ- εις τήν περίπτωσιν αυτήν, ή χορδή ΕΑΖ 
διέρχεται διά του κέντρου. "Αν ή διαφορά είναι ίση πρός τό μη¬ 
δέν, ή Αντίστοιχος χορδή είναι ή έφαπτομένη εις τό Α τής περι¬ 
φέρειας (Π,). 

Εις τάς δύο τελευταίας περιπτώσεις ύπάρχει μία μόνον λύσις 
τοΟ προβλήματος. 

Πρόβλημα 208—II 

851. Δίδονται σημείον Α καί δύο όμόχεντροι περιφέρειαι. Διά τοϋ 
Α νά άχθή τέμνουσα τών περιφερειών τοιαύτη, ώστε τά μεταξύ αυτών 
τμήματα τής τεμνούσης νά έχουν μήκος ίσον πρός λ. 

Μέ κέντρου Β έπί τής μιάς περιφέρειας (Σχ.-512) καί άκτϊνα λ 
γράφομεν περιφέρειαν τέμνουααν τήν άλλην εις τό Δ. Φέρομεν 
τήν ΒΔ ευθείαν καί κατασκευάζομεν περιφέρειαν, όμόκεντρον τών 
δοθεισών καί έφαπτομένην τής ΒΔ προεκτεινομένης. 

Α1 έκ τοΟ σημείου Α έφαπτόμεναι τής τελευταίας περιφέρειας 
είναι τέμνουσαι τών δοθεισών περιφερειών κατά τούς δρους τοΟ 
προβλήματος. 



Ϊ7.. 012 


τήν περιφέρειαν μέ κέντρου Β 
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Πρόβλημα 209 

952. Δίδονται δύο περιφερειαι (Α) καί (Β), έκ ιών όποιων ή .πρώτη 
είναι εσωτερική τής δευτέρας άλλα μή ομόκεντρος πρός αυτήν. Ζητεί¬ 
ται νά άχδή έφαπτομένη τής μικροτέρας περιφέρειας τοιαύτη, ώστε ή 
υπό τής μεγαλυτέρας περιφέρειας δριζομένη έπ’ αυτής χορδή νά Εχη 
βοθέν μήκος λ. ΠοΙα τά όρια μεταβολής τοΟ μήκους αΰτοϋ ; 

"Εστωσαν Α καί Β τά κέντρα τών περιφερειών, ΜΝ ή ζητου· 
μένη έφαπτομένη. 

1) Έχοντες ύπ' δψιν, Οτι ΐσαι χορδαί Ισον άπέχουν τοΟ κέν¬ 
τρου, όοηγούμεθα εόκόλως είς τήν έξης 
κατασκευήν: 

Λαμβάνομεν χορδήν ΓΔ τής μεγα- 
λυτέρας περιφέρειας Τσην πρός τό δο- 
θέν μήκος λ καί γράφομεν περιφέρειαν 
μέ κέντρον Β καί έφαπτομένην τής ΓΔ. 
Έκάστη τών κοινών έφαπτοαένων τής 
περιφερείας ταΟτης καί τής(Α) άπαντςΐ 
εις τό πρόβλημα. 

2) Ή εις τό θ κάθετος έπί τήν ΑΒ 
χορδήν τής μεγαλυτέρας περιφερείας 
ϊχ. έχει μήκος τήν έλαχίατην δυνατήν τι¬ 

μήν του λ, τό δέ μήκος τής είς τό Ζ 
παραλλήλου πρός αύτήν είναι ή μεγίστη δυνατή τιμή τοΟ λ. 

Έάν τό κέντρον Β είναι έξωτερικόν τής περιφερείας (Α), ή 
μεγίστη τιμή του λ είναι τό μήκος τής διαμέτρου τής (Β). 

Πρόβλημα 209—1 

853. Όμοια έκφώνησις. Ή διαφορά τών ΰπύ σημείου έπαφής Μ 
οριζόμενων τμημάτων ΟΜ, ΟΝ νά Ιαοΰται προς δοθέν μήκος 2δ. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον καί φέροντες τάς Ακτί¬ 
νας ΑΟ, ΒΛ καί τήν παράλληλον πρός τήν ΜΝ εύθεΐαν ΑΗ 
(Σχ. 513), διαπιστοΟμεν δτι 

ΟΜ - ΟΝ ή 26 2ΛΟ - 2ΑΗ 
6ηλ. ΑΗ = δ. 

Έκ τούτων έπεται ή κατασκευή: Τέμνομεν τήν περιφέρειαν μέ 
διάμετρον ΑΒ διά τής περιφερείας μέ κέντρον Α καί άκτΐνα δ. 
"Αν Η είναι έν τών σημείων τομής, ή παράλληλος πρός τήν ΑΗ, 
έφαπτομένη τής περιφερείας (Α) άπαντςχ είς τό πρόβλημα. 

Πρόβλημα 210 

854. Δίδονται οημεϊον έπί περιφερείας καί χορδή αυτής. Διά τοϋ 
σημείου νά άχθη δευτέρα χορδή, διαιρούμενη υπό τής πρώτης εις δύο 
τμήματα ίσα. 

(Μίίοίοι, § 92). 

Πρόβλημα 210—1 

856. Δίδονται οημεϊον έπί περιφερείας καί χορδή αυτής πλπ. 

(Μί&οόοι § 93, 2α Παρατήρηαι;). 
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Πρόβλημα 210 — 11 

866 . Δίδονται δύο γραμμαί καί σημεΐον Α. Νά άχθη ιέμνοοοα ΜΑΚ 
περβτουμένη είς τάς γραμμάς ιαύτας καί τοιαύτη, ώστε ΑΜ -- ΑΝ. 

Αί δοΰεϊσαι γραμμα ί είναι : 

1) Διό εΐάεΓαι. 

2) Εΐ'Οιϊα καί .υριφέρτια. 

3) :ίι υ ,τιριφίρίΐαι. 

ΔυνάμεΘα νά Εργασθώμεν διά τών γεωμετρικών τόπων. 

1) "Εστωσαν ΒΓ, ΒΕ αί δοθεϊσαι εύθείαι καί Α τό σημεΐον 
(Σχ. 514). 

ΈπΙ τυχούσης διά τοΟ Α εύθείας λαμβάνομεν μήκος ΑΔ — ΑΓ 
καί φέρομεν τήν παράλληλον ΔΝ πρός τήν εΟθεϊαν ΒΓ. θά Ιχω- 
μεν ΑΝ = ΑΜ. 



2) (Σχ. 514). Έργαζόμεθα δπως καί προηγουμένως. Ή παράλ¬ 
ληλος δύναται νά τέμνη τήν περιφέρειαν είς δύο σημεία, νά είναι 
έφαπτομένη πρός αύτήν ή καί Εξωτερική αύτής. 

Υπάρχουν έπομένως δύο λύσεις, μία μόνον ή καμμία. 

3) (Σχ. 515). "Εστωσαν (Β) καί (Γ) α! περιφέρειαι. 

Λαμβάνομεν ΑΔ = ΑΒ καί γράφομεν περιφέρειαν Ισην πρός 

τήν (Β) καί μέ κέντρον Δ. 

θά Εχωμεν : 

ΑΜ = ΑΝ. 

867. Παρατηρήαίις. 1) ΔυνάμεΘα νά έπιληφθώμεν τού πρώτου 
προβλήματος καί ώς Εξής : 

"Εστω Ο τό δοθέν σημεΐον Εντός τής 
γωνίας Α. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον 
καί φέροντες τήν ΟΔ παράλληλον πρός 
τήν ΑΓ. παρατηροΟμεν δτι τό σημεΐον Δ εί¬ 
ναι μέσον τοΟ ΑΒ. "Αν, Επομένως, λάβωμεν 
Εκ τοϋ σημείου Δ, καθ’ 8 ή Εκ τοΰ Ο πα¬ 
ράλληλος τέμνει τήν μίαν τών εύθειών, 
τμήμα ΔΒ = ΔΑ, ή εύθεΐα ΒΟΓ είναι ή ζητουμένη τέμνουσα. 

2) Ή Επομένη είδική περίπτωσις είναι ή μάλλον Ενδιαφέρουσα 
καί σχετίζεται πρός Εν ζήτημα ήδη Εξετασθέν (§ 138). 


.. 


Στ. Μ*· 
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Πρόβλημα 210-III 

868. ΔΓ ένός ιών σημείων τομής δύο περιφερειών (Α) καί (Β), νά 
άχθή τέμνουσα αύιών έχουσα τό σημεΐον τοΰτο ως μέσον. 

Έστω ΕΖ μία τοιαύτη τέμνουσα. 

1ος Τρόπος. Έκ τών κέντρων Α, Β φέρομεν τάς καθέτους Αθ, 



σεως τής ΑΓ λαμβάνομεν τμι 
ρειαν μέ κέντρον Ο καί Τσην 
ή ζητουμένη τέμνουοα. 


ΒΗ έπί τήν ΕΖ ώς καί τήν πα¬ 
ράλληλον πρός αύτάς Γ1. 

Επειδή τά σημεία θ καί Η 
είναι μέσα τών ίσων χορδών ΕΓ, 
ΓΖ, τό σημεΐον Γ είναι μέσον 
τής πλευράς ΘΗ τοΟ τραπεζίου 
ΘΗΒΑ καί, κατ’ άκολουθίαν, τά 
σηιιεϊον I μέσον τής διακέντρου 
ΑΒ. Ή ζητουμένη, άρα, διεάθυν- 
σις τής ΕΖ είναι ή κάθετος έπί 
τήν ένοΟσαν τό σηιιεϊον Γ μετά 
τοΟ μέσου I τοΟ τμήματος ΑΒ. 

2ος Τρόπος. Έπί τής προεκτά- 
ΓΟ = ΓΑ καί γράφομεν περιφέ- 
άς τήν (Α). Ή εύθεϊα ΖΓΕ είναι 


Πρόβλημα 210—IV 

869. Δίδονται δύο δμόχεντροι περιφέρειαι' δι' ένός τών σημείων τής 
έξωτεριχής περιφερείας, νά άχϋή χορδή αυτής διαιρούμενη ΰπό τής έοα>- 
τερικής ε(ς τρία ίσα μέρη. 

1η Λνοκς. Έστω ΑΒ — ΒΓ. 

Έάν φέρωμεν τήν κάθετον ΒΜ, θά έχωμεν ΑΜ = ΓΜ, καί 
έπειδή ή γωνία ΜΒΓ είναι όρθή, ή εύ- 
θεΐα ΓΟΜ θά είναι διάμετρος τής έσω- 
τερικής περιφέρειας. 

Επομένως : μέ κέντρον Α καί άκτϊνα 
τήν διάμετρον τής έσωτερικής περιφε- 
ρείας γράφομεν τόξον ΜΝ καί φέρομεν 
τάς εύθείας ΜΟΓ καί ΑΓ. 

2α Λνοις. Φέρομεν τήν διάμετρον διά 
τοΟ Α καί έπί τοΟ πρώτου τμΛματος 
αύτής άπό τοϋ σημείου Α γράφο¬ 
μεν περιφέρειαν. Ή τομή αΰτης καί 
τής έσωτερικής περιφερείας όρίζει τό 
σημεΐον Β. 

Πρόβλημα 210— V 

880 Διά δύο σημείων Α καί Β, νά άχθοΟν παράλληλοι είς άπό- 
στασιν λ απ’ άλλήλων. 

Έπί τής ΑΒ ώς διαμέτρου γράφομεν περιφέρειαν. Μέ κέντρον 
τό σημεΐον Α καί άκτϊνα λ, γράφομεν έτέραν περιφέρειαν, τέμνου- 
σαν τήν πρώτην είς Γ. Φέρομεν τήν εύθεΐσν ΒΓ καί έκ τοΟ Α πα¬ 
ράλληλον πρός αύτήν. Τό μήκος ΑΓ ή λ είναι ίσον πρός τήν 
άπόστασιν τών παραλλήλων. 
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Πρόβλημα 210— VI 


861. Δίδονται δύο σημεία Α καί Β. Ζητείται 
δύο όμόκεντροι περιφέρειαι, άπέχουααι αλλήλων 
τοιαϋται, ώστε α( άχτίνες ΓΑ, ΓΒ νά σχηματί¬ 
ζουν βοθείσαν γωνίαν 2 φ. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον, πα- 
ρατηροΟμεν, δτι τοΟ τριγώνου ΑΒΓ γνωρίζο- 
μεν τήν πλευράν ΑΒ, τήν διαφοράν ΑΔ = λ 
τών δύο άλλων καί τήν γωνίαν Γ. Άφ’ έτέ- 
ρου, έκάστη τών Ισων γωνιών ΓΒΔ, ΓΔΒ 
είναι ή συμπληρωματική τοΟ ήμίσεος τής γω¬ 
νίας Γ. "Ωστε 

ΓΔΒ = 90· - φ 


νά άχθουν, δι’ αύτώ-’ 
κατά μήκος λ καί 



Α ΔΒ = 180» — (90· - φ) = 90» + φ 

καί τό τρίγωνον ΑΔΒ είναι κατασκευάσιμον, άφοΟ γνωρίζομεν 
δυο πλευράς καί μίαν γωνίαν αύτοΰ. 


ΠρΑβλη μ α 211 

862. Νά άχθη παράλληλος πρός τάς βάσεις τραπεζίου είς τρόπον, 
δοτέ τό μεταξύ τών διαγωνίων τμήμα αύτής νά εχη μήκος δοθέν. Διε- 
ρευνήσατε τό πρόβλημα. 

(Βλ. ,ί/έθοδοι, § 250). 

Πρόβλημα 212 

863. Δίδονται δύο περιφέρειαι καί εύθεία' νά άχθρ κάθετος έπί τήν 
ευθείαν τοιαύτη, ώστε τό τμήμα τό όριζόμενον ίπ’ αυτής ΰπό τών πε¬ 
ριφερειών νά διαιρήται είς δύο ίσα μέρη ύπό τής δοθείσης ευθείας. 

Ή λύσις είναι άμεσος διά τής με¬ 
θόδου τής συμμετρίας. Αρκεί νά κα- 
τασκευάσωμεν τήν περιφέρειαν (Β'), 
συμμετρικήν τής (Β) ώς πρός τήν εύ- 
θειαν ΧΥ. 

Α1 εύθεϊαι ΜΜ καί Μ Μ είναι αΐ 
πληροΰσαι τούς βρους τοΟ προβλήματος. 

Παρατήρησις. Τό πρόβλημα έπίδέχε- 
ται λύσιν καί άν ζητήται ή ευθεία ΜΝ 
νά είναι παράλληλος πρός εύθεΐαν 
7.υ, πλσγίαν πρός τήν ΧΥ. 

Διά τοΰ σημείου Β φέρομεν τήν 
ΒΟΒ' παράλληλον πρός τήν ΖΓ καί 
λαμβάνομεν έπ' αύτής τμήμα ΟΒ' = ΟΒ 

Πρόκειται άλλωστε περί τοΟ έπομένου προβλήματος : 



Πρόβλημα 213 

864. Μεταξύ δύο δοθειοών περιφερειών, νά έγγραφή τμήμα ευθύ- 
γραμμον δοθέντος μήκους λ καί παράλληλον πρός δοθείσαν εύθεΐαν ΧΥ. 

(Βλ. ΜΜοΑοι, § 194 β). 
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Πρόβλημα 214 

805. Δίδονται δύο περιφέρεται (Λ) καί (Β) έκτος άλλήλων κείμενα», 
ώς καί ευθεία ΧΥ. Νά αχθή τέμνουσα παράλληλος πρός τήν ΧΥ καί 
τοιαύτη, ό'κηε τό άθροισμα χών χορδών, τών οριζόμενων ίτ\' αυτής υπό 
τών περιφερειών, νά (σοΰται προς δοθίν μήκος λ. 

(Βλ. ΛίέθοΛοι, § 194 γ). 


Πρόβλημα 215 


800. Διά δύο σημείων Α καί Β επί μιά; τών πλευρών δοϋείσης γω¬ 
νίας Γ, νά άχθοΰν δύο τέμνουσαι παράλληλοι καί τοιοΰται, ώστε τό 
άθροισμα τών εντός τής γωνίας τμημάτων των νά είναι Ισον πρός δο¬ 
θέν μήκος 2 λ, 


ΎποΘέτομεν τό πρόβλημα λελυμένον καί 
ΑΔ 4- ΒΕ -- 2 λ. 

Ή μέση βάσις ΜΝ τοΰ τραπεζίου ΑΒΕΔ θά 
£χτη μήκος λ. Τό σημεϊον άρα Ν πρέπει νά εί¬ 
ναι ή μία ή ή δλλη έκ τών τομών τής περιφέ¬ 
ρειας (Π), μέ κέντρον τό μέσον Μ τοΰ τμήματος 
ΑΒ καί άκτϊνα λ, καί τής ευθείας ΓΔ. 

Πιιοατηρήχπ;. 1) Υπάρχουν δύο λύσεις τοΟ 
προβλήματος, μία ή καμμία, έάν ή περιφέρεια 
(Π) τέμνη τήν ΓΔ, έφάπτεται αύτής ή είναι 
έξωτερική της, άντιστοίχως. 

2) Έάν τά δοθέντα σημεία είναι ώς τά Α 
καί Β', έκατέρωθεν τής κορυφής Γ, ή προηγου· 
μένη κατασκευή δίδει δύο παράλληλα τμήματα μέ διαφοράν 2 λ 
τών μηκών των. 



ϊχ.αιι. 



Πρόβλημα 215—1 

807. Τό ίδιον ζήτημα. Τά σημεία Α καί Β 
ανήκουν εις δοθείσαν περιφέρειαν. 

Γράφομεν τήν περιφέρειαν μέ κέντρον Ο 
καί άκτϊνα Ο Μ καί · λαμβάνομεν χορδήν 
ΜΝ = λ. Θά έχωμεν. 

ΑΔ ·+- ΒΕ - 2λ. 


Πρόβλημα 210 

808. Νά άχθή παράλληλος πρός τήν βάσιν τριγώνου τοιαύτη, ώστε 
τό μήκος της νά ϊσοΰται πρός τό άθροισμα ή τήν διαφοράν τών τμημά¬ 
των έπί τών άλλων πλευρών, τών μεταξύ τής βάσεως καί τής παραλλή¬ 
λου ταύτης κειμένων. 

1) Ή παράλληλος πρέπει νά άχθη διά τοΰ κέντρου τοΟ έγγε· 
Υραμμένου κύκλου εις τό τρίγωνον (§ 458). 

2) Ή παράλληλος πρέπει νά άχθη διά τοϋ κέντρου τής εις τό 
τρίγωνον παρεγγεγραμμένης περιφέρειας, τής έφαπτομένης τής 
βάσεως (§ 459). 



Πρόβλημα 216—I 


869. Διά δοθέντος σημείου Ρ νά άχθή τέμνουσα ΡΒΓ των πλευρών 
δοθείσης γωνίας Α ε(ς τρόπον, ώστε τό τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ νά εχ|) βοθεϊσαν περίμετρον. 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον καί 
ΑΒ +ΒΓ + ΓΑ = 2τ. 

Γνωρίζομεν, ότι πάσα έφαπτομένη του 
παρεγγεγραμμένου κύκλου (Ο) δίδει τρίγωνον 
σταθερδς περιμέτρου (§ 739). 

Λαμβάνομεν έπομένως έπί τών πλευρών 
τής γωνίας Α τμήιιατα ΑΔ = ΑΕ = τ, ύψοΰ- 
μεν εις τά σημεία Δ. Ε καθέτους έπί τάς 
πλευράς τής γωνίας Α καί γράφομεν τήν πε¬ 
ριφέρειαν (Ο). 

Ή έκ τοΟ Ρ έφαπτομένη ΡΒΓ τής περιφέ¬ 
ρειας ταύτης είναι ή ζητουμένη τέμνουσα. 

Πρόβλημα 216 — II 



870. Νά άχθή τέμνουσα ΒΓ τών πλευρών δοθείσης γωνίας Λ, πα¬ 
ράλληλος πρός δοθεϊσαν εϋθεϊαν ΙΚ καί τοιαύτη, ώστε τό τρίγωνον 
ΑΒΓ νά έχη δοθεΐσαν περίμετρον. 

Εις τήν περίπτοισιν αυτήν, ή ευθεία ΒΓ τής προηγούμενης κα¬ 
τασκευής θά άχθή παραλλήλως τής 1Κ. 


Πρόβλημα 216—III 

871. "Ομοια ζητι'ιματα : ΑΒ -(- ΑΓ — ΒΓ νά ίσοΰται πρός 2 τ. 

Ή έφαπτομένη ΡΒΓ θά πρέπει νά άχθή κατά τρόπον, ώστε ή 
περιφέρεια (Ο) νά είναι έγγεγρομμένη εις τό τρίγωνον Λντί πα- 
ρεγγεγραμμένη εις αύτό. 

Πρόβλημα 217 


872. Διά δοθέντος σημείου 1*, νά άχθή) τέμνουσα ΡΔΕ δοθένεος τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ τοιαύτη, ώστε τό τμήμα ΔΕ νά 
είναι ίσον πρός τό άθροισμα τών ΔΓ καί ΒΕ 
τμημάτων. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον. 

Έκ τής σχέσεως ΔΕ—ΔΓ-|-ΒΕ, Επεται: 

ΑΔ + ΔΕ + ΑΕ^ ΑΒ+ΑΓ, 

ήτοι ή περίμετρος τοϋ τριγώνου ΑΔΕ εί¬ 
ναι γνωστή. Αναγόμεθα ουτω εις τήν 
άσκησιν (§ 869). 

Παρατηρήαης. 1) Έάν τά τμήματα πρέ¬ 
πει νά είναι Εξωτερικά τοϋ τριγώνου 

ΔΈ'-ΒΕ' + ΓΔ'. 



θά Εχωμεν 


ΑΔ' + ΑΕ' - ΔΈ' = ΑΒ + ΑΓ (§871), 



394 


2) Έάν ή τέμνουσα πρέπει νά είναι παράλληλος πρός όοθεϊ- 
οαν εύθεΐαν, ή κατασκευή είναι άνάλογος πρός τήν τοΟ προβλή¬ 
ματος τής § 870. 

Πρόβλημα 217—1 


873. Νά έγγραφή εις όοθέτ τρίγωνον ΑΒΓ τέμνουσα ΔΕ δοθέντος 
μήκους λ, ίσου πρός τό άθροισμα τών τμημάτων ΒΔ καί ΓΕ. 


Έστω τό πρόβλημα λελυμένον καί 
ΔΕ — ΒΔ + ΓΕ = λ. 
Λαμβάνομεν 

ΑΖ = ΑΘ = -1(ΑΒ + ΑΓ). 

Πάν τρίγωνον, ώς τό ΑΔΕ, ίχει ώς πε¬ 
ρίμετρον ΑΒ + ΑΓ (*»). θά πρέπει λοιπόν 
νά άχθη έφαπτομένη τοΟ κύκλου Ο Τση 
κατά μήκος πρός λ. 

Άφ' έτέρου, άν ή πλευρά αυτή έφάπτε- 
ται καί τής περιφέρειας (I), τό μήκος της 
θά ΙσοΟται προς έχεΐνο Ικάστου τών τμη¬ 
μάτων ΖΗ = ΘΚ. θά πρέπει λοιπόν νά 
λάβωμεν τμήματα ΖΗ = ΘΚ = λ, νά κατασκευάσωμεν τάς περιφε- 
ρείας (Ο) καί ίΐ) καί νά φέρωμεν κοινήν έσωτερικήν έφαπτομένην 
ΔΕ τών ούο αυτών περιφερειών. 

(Βλ. έπίσης $ 1655 ο). 



Ά 



Πρόβλημα 218 

874. Έπί τής πλευράς ΑΒ τριγώνου ΑΒΓ 
νά όρισθή σημεΐον Δ τοιοϋτον, ώστε αί έξ 
αύτοΰ παράλληλοι ΔΕ, ΔΖ πρός τάς πλευράς 
ΑΓ καί ΒΓ .νά έχουν δοθέν άθροισμα λ. Εΰ- 
ρετε έπίσης τά όρια μεταξύ τών όποιων πρέ¬ 
πει νά μεταβάλλεται τό μήκος λ άναλόγως 
τής θέσεως τοΟ Δ έπί τής ΒΓ. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον καί 
ΔΕ + ΔΖ = λ. 

Διά τοΟ σημείου Δ φέρομεν τήν εύ- 
Θεϊαν Μ|Ί εις τρόπον, ώστε νά σχηματι- 
σθή τρίγωνον Ισοσκελές ΜΓΝ. Διά πάν 
σημεϊον τής βάσεώς του, τό άνω- 
τέρω άθροισμα θά είναι σταθερόν καί 
ίσον πρός ΓΜ = ΓΝ (§ 268, Πόρισμα). 
ΤοΟτο άλλωστε είναι φανερόν έκ τοΟ ρόμ¬ 
βου ΓΜΟΝ· έπειόή 

ΔΖ + ΔΕ = Ζθ = ΗΕ = ΓΜ. 


θά πρέπει λοιπόν νά λάβωμεν ΓΜ = ΓΝ = λ καί ή τομή τής 
εύθείας ΜΝ καί τής πλευράς ΒΓ όρίζει τό σημεϊον Δ. 


49. Σ 7) μ. μετ. Ή ΑΒ είναι έφαπτομένη το3 παρεγγεγραμμένου κύ¬ 
κλου (Ο). 
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Διά ΔΞΒ, τό άθροισμα λαμβάνει τήν έλαχίστην αύτού τιμήν 
λοτΒΓ. Κατά τήν κίνησιν τοΰ Δ έκ τοΰ Β πρός τό Α τό άθροι¬ 
σμα αύζάνει, διά νά λάβη τήν μεγίστην τιμήν εις τήν θέσιν Α, 
όπότε λ = ΑΓ. 

Πρόβλημα 218—1 

875. Ομοιον πρόβλημα. Α! εύθεϊαι ΔΕ, ΔΖ οφείλουν νά είναι 
παράλληλοι πρός δύο δοθείσας διευθύνσεις. 

Ή λύσις είναι Ανάλογος πρός τήν προηγουμένην άλλά Θά πρέ¬ 
πει νά καταφύνωμεν ε(ς τό 111 Βιβλίον. Ό τόπος τών σημείων μέ 
τό σταθερόν άθροισμα 6έν είναι πλέον ή βάσις ένός Ισοσκελούς 
τριγώνου άλλ' ένός σκαληνού. ( ΜέΜοι, § 269). 

Πρόβλημα 218—11 

875 α. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί ζητείται νά άχθη τέμνουσα ΜΝ 
τών πλευρών τής γωνίας Β τοιαύτη, ώστε τό μέν μήκος της νά είναι 
δοθέν λ, τά δέ τμήματα ΑΜ, ΒΝ, έπί τών πλευρών ΑΒ καί ΒΓ, ίσα. 

ΎποΘέσωμεν τό πρόβλημα λε- 
λυμένον καί άς φέρωμεν τό τμήμα 
ΑΔ ίσον καί παράλληλον πρός 
τό ΜΝ. 

Επειδή ΑΜ = ΔΝ = ΝΒ, τό 
τρίγωνον ΔΝΒ είναι Ισοσκελές 

Α Α Α 

καί γωνία ΑΒΔ = ΒΔΝ = ΔΒΝ. 

Είναι έπομένως ή ΒΔ διχοτόμος 
τής γωνίας Β τοό τριγώνου καί 
τό σημείον Δ όρίζεται, ώς τομή 
τής διχοτόμου ταύτης καί τής πε¬ 
ριφέρειας μέ κέντρον Α καί 
άκτϊνα ΑΔ = λ. 

Ή έκ τοΰ Δ παράλληλος τής Σ « Μ7· 

ΑΜ όρίζει τό σημείον Ν καί ή 

έζ αϋτοϋ παράλληλος πρός τήν ΑΔ δίδει τήν ζητουμένην τέμνου-' 
σαν ΝΜ. 

Παραιηρήαη;. 1) Υπάρχουν έν γένει δύο λύσεις, Αντίστοιχοι 
τών δύο σημείων τομής τής περιφέρειας (Α, λ) καί τής διχοτό¬ 
μου ΒΙ. 

2) Ή κάθετος ΑΗ δίδει τό έλάχιστον τοΰ μήκους λ. 

3) Κατ' άνάλογσν τρόπον θά ήδυνάμεθα νά έργασθώμεν θεω- 
ροΰντες τήν έζωτερικήν διχοτόμον τής γωνίας Β. 

4) ’Από άπόψεως καθαρώς γεωμετρικής, δυνάμεθα νά ϊχωμεν 
τέσσαρας λύσεις, τρεις, δύο, μίαν ή καμμίαν. Άπό άπόψεως όμως 
Αναλυτικής, ή περιφέρεια (Α, λ) τέμνει τό ζεύγος τών δύο διχο¬ 
τόμων τής γωνίας Β κατά τέσσαρα σημεία, πραγματικά ή φαν¬ 
ταστικά. 



Σημιίωσις. Διά τήν 
§ 844 α. 


προέλευσίν τοΰ προβλήματος τούτου, βλ. 
Πρόβλημα 21Θ 


876. Μέ κέντρον δοθέν σημείον Α, νά γραφή περιφέρεια τέμνουσα 
δύο δοθείσας όμοχέντρους κατά τρόπον, ώστε ή ευθεία τών δύο ση- 
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μείων ιομής νά διέρχεται διά τού κοινού κέντρου τών δοθειοών περιφε¬ 
ρειών. (ΚίΗ, Ηι·οΙιΙ<ιι><ν (/« (ΐοοηιίΙ ι*ί<· <ά (Ιι· Τ>'ί<ιθιιο>»<Ιι'ίι·). 



Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον. 
παρατηροΟμεν δτι ή κάθετος ΑΔ έπί τήν 
χορδήν ΓΕ θά διέρχεται δι' ένός σημείου 
Δ τής, όμοκέντρου τών δοθεισών καί ίσον 
άπεχούσης έκατέρας αυτών, περιφέρειας, 
καί μάλιστα θά είναι έφαπτομένη αυτής. 

Αρκεί λοιπόν νά φέρωμεν τήν έφαπτο- 
μένην ΑΔ έπί Τήν μέσην αυτήν περιφέ¬ 
ρειαν καί νά λάβωμεν ΑΓ - ΑΕ διά άκτΐνσ 
τής ζητούμενης περιφέρειας. 


Στ. Γ.2Ή. 


Πρόβλημα 219—1 


877. Μί κέντρον δσθέν σημείον Β, νά γραφή περιφέρεια τέμνουοα 
τάς πλευράς δοθείσης γωνίας Α εις τρόπον, ώοτε μία τών οριζόμενων 
χορδών νά είναι παράλληλος πρός δοΟεϊσαν εΰθεϊαν ΓΔ. 



Σί· 020. 


Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον. 
Τό μέσον τής χορδής ΜΝ εύρίσκεται έπι 
τής καθέτου ΒΡ, τής άγομένης έκ τοΰ 
κέντρου Β έπί τήν δοθεϊσαν διεόθυνσιν 
ΓΔ καθώς καί έπί τής ευθείας ΑΟΕ, ήτις 
εΓναι ή διάμεσος του τριγώνου ΑΓΔ έπί 
τήν πλευράν ΓΔ. Είναι λοιπόν τό Ο ή 
τομή τών δύο ώρισμένων αύτών εύθειών, 
ΜΝ ή έκ τοΰ Ο παράλληλος πρός τήν 
ΓΔ καί ΒΜ ή άκτίς τής ζητουμένης περι¬ 
φέρειας. 


Πρόβλημα 220 

878. Δι’ ένός ιών οημείιον τομής δύο περιφερειών (Α) καί (Β) νά 
ιίχθή τέμνουοα αυτών δοθέντος μήκους. 

(Βλ. Μίΰοίοι, § 139). 


Πρόβλημα 220—1 


879. ΔΓ ένός τών αημείων τομής δύο περιφερειών (Α) καί (Β), νά 
άχδή ή βραχύτερα τέμνουοα αυτών. 

ΕΓναι ή κοινή χορδή ΓΔ τών περιφε¬ 
ρειών· έπειδή πδσα άλλη ΓΜ ή ΓΝ εΓναι 

τοΟ ένός ή τοΰ 
άπό τήν ΓΔ. 



μεγαλυτέρα, ώς έγγύτερον τι 
άλλου κέντρου εύρισκομένη 


Μεταβολή τή; τιμνούοηι. ’Από τοΰ έλαχί- 
στου μήκους ΓΔ, ή τέμνουοα φθάνει εις 
τήν θέσιν ΓΜ καί αύξάνει συνεχώς έφ’ 
δσον τό σημεϊον Μ πλησιάζει πρός τό Γ 
καί μέχρι τής θέσεως, καθ’ ήν γίνεται πα¬ 
ράλληλος πρός τήν διάκεντρον, όπότε γί¬ 
νεται μεγίστη. Άπό τής θέσεως αότής ίλαττοΰται, διέρχεται διά 
τής θέσεως ΓΝ καί έπανέρχεται είς τήν ΓΔ. 
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Πρόβλημα 220—11 

880. ΔΓ ενός ιών σημείων τομή.; δύο περιφερειών (Α) καί (ΒΙ, \ά 
άχθη τέμνουσα τοιαύτη, ώσιε ή διαφορά των επ’ αυτής χορδών νά ίσου- 
ται πρός δοθέν μήκος 2 β. ((ύιιίΐιπίη, Α,'χΓινίοβε <Ιβ (ίύοιιιέΐνΐΐ'). 

"Υποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί ΓΗ —Γθ—-δ. 

Διά νά σχηματίσωμεν τήν διαφοράν· 
δ, λαμβάνομεν έπί τής τεμνούσης τμή¬ 
μα ΓΕ = ΓΘ, (ή προεκτείνομεν τήν 
άκτϊνα ΑΓ εις Τσον μήκος ΓΔ) καί φέ- 
ρομεν τήν κάθετον ΔΕ. Καί κατά τούς 
δύο τρόπους θά Εχωμεν ΔΖ ~ ΗΕ — δ. 

Μετά τόν προσδιορισμόν τοΟ ση¬ 
μείου Δ. εύρίσκομεν τήν διεύθυνσιν τής 
ζητουμένης τεμνούσης, γράφοντες τήν 
περιφέρειαν μέ διάμετρον ΒΔ καί όρί- 
ζοντες τό σημεϊον τομής της Ζ μετά 
τής (Δ, δ). Ή εύθεΐα ΔΖ δίδει τήν 
διεύθυνσιν, παραλλήλως πρός τήν ό¬ 
ποιαν πρέπει νά άχθή διά τοϋ Γ ή κατά τούς δρους τού προβλή¬ 
ματος ζητουμένη τέμνουσα. 

880 α. Σημαίοοσις. Είναι άδύνατος ή διά τοΟ κανόνος καί δια¬ 
βήτου λύσις τοΟ προβλήματος πρός τό όποιον οδηγεί φυσικώς τό 
προηγουμένως έξετασθέν : Λοϋνια&ν δύο περιφερειώι·. νά άχΟ/] ίκ αη- 
ιι./ον Α κοινή αϊτών τίμνονοα τοιαϊτη, ιϊιπτν ή όιαφοριι τών ν.τ * IIϊιή ,- 
χορΛιον νά Ιοονχαι πού; Αυ&ϊν μήχοί. (Ν. Α. (1880), σ. 480, ζτμ· 1351 · 
ΙιιΙ. ά. ΜιιΙΙι.. (1894), ο. 131, ζτμ. 238 καί (1894), σ. 207, Κ. Γ,βιιιοϊηε). 

Πρόβλημα 221 

881. Νά γραφή περιφέρεια άποτέμνουσα έπί τριών δοθεισών ευ¬ 
θειών χορδάς ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, ίσας πρός δοθέν μήκος λ. 

Έγγράφομεν εις τό τρίγωνον τών τριών ευθειών περιφέρειαν 
καί λαμβάνομεν έπί τής μιδς τών εύθειών καί άπό τοΟ σημείου 
έπαφής τμήμα ίσον πρός τό ήμισυ τοΟ δοθέντος μήκους λ. Ή 
όμόκεντρος περιφέρεια τής γραφείσης καί διά τοϋ άκρου τοϋ τμή¬ 
ματος τούτου διερχομένη άπαντφ εΐί τό πρόβλημα. 

Παραιήοηαα. Λύσεις τού προβλήματος παρέχουν καί αΐ παρεγ- 
γεγραμμέναι εις τό τρίγωνον περιφέρειαι. 

881 α. Σημτίωσις. Έάν αί χορδαί οφείλουν νά Εχουν άνισα 
μήκη λ, μ, ν, ό προσδιορισμός τοϋ κέντρου είναι άνέφικτος διά 
τοϋ κανόνος καί τοϋ διαβήτου· έπειδή έξαρτάται έκ της κατα¬ 
σκευής τών σημείων τομής δύο Ισοσκελών ύπερβολών. "Υπάρχουν 
τέσσαρες λύσεις. 

Τό πρόβλημα τής § 1488 α είναι τό έναλλακτόν τοϋ άνωτέρω. 
(Βλ. είς Απ. ά. <'·εΐΊ?·. τόμ. XIX, 1828 - 1829, σ. 175, ώραϊον σχετι¬ 
κόν άρθρον). 

Πρόβλημα 221 — 1 

882. Νά άχθή τέμνουσα δύο δοθεισών περιφερειών τοιαύιη, ώστε 
αί επ' αυτής χορδαί νά έχουν μήκη δοθέντα λ καί μ. 
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Έγγράφομεν εις τάς δύο περιφέρειας χορδάς μέ μήκη λ καί μ 
Λντιστοίχως. Έκάστη τών κοινών έφαπτομένων τών περιφερειών, 

μέ κέντρα Α καί Β καί έφα¬ 
πτομένων τών άχθεισών χορ¬ 
δών, άπαντφ είς τό πρόβλημα. 

Υπάρχουν τέσσαρες λύσεις 
έν γένει, δσαι καί αί κοιναί 
έφαπτόμεναι τός όποιας 6υ- 
νάμεθα νά φέρωμεν πρός δύο 
έζωτερικάς περιφέρειας. 

Πρόβλημα 221-11 

883. Δίδονται γωνία χαί δύο 
μήκη λ χαί ρ. Νά δρισθή έπί 
τής μιας πλευράς αημεϊον τοιοϋτον, ώστε ή περιφέρεια μέ κέντρον αυτό 
χαί αχτίνα ρ νά όρίζτ) έπί τής άλλης πλευράς χορδήν μήχονς λ. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυ- 
μένον καί έστω ΑΒ = λ, ΓΒ — ρ. 

Τό όρθογώνιον τρίγωνον ΒΔΓ εί¬ 
ναι κατασκευάσιμον, έπειδή γνωρί- 

ζομεν τάς πλευράς ΒΔ = — καί 

ΒΓ = ρ. Έάν λοιπόν τό παραθέσω- 
μεν είς τήν θέσιν ΘΖΕ τοϋ σχήμα¬ 
τος καί έκ τοΟ θ φέρωμεν παράλ¬ 
ληλον πρός τήν ΖΕ, όρίζεται τό κέντρου Γ τής ζητουμένης περι¬ 
φέρειας, ώς καί ή άκτίς αύτής ΓΒ, παράλληλος καί Τση πρός τήν 
ΘΖ πλευράν τοΟ τριγώνου ΘΖΕ. 

Πρόβλημα 221-III 



Σ χ, ο& 


884. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτίνος ρ άποτέμνουσα έπί 
δύο δσθεισών ευθειών χορβάς δοθέντων μηχών μ, ν. 

ΔΓ έκάστην τών εύθειών, κατασκευάζομεν τόν τόπον τών κέν¬ 
τρων τών περιφερειών τών τεμνουοών αύτήν κατά χορδήν Τσην 
πρός τό άντίστοιχον μήκος. Τά κοινά σημεία τών τόπων αύτών 
(§?881), τέσσαρα έν γένει, παρέχουν καί τάς τέσσαρας, τό πολύ, 
λύσεις τοΟ προβλήματος. 

Πρόβλημα 222 

885. Δίδονται δύο εϋθείαι χαί αημεϊον 
Γ. Νά γραφή περιφέρεια μέ χέντρον τό 
σημεϊον χαί δρίζουσα έπί τών ευθειών χορ- 
δάς ΑΑ' ΒΒ', τών οποίων τό άθροισμα 
νά Ισοδται πρός δοθέν μήχος 2 λ. 

ΎποΘέσωμεν τό πρόβλημα λελυμέ- 
νον καί ΑΑ’-)-ΒΒ'= 2λ. 

ΠαρατηροΟμεν, δτι έάν έγγράψωμεν 
είς τήν περιφέρειαν χορδήν ΖΖ', πα¬ 
ράλληλον πρός τήν μίαν τών εύθειών ΑΑ' καί Τσην πρός ΒΒ', θά 
έχωμεν ΓΕ = ΓΘ, ΑΔ + ΘΖ = λ· ή δέ μέση βάσις 1Κ τοΟ τραπε- 

<ίου ΑΔΘΖ θά (σοΟται πρός — · 




399 


Επομένως : 'Ρκ του Γ φέρομεν τό τμήμα Γθ, κάθετον έπί τήν 
μίαν τών εύθειών καί Τσον πρός τήν άπόστασιν τοΰ Γ άπό τής 
άλλης, καθώς καί τό ΚΙ, κάθετον είς τό μέσον τοΟ Δθ καί ίσο/ 

πρός ■ Ή κάθετος έπί τήν εύθεϊαν ΓΙ είς τό I τέμνει τήν 

πρώχην εύθεϊαν ε(ς τό σημεϊον Α τής ζητουμένης περιφερείας καί 
τής όποιας άκτίς είναι ή ΓΑ. 

Παραιήρηοις. Άναλόγως έργαζόμεθα 6ν δίδεται ή διαφορά τών 
χορδών άντί τοΰ άθροίσματος αυτών· άλλά τότε ή ΑΙΖ είναι δια¬ 
γώνιος τοΰ τραπεζίου. 

ΠράβΙημα 223 


886. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτϊνος 0 , τέμνουσα είς δύο 
Ισα μέρη δύο δοθείσας περιφερείας. 


Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον 
αί δέ χορδαί ΔΕ. Ζθ διάμετροι τών δο- 
θεισών περιφερειών. 

Επειδή τά όρθογώνια τρίγωνα ΓΒΖ 
καί ΓΑΔ είναι κατασκευάσιμα, ώς Εχοντα 
τάς ύποτεινούσας ϊσας πρός ρ και τάς 
πλευράς ΒΖ καί ΑΔ αύτών ϊσας πρός τάς 
άκτϊνας τών δοθεισών περιφερειών, τά 
άποστήματα ΓΑ καί ΓΒ είναι ώρισμένα. 

Κατ' άκολουθίαν, τό κέντρον Γ είναι 
τομή τών περιφερειών μέ κέντρα Α καί Β 
καί άκτϊνας τά άποστήματα ταΰτα, άντι- 
στοίχως. 


καί Εστω ΓΔ = ΓΖ = ρ, 



Πρόβλημα 223—1 

887. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άκιϊνος καί τέμνουσα δύο δι>- 
θείσας περιφερείας κατά -χορδάς δοθένιων μηκών. 

Ανάλογος λύσις πρός τήν τοΟ προηγουμένου προβλήματος. 


Πρόβλημα 223—II 

888. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτΐνος, τέμνουσα δοθεΐσαν 
περιφέρειαν κατά χορδήν παράλληλον καί ίσην πρός δοθέν τμήμα. 


Πρόβλημα 223-ΙΙΙ 

889. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο δοάέντων σημείων 
Α καί Β καί τέμνουσα περιφέρειαν (Γ) κατά χορδήν παράλληλον δοθεί¬ 
σης ευθείας ΧΥ. 

Τό κέντρον Ο τής ζητουμένης Θά εύρίσκεται έπί τής είς τό μέ¬ 
σον τής ΑΒ καθέτου καί έπί τής- έκ τοΰ Γ καθέτου έπί τήν ΧΥ. 


Πρόβλημα 223—IV 

890. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά σημείου Α καί τέμνουσα 
δύο δοθείαας περιφερείας (Β), (Γ) κατά χορδάς παραλλήλους πρός δύο 
δοθείσας εύθείας ΧΥ καί ΧΎ', άντιστοίχως. 



Τό κέντρον Ο τής ζητουμένης περιφέρειας είναι ή τομή τών 
έκ τών Β καί Γ καθέτων έηϊ τάς ΧΥ καί Χ'Υ' ευθείας, άντιστοίχως. 

Πρόβλημα 224 

891. Νά άχθί) τέμνουσα ΛΜΝ ιών πλευρών τριγώνου ΑΒΓ τοιαύτη. 
Λοτε Λ Μ — ΜΝ — λ δσθέν. 

θεωρήσωμεν τό Αντίθετον πρόβλημα (§ 213). 

Λαμβάνομεν έπ’ εύθεΐας Λ'Ν' τμήματα Λ·/Λ'=Μ'Ν'=λ καί διά 
τών σημείων Λ', Μ’, Ν’ φέρομεν τρεις 
εύθείας εις τρόπον, ώστε νά σχηματι- 
σθή τρίγωνον Α’Β'Γ' Τσον πρός τό 6ο- 
θέν ΑΒΓ. Πρός τοΟτο, κατασκευάζομεν 
τά κυκλικά τόξα Λ'Α'Μ' καί Μ'Β'Ν', 
μέ Αντιστοίχους έγγεγραμμένας γωνίας 
είς αύτά τήν γωνίαν Α τοΟ τριγώνου 
ΑΒΓ καί ιήν παραπληρωματικήν τής 
γωνίας Β αύτοΟ, καί διά τοΟ σημείου 
ΙΛ' φέρομεν τέμνουσαν Α'Μ'Β' τών 
6ύο περιφερειών Τσην πρός τήν ΑΒ 
(§ 878). 

Τό τρίγωνον Α'Β'Γ' είναι Τσον πρός 
τό ΑΒΓ καί 6έν μένει παρά νά ιιετσ- 
φέρωμεν τό τρίγωνον Α'Β'Γ' έπί τοΰ 
ΑΒΓ. ΑΙ θέσεις τών Λ’, Μ', Ν' έπί τών 
πλευρών τοΟ ΑΒΓ όρίζουν τήν ζητουμένην τέμνουσαν. 

Πρόβλημα 224-1 



892. Είς βοθέν τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή άλλο ΐοον πρός δοθέν 
ΛΜΝ. 

θεωροΟμεν τό Αντίθετον πρόβλημα καί έργαζόμεθα ώς καί 
προηγουμένως. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 215). 

Πρόβλημα 228 


893. Δίδονται δύο σημεία Α καί Β έπί περίφερεία; καί σταθερά 
διάμετρος ΕΖ αυτής. Ζητείται νά εΰρεθ{ τρίτον σημεΐον Γ έπί τής πε¬ 
ριφέρειας είς τρόπον, ώστε αΐ εόθείαι ΓΑ καί ΓΒ νά ορίζουν έπί τής 
διαμέτρου τμήμα ΜΝ δοθέντος μήκους. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 101). 

Πρόβλημα 226 


894. Δίδονται δύο σημεία Α χαί Β έπί περιφέρειας (Ο) καί σταθερά 
διάμετρος ΕΖ αυτής. Νά όρισθΐ έπί τής περιφέρειας τρίτον σημείον Γ 
τΐΗοϋτον, ώστε αί εύθείαι ΓΑ, ΓΒ νά όρίζουν έπί τής σταθερός δια¬ 
μέτρου τμήματα, εκατέρωθεν τού Ο, ΟΜ καί ΟΝ Ισα. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 102). 

Είς τά 6όο τελευταία προβλήματα δυνάμεθα νά έφαρμόρωμεν 
καί τήν Αλγεβρικήν μέθοδον (§§ 330, 331). ΧρησιμοποιοΟντες δέ 
τήν σχέσιν τοΰ Ρβτπιεί (§ 1329), θά ήδυνάμεθα νά λύσωμεν καί 
άλλα προβλήματα Ανάλογα πρός αύτά. 
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θεώρημα 228—I 

896. 'Εστιοοαν Μ, Ν βύο σημεία συμμετρικά άλλήλων πρός ιό κέν· 
τρον περιφέρειας (Ο) χαί Γ αημείον τυχόν τής περιφέρειας. Αί εύθείαι 
ΓΜ, ΓΟ, ΓΝ τέμνουν τήν περιφέρειαν ε(( τα Α, Τ χαί Β. Δείξατε, δτι 
α( εύθείαι ΑΒ χαί ή έφαπτομένη τής περιφέρειας είς Τ τβμνονται έπί 
τής ΜΝ. 

Ή παράλληλος ΒΗ πρός τήν Διάμετρον Διαιρείται είς τό I ύπό 
τής ΟΤ είς Δύο τμήματα 

Ισα· έπίσης, ό πούς Κ _\ 

τής έκ τοΟ Ο καθέτου Α.-^"” 

έπί τήν ΑΒ Διαιρεί αύ- 
τήν είς Δύο τμήματα Ισα. 

Είναι έπομένως ή ΙΚ 
παράλληλος πρός τήν 
ΑΜ, ή γωνία ΙΚΒ Ιση 
πρός τήν ΜΑΒ ή ΓΤΒ 
καί τό τετράπλευρον 
ΙΚΤΒ έγγράψιμον. Κατ’ 

Ακολουθίαν 

γωνία ΙΤΚ=ΚΒ1=ΚΘΟ, 

Δηλ. καί τό τβτράπλευ- 
ρον ΟΚΤΘ είναι έγγρά¬ 
ψιμον καί δρα 

ΟΚΘ = 90« = ΟΤΘ. 

Ήτοι, ή συνΔέουσα εύθεϊα τό σημείον θ, τομής τής ΜΝ καί 
ΑΒ, μετά τοΟ Τ είναι κάθετος έπί τήν άκτϊνα ΟΤ ή έφαπτομένη 
τής περιφέρειας (Ο). 



θεώρημα 228—11 

896 α. Πρός όρισμόν ένός σημείου Γ τοιούτου, ώστε αί συνβέουσαι 
αύτό εύθείαι μετά των Α καί Β νά τέμνουν Δοθείοαν Διάμετρον κατά 
σημεία συμμετρικά πρός τό χέντρον Ο, άρχει νά άχθή ή εύθεία ΑΒΘ, 
ή έφαπτομένη ΘΤ χαί ή Διάμετρος ΤΟΓ. 

Είναι ή κατασκευή τών ΟβΟΓ^εε Κ,ίΐΙ ( Ρπ>1>1έτηεί άε Οέο»ιέΙνίε 
ΑηαΙ^ϋηηβ) και ϋεεόονεε ((^ιιεείίοηε άε 6’έοιιι έΐείβ, 2α ΕκΔ., σ. σ. 
187, 188.—IX). 

Μία λόσις τοΟ Ανωτέρω προβλήματος ΔΙΔεται καί διά τής θεω¬ 
ρίας τών πόλων χαί πολικών (Τταίίέ άε Οέοτηέΐτίε, ΚοιιεΔέ εΐ ΟοπιΔε- 
Γοιικεε, 7η ΕκΔ., η° 347, σ. 244). 

Πρόβλημα 228-III 

896 α. Πρόβλημα 694, άντιχαθιστωντες τήν διάμετρον Διά χορΔής 
χαί τοΰ μέσου της. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 274). 

β. Ίδιον πρόβλημα· ή Δοθείσα εύθεία ΕΖ είναι τυχοΟσα χαί τό Ο 
τυχόν σημείον έπ’ αύτής. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 276). 

Γεωμετρία 26 
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Γωνίαι 


897. Τά προτιθέμενα προβλήματα δύνανται νά διαιρεθοΟν εις 
τρεϊς κυρίας κατηγορίας. 

α) Διαίρχαις γωηΰν. Ή κατηγορία αί)τη περιλαμβάνει πάντα τά 
προβλήματα, είς τά όποια άπαιτεϊται ή άγωγή τής διχοτόμου δο- 
θείσης γωνίας (§§ 898, 899) καί ή διαίρεσις τόξου είς τρία Τοα 
μέρη (§§ 910, 912), 

β) Καχαοκινη γωνίας ίσης Λρός Μιίααν. Είς ταύτην τοποθετοΟνται 
έκείνα είς τά όποια ζητείται, δπως δύο ή τρία δοθέντα εύθύ- 
γραμμα τμήματα φαίνωνται Οπό Τσας γωνίας (§§ 902, 903, 904, 

γ) Είς μερικός άσκήσεις σπουδάζεται ή μεταβολή μιδς γωνίας 
τής όποιας η κορυφή μετακινείται, ή τής όποιας αί πλευραί μετα¬ 
βάλλονται καθ’ ώρισμένον νόμον (§§ 923, 924, 929). 

Διά τήν λύσιν τών προβλημάτων τών δύο τελευταίων κατηγο¬ 
ριών βοηθούμεθα κυρίως ύπό τοΟ χνκλιχον τάξου μί ίο&ιΐοαν ίγγ*- 
γραμμίνην γωνίαν ιΐς ανχό (§§ 904 , 907, 919, 921, 924, 926) καί τής 
μεθόδου διό Λιπλαοιααμον η ον/ιμιιρίας (§§ 902 , 914, 915, 925). 

Πρόβλημα 227 

898. Δίδεται ή διχοτόμος καί μία τών πλευρών γωνίας χαί ζητείται 
νά χατασχευασΦή ή άλλη πλευρά, άν αί δύο πρώται εϋάεΐαι τέμνωνται 
ίχτός τού χάρτου σχεδιάσεος. 

Λαμβάνομεν τά συμμετικά ώς πρός τήν διχοτόμον δυο σημείων 
τής δοθείσης πλευράς κλπ. 

Πρόβλημα 227-1 

898 α. Νά διαιρεβή δοάεΐσα γωνία Α είς δύο μέρη ίσα άνευ τής 
χρήοεως τοΟ διαβήτου. 

Τή βοηθείφ ένός κανόνος μέ Τσας διαιρέσεις έπ’ αύτοΟ, λαμ¬ 
βάνομεν άπό τής κορυφής Α καί έπί τών πλευρών τμήματα 
ΑΒ = ΑΓ, ΑΒ' = ΑΓ'. Ή εύθεία ή συνδέουσα τήν κορυφήν Α 
μετά τοΟ .σημείου τομής Ο τών ΒΓ’ καί ΓΒ' είναι ή διχοτόμος 
τής γωνίας ΒΑΓ. 

Πρόβλημα 227-11 

899. Δοάέντος τριγώνου, νά κατασκευαστή ή συρ μετρική ευθεία τή; 
διαμέσου ώς πρός τήν έχ τής αύτής χορυφής διχοτόμον. 

Έστω ΑΜ = ΒΜ. 

Αρκεί νά λάβωμεν ΓΒ'=ΓΒ, ΓΑ'=ΓΑ καί νά φέρωμεν τήν 
συνδέουσαν τήν κορυφήν Γ μετά τοΟ μέσου Μ' τής Α'Β'. ΑΙ εό- 
θεϊαι ΓΜ, ΓΜ' είναι Τσον κεκλιμένοι πρός τήν διχοτόμον ΓΙ. 
(Βλ. έπμ. § 1229, II). 

899 α. 2ημ*ίχ»οις. *Η εύθεία ΓΜ', άρχικώς όνομασθεϊσα άπχ- 
ίίαράΐληίος διάμεσος ύπό τοΟ ΐΛΓποϊηβ, είναι σήμερον γνωστή ύπά 
τό όνομα ανμμιχροόι&μιαος (εγηιέάΐεπε), τό όποιον τής προσέδωσε ό 
Μ. ΡΌοε^ηβ (Ν.Α. (1883), σ. σ. 450, 459- (1883) σ. 25· (1885) σ. 360). 
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'Ο Ι>ΓΓηοΐπί, άπό τοΟ 1873, ύπέδειξε πολλάς Ιδιότητας του κοι- 
νοΟ σημείου τών συμμετροδιαμέσων ένός τριγώνου καί αί παρα¬ 
τηρήσεις αύταί δύνανται νά 
θεωρηθούν ώς ή άπαρχή τών 
έρευνών, αΐτινες ώοήχησαν 
εις τήν δημιουργίαν τής Γεω¬ 
μετρίας τοΰ Τρίγωνον. (Βλ. έπμ., 

§§ 2330, 2352). 

Ό Μ. ά’Οοαβαε έπίσης έπε- 
δόθη Ιδιαιτέρως εις τήν σπου¬ 
δήν τών ευθειών αυτών. 

Πρόβλημα 228 

900. Έχ δοθέντος σημείου Α 
νά άχθή εύθεΐα τέμνουσα δοθε - 
σαν άλλην χατά δοθεΐσαν γω¬ 
νίαν φ. 

ΕΙς τό τυχόν σημεΐον τής 
βοθείσης ευθείας σχηματίζο- 
εν γωνίαν Ιοην πρός τήν δο- £/.· 

εΐσαν καί Ιχουσαν μίαν πλευ¬ 
ρών 4πΙ τής Εύθείας. Ή ίκ τοΟ Α παράλληλος πρός τήν έτέραν 
πλευρών τής γωνίας είναι ή ζητουμένη. 

Υπάρχουν δύο λύσεις. 

Πρόβλημα 228—I 

901. Δίδονται ευθεία ΧΥ καί δύο σημεία Α καί Β έκτός αυτής. 
Νά Εύρεθή σημείο Γ έπί τής εύθείας τοιοντον, ώστε μία των διαμέ¬ 
σων τοΰ τριγώνου ΑΓΒ νά τέμνη τήν ευ¬ 
θείαν χατσ δοθείσαν γωνίαν. 

α) Διά τήν διάμεσον ΔΓ, άρκεϊ νά 
άχθη διά τοΟ μέσου Δ τής ΑΒ ή εύθεία 
ΔΓ κατά τήν γωνίαν α πρός τήν ΧΥ. 

β) "Αν ή διάμεσος άγεται έκ μιας 
νών άλλων κορυφών, λ. χ. τής Α, φέρο- 
μεν έκ τοΟ Α τήν ΑΖ κατά τήν Βοθεΐ- 
σαν γωνίαν πρός τήν ΧΥ καί τέμνομεν 
αότήν είς τό Μ ϋπό τής εύθείας ΘΜ, 
παραλλήλου πρός τήν ΧΥ καί είς άποστάσεις άτ αύτής καί τοΟ 
σημείου Β Τοας. Ή ΒΜ τέμνει τήν ΧΥ 
«Ις τό ζητούμενον σημεΐον Γ. 

Πρόβλημα 228-11 

902. Δύο τοίχοι ΟΓ, ΟΔ σχηματίζουν 

πρός άλλήλους γωνίαν τυχοϋσαν, δύο δέ 
άτομα Α χαΐ Β είναι έστραμμένα πρός 
αύτούς. Είς ποια σημεία τών δύο τοίχων 
πρέπει νά τοποθετηθούν δύο κάτοπτρα 
Ε, Ζ, Ινα καταστή δυνατόν τά δύο ταΟτα Σ *· Μ °· 

Ατομα νά άλληλορλέπωνται; 

Έστωσαν Α' καί Β' τά συμμετρικά τών σημείων Α καί Β 
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πρός ιούς δύο τοίχους Αντιστοίχως· αί τομαί τών ΟΓ καί ΟΔ 
μετά τής Α'Β' εύθείας καθορίζουν τά ζητούμενα σημεία. 

Επειδή αί γωνίαι ι είναι Τσάι πρός άλλήλας, ώς καί αΐ ρ. καί 
Επομένως ή τεθλασμένη γραμμή ΑΕΖΒ είναι πορεία όπτικής 
άκτϊνος. 

Πρόβλημα 228-III 


903. 


\ ε 


Δοθέντος ένός τυχόντος τετράπλευρου ΑΒΓΔ, νά εύρεθοΰν τά 
σημείο τής περιμέτρου του, έχ τών όποιων δυο 
απέναντι πλευραί, αί ΑΔ χαϊ ΓΒ λ.χ·, φαίνονται 
ύπό τήν αυτήν γωνίαν. 

Διά νά λόφωμεν ιό έπΐ τής ΑΒ κείμε¬ 
νον, όρίζομεν τά σημειον Γ', συμμετρικόν 
τοΟ Γ πρός τήν ΑΒ, καί φέρομεν τήν εύθεΐαν 
ΔΓ'. Ή τομή της Ε μετά τής ΑΒ είναι τό 
ζητούμενον σημειον. 

Τελείως όμοίως όρίζεται καί τό σημειον 
Ζ έπϊ τής ΔΓ. 

Πρόβλημα 229 

904. Νά εύρεθή σημείον, έξ οδ αί τρεις πλευ¬ 
ράς τριγώνου φαίνονται ύπό τήν αύτήν γωνίαν. 



Σϊ.ΜΙ. 


Έστω Ο τό σημειον αυτό. 

ΆφοΟ αί τρεις περί τό 



έκάστη τούτων Θά 


Ο γωνίαι είναι Τσάι, 
4 

είναι Γση πρός τά μιβς 


Σι. 5*2. 


όρθής γωνίας. Επομένως, τό σημείον Ο είναι ή 
τομή δύο κυκλικών τόξων, διερχομένων διά βόο 
κορυφών τοΟ τριγώνου Εκαστον καί μέ έγγεγραμ- 
μένην γωνίαν είς αύτό Τσην πρός 120*. 

Βλ. καί προηγούμενου θέμα (§ 754). 

Πρόβλημα 229—1 


906. Νά εύρεθή σημείον, έξ οδ αί πλευραί ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ δοθέντος 
τριγώνου ΑΒΓ νά φαίνωνται ύπό δοθεί σας γωνίας μ, ν, ρ άντιστοίχως. 

α) 'ΕΑν τό σημειον πρέπει νά είναι Εσωτερικόν τοΟ τριγώνου. 
Θά βχωμεν μ + ν + ρ = 4 όρθάί γωνίαι καί Επομένως θά 1 ταυτίζε¬ 
ται πρός τήν τομήν Ο τών τόξων (Α, Β, μ) καί (Β, Γ, ν)· έπειδή 

Α 

κατ" Ανάγκην θά είναι τότε ΑΟΓ = ρ. 

β) *Εάν τό σημείον είναι Εξωτερικόν, μία τών γωνιών θά είναι 
τό Αθροισμα τών δύο άλλων· ή κατασκευή μένει ή Ιδία. 


Πρόβλημα τοΰ Βγμμγ3 229—II 

906. Να εύρεθή είς τό έσωτεριχόν ένός τριγώνου ΑΒΓ σημ^ου 
Ο τοιοδτον, ώστε αί γωνίαι ΟΑΒ, ΟΒΓ, ΟΓΑ νά είναι ίσαι (Ν, Α·, 
1875, σ. 192, ζτμ. 1166, Η. ΒγοοεγιΓ λύσις ύπό Οικία, σ. 286). 

Έπΐ τών πλευρών α, β, γ τοΟ τριγώνου γράφομεν τόξα μέ έγ- 
γεγραμμένας γωνίας είς αύτά Γ, Α, Β, άντιστοίχως. 




405 


1) Τά τόξα ταΟτα τέμνογται είς τό αυτό σημεΐον Ο, Επειδή 
τό Αθροισμά των εΤναι 360°. 

2) Ή γωνία Ο ΑΒ = ΟΒΓ, ώς Εχουσαι τό αύτό μέτρον, τό ήμισυ 
τοΟ τόξου ΟΒ· Επειδή τό τόξον ΑΟΒ Εφάπτεται τής ΒΓ. Επίσης 
γων. ΟΒΓ = ΟΓΑ, ώς μετρούμεναι ύπό τοΟ ήμίσεος τοΟ τόξου ΟΓ. 

Παρατηρήοεις. 1) Λαμβάνομεν μίαν δευτέραν λύσιν τοΟ προβλή¬ 
ματος γράφοντες τά τόξα ΑΟ'Β, ΒΟΓ, ΓΟΆ, Εφαπτόμενα τών 
πλευρών β, γ, α, άντιστοίχως. 



2) ΑΙ περιφέρειαι, αΐ διερχόμεναι διά δύο κορυφών τριγώνου 
καί έφαπτόμεναι μιδς τών άλλων πλευρών καλοΟνται ίπισννημ- 
μίται (αά]θίηίβ>) περιφέρειαι (*°). 

3) Τά σημεία Ο καί Ο' όνομάζονται οημιΐα εοΟ Βτοοατά. 

907. ΣημαΙοοοις. Τό άνωτέρω ζήτημα, προταθέν είς τά Νοιιν. 
Λαηεΐεε τό 1875, όπήρξεν ή άπαρχή πολλών καί άξιολόγων Εργα¬ 
σιών καί αΐτινες, μετά τών άναφερομένων , είς τό οημιΤον καί τούς 
χνχίσντ τον Ιβτποίηβ (Ν. Α. 1873, σ. 364)' άποτελοΟν τάς δύο κυ¬ 
ρίας πηγάς τής Γεωμετρίας τού Τριγώνσν. 


Πρόβλημα τοθ Χάρταν 230 

908. ΔοΟέντων τριών σημείων Α, Β, Γ, 
να ευρεάή τέταρτον, άπό τοδ όποιου τά 
τμήματα ΑΒ χαΐ ΒΓ νά φαίνωνται ΰπό 
δσθείσας γωνίας ρ καί α. 

Εκατέρωθεν τοΟ τμήματος ΑΒ γρά· 
φομεν τά τόξα ΑΔΖΒ καί ΑΘΕΒ μέ 
Εγγεγραμμένος γωνίας εις αύτά Τσας 
πρός ρ· όμοίως καί τά τόξα ΒΔΗΓ καί 
ΒΕΜΓ μέ έγγεγραμμένας γωνίας Τσας 
πρός σ. Τά κοινά σημεία Δ καί Ε τών 
γραμμών αύτών είναι τά ζητούμενα 



60. 2 η μ. 11 ετ. Λέν άνεύρομεν καταλληλότερο» όρον είς τήν Ελλη¬ 
νικήν. 
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909. Σημβίωαις. 1) Τό πρόβλημα τον Χάρτου άποδίδετάΐ είς τόν 
Γοίΐι ιιοί, δστις τό έδημοσίευσε βΐς τά Μέτηοΐεε» άβ ΙΆεαάότηΐβ τά 
1692, άν καί οΐ “Αγγλοι άζιοΟν τήν προτεραιότητα διά τοΟ συμ¬ 
πατριώτου των )οΗη Οοΐΐΐπβ, τοΟ όποίου ή λΰσις εύρίσκεται εις τά 
Τ,αηΰαβΙίοη» ΡΙιίΙοιορΙήφίβΒ, 1671. 

ΤοΟ προβλήματος τούτου έπελήφθη τό 1624 ό βηβΐΗαε είς τά 
ϊργον το υ Ει·αΙοβ11ι*ηα ΙαΙαυκβ’ ύποδεικνύει τήν χρησιμοποίησιν δύο 
κυκλικών τόΕων, πρός προσδιορισμόν τοΟ τετάρτου σημείου, δταν 
είναι γνωσταϊ α) άποστάσεις τών τριών άλλων σημείων άπ' άλ- 
λήλων (Μ. Α. 1Θ57- ΙΙιιΙΙεΙΐη, σ. 89· ΜαΙΗειίχ, 1884, σ. 64). 

Τέλος, λύσιν τοΟ προβλήματος κομψήν δίδει καί ή Τριγωνομε¬ 
τρία (Τ>'ί(/οηο»ιά/>'ίβ Οπό Κ. )., η* 92). 

2) Ό Ο. Ββΐΐεΐηΐϊϊ Οποδεικνύε τήν άκόλουθον, πολύ άπλήν κα¬ 
τασκευήν (Σχ. 545): 

Σχηματίζομεν τάς γωνίας ΒΓΖ = ρ, ΒΑΖ = σ ψέρομεν τήν ΒΖ, 
καθώς καί τάς ευθείας ΑΔ, ΓΔ κατά γωνίας ΒΑΔ = ΒΖΓ καί 
ΒΓΔ — ΒΖΑ. Τά τρίγωνα ΑΒΔ καί ΒΓΔ είναι δμοια πρός τά 

Λ Α 

ΒΓΖ καί ΒΑΖ, άντιστοίχως, καί έπομένως ΑΔΒ = ρ, ΒΔΓ = σ. 

Ή κατασκευή αϋτη άπορρέει, έκ τής ΜβΦΜον »ώκ Ιοοίνναμ ιών. 

Κατ' αύτήν «θεωροΟμεν εύθύγραμμα 
τμήματα έπί τοΟ έπιπίδου. Ακολού¬ 
θως, παριστώντες αύτά διά συμβόλων 
καταλλήλων, ώστε νά ύποδηλοΟνται 8Γ 
αύτών τά μεγέθη καί αΐ διευθύνσεις 
των, καί άναζητοΟντες τήν Ικφρασιν 
τών γεωμετρικών σχέσεων, τών συν- 
δεουσών πρός άλληλα τά διάφορα μέρη 
τών σχημάτων του έπιπέδου, δημιουρ- 
γοΟμεν οΰτω (να Λογισμόν (Λογισμός 
τών Ισοδυναμιών (έηιιϊροΗεηοεε) καί τοΟ 
όποιου οΐ κανόνες είναι οΐ Ιδιοι 
μέ έκείνους τοΟ συνήθους άλγεβρικοΟ 
λογισμοΟ. Κατά τόν τρόπον αύτόν εΰ- 
ρισκόμεθα κάτοχοι ένός άναλυτικοΟ όρ- 
γάνου εύχειρίστου καί τοΟ όποίου ή 
έφαρμογή είναι γενικωτάτη έπί παν¬ 
τός θέματος τής έπιπέδου Γεωμετρίας». 
(Εχρο$\1ίοη άβ Ια τηέΙΗοάε άεβ έηαΐροΐ- 
ΙεηεεΒ ύπό Οϊιιεία Βείίενϊιίϋ, μετφρ. Ο.-Α. Ι,εΐβεηΙ). 

Πρόβλημα 231 

910 · Νά διαιρεθή όρόή γωνία είς τρία 
ίσα μέρη. 

Μέ κέντρον τήν κορυφήν Α καί άκτϊνα 
τυχοΟσαν γράφομεν περιφέρειαν τέμνου- 
οαν τάς πλευράς τής γωνίας είς Β καί Γ. 
Τά έντός τής γωνίας σημεία τομής Δ, Ε 
τής περιψερείας αυτής καί τών περιφε¬ 
ρειών μέ κέντρα τά Β καί Γ καί άκτϊνα 
τήν (δίαν, όρίζουν τρείς γωνίας ΕΑΒ, 



& 



2χ. Μ·*»· 


ΕΑΔ καί ΔΑΓ Τοας. 
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Επειδή τά τρίγωνα ΑΒΔ καί ΓΑΕ είναι Ισόπλευρα καί Επομέ¬ 
νως Γ ΑΔ = Ε ΑΒ = 30°. 

Σημαίτοατς. Τό πρόβλημα τής ιριχοτομήσιωι μιας τ νχονοης γωνία-, 
άποδεικνύεται αδύνατον, διά τής χρήσεως τοΟ κανόνος κοφ διαβήτου 
μόνον (Βλ. § 501). 

Τό ημισυ τής γωνίας ΓΑΔ είναι τό τρίτον γωνίας 45°. 


Πρόβλημα 232 

911. Διά σημείου Β δοθέντος έπί διαμέτρου ΑΓ περιφέρειας (Ο), νά 
χορδή ΔΒΕ τοιαύτη, ώστε τό τόξον ΓΕ νά είναι τριπλ'σιον τοΟ 
τόξου ΑΔ. 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον καί ΔΟΖ ή διάμετρος διά τοΟ 
Δ. θά Εχωμεν 

-- 1 /-ν 1 

ΓΖ = ΑΔ = -3- ΓΕ = -γ ΖΕ · 

Άλλ' ή γωνία Δ Εχει ώς μέτρον 
-^-ΖΕ καί γων. ΒΟΔ = ΓΟΖ, ήτις Εχει 

ώς μέτρον τό τόξον ΓΖ = -γ ΖΕ· άρα 

γων. ΒΟΔ — ΒΔΟ, δηλ. τό τρίγωνον 
ΒΟΔ είναι ισοσκελές. Επομένως : 

Μέ κέντρον τό Β καί άκτΐνα ΒΟ γράψομεν περιφέρειαν καί έκ 
τού σημείου τομής Δ αύτής καί τής δοθείσης ψέρομεν τήν ΔΒΕ 
χορδήν, ήτις είναι ή ζητουμένη. 

Παρατήρηοκ. θά πρέπει ΟΒ > ΑΒ, Τό σημεΐον Δ' δίδει μίαν 
Δευτέραν λύσιν. 

Πρόβλημα 232—1 



912. Τό ίδιον ζήτημα άλλά τό δοθέν οημείον εόρίσκεται έπϊ τής 
προεχτάσειος τής διαμέτρου. 

Εις τήν περίπτωσιν αότήν Θά πρέπει νά Θεωρήσωμεν τό ση- 
μεϊον I, κοινόν τής δοθείσης περιφέρειας (Ο) καί τής έχούσης κέν¬ 
τρον θ καί άκτΐνα τήν Ιδίαν μετά τής (Ο). 

Α Α 

Πράγματι, ΙΘΟ = ΘΟΙ (άφοΟ τό-τρίγωνον ΙΘΟ είναι ισοσκε¬ 
λές) = 71 . Άφ· έτέρου : 


ΑΝ 

ΙΘΟ = 



"Ωστε: 


ΑΚ = 3Π. 


Πρόβλημα 232—11 

913. Δίδονται τρίγωνον ΑΒΓ καί οημείον Δ έκί τής ΒΓ. Νά εΰρβδή 
οημείον Ο έπί τής ΑΔ έκ ιού όποιου τά τμήματα ΒΔ, καί ΓΔ νά φαι· 
νωνται ύπό τήν αυτήν γωνίαν. 
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'Ορίζομεν τό σημεϊον Γ', συμμετρικόν τού Γ πρός τήν ΑΔ. καί 
φέρομεν τήν ΒΓΌ. 

Πρόβλημα 232-III 

913 α. Δίδονται δύο ιεμνόμεναι εϋθεϊαι ΟΧ, ΟΥ χαί σημεϊον Μ. 
Ζητείται νά άχθοΟν διά τοΰ σημείου δύο εύθεϊαι ΜΑΒ, ΜΔΓ τοιαΟται, 
ώστε ή γωνία των νά είναι δοθεϊσα φ χαί τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ έγ- 
γράψιμον. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον. Επειδή τό τετρότπλευρον εΤναι 
ίγγράψιμον, αΐ γωνίαι Β καί Δ εΐναι παραπληρωματικοί καί Επο¬ 
μένως αΐ όξεΐαι γωνίαι ΑΒΟ καί 
ΟΔΓ Τσάι. ΑΙ εϋθεΐαι, 4ρα, ΜΒ. 
ΜΔ συναντοΟν τάς ΟΧ καί ΥΥ' ύπό 
Τσας γωνίας. 

Αρκεί λοιπόν νά άχθη ή ΜΙ πα¬ 
ράλληλος πρός τήν διχοτόμον τής 
.2 γωνίας ΧΟΥ καί νά φέρωμεν τάς 

εύθείας ΜΑΒ καί ΜΓΔ, κατά γω¬ 
νίας πρός τήν ΜΙ Τσας πρός τό 
ήμισυ τής γωνίας φ. 

Παραχήρηαα. Ή παράλληλος ΜΚ 
πρός τήν διχοτόμον τής γωνίας 
ΧΟΥ' παρέχει Βευτέραν λόσιν. Διά 
2 Γ* τό πρώτον μέρος, οι άξονες ΟΧ, ΟΥ 
δύνανται νά εΐναι τυχόντες. 

913 β. Σημαίασις. 1) Τών άξόνων 
,γς δντων ορθογωνίων, ό τόπος τών κέν¬ 

τρων τών περίγεγραμμένων περιφε- 
ρ- ών είς τά διάφορα τετράπλευρα, 
τά άνι στοιχοΟντα εις τάς διαφό- 
ρους τιμάς τής γωνίας φ, είναι εό- 
θεΓα διά τοό Μ κάθετος έπί τήν 
ϊϊ· 4*·· διαγώνιον ΡΠ τοΰ όρθογωνίου 

ΟΡΜΓΤ ή διαγώνιος αΟτη είναι ό 
κοινός ριζικός άξων πασών Τών περιγεγραμμένων περιφερειών. 

2) Ό τόπος τών κέντρων Ε, Ζ τών περιγεγρο Μΐένων περιφε¬ 
ρειών (έστιγμένων εις τό σχήμα), διά μίαν ώρισιιένην τιμήν τής 
γωνίας φ καί δταν τό σημεϊον Μ γράφη περιφέρειαν Ιχουσαν 
κέντρον τό Ο, άποτελεϊται έκ δύο Τσων Ελλείψεων, έχουσών τό Ο 
κοινόν κέντρον καί τών όποιων οί άξονες διευθύνονται κατά τάς 
διχοτόμους τών γωνιών τών εύθειών ΧΧ', ΥΥ*. 

Πρόβλημα 233 

914. Έπί δοθείαης ευθείας ΧΥ νά όρισθή σημεϊον Γ τοιοΰτον, ώστε 
αΐ έξ αϋτοΟ έφαπτόμεναι πρός δύο δοθείσας περιφέρειας (Α) καί (Β) νά 
σχηματίζουν Τσας γωνίας μετά τής ΧΥ. 

(Βλ. ΜίΜοι, § 147). 

Πρόβλημα 233-1 

915. Δίδονται εύθεΐα ΧΥ χαί δύο σημεία Α χαί Β πρός τό αυτό 
μέρος τής εύθείας κείμενα. Νά εύρεθβ σημεϊον Γ έπί τής ΧΥ τοιοΟτον 

ώστε ΑΓΧ =2ΒΓΥ. 
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'Η λύρις είναι άπλουστάτη διά της συμμετρίας (§ 145). 

Πράγματι, ή έκ τοΟ σημείου Α έφαπτομένη πρός τήν περιφέρειαν, 
τήν (χουσαν κέντρον τό συμμετρικόν 
Β' τοΟ σημείου Β πρός τήν ΧΥ καί 
έφαπτομένην αύτής, τέμνει τήν ΧΥ 
κατά τό ζητούμενον σημεΐον. Επειδή 

γων. ΒΓΥ = Β'ΓΥ = Β'ΓΔ* 
έπομένως: 

γων. ΒΓΥ = -1 ΔΓΥ = -ί- ΑΓΧ. 

Πρόβλημα 233-Π 

910. Τά Ιδια δεδομένα. Νά εδρεδή σημεΐον Γ έπί τής ΧΥ τοιοΰτον, 
ώστε τό άθροισμα τών γωνιών ΑΓΧ χαΐ ΒΓΥ νά είναι δοθεΐσα γωνία 
<ρ. Ποιον τό έλαχιστον τοΟ Αθροίσματος αύτοΟ ; 

Είναι τό Γ τό κοινόν σημεΐον τής ΧΥ καί του τόξου (Α. Β, 160·—φ). 

Τό έλάχιστον τοΟ Αθροίσματος φ άντιστοιχιά είς τό μέγιστον 
τοΟ παραπληρώματός του 160° — φ, δηλ. είς τήν· μεγίστην γωνίαν 
ΑΓΒι καί τοΟτο λαΐ’Βάνεται βταν τό τόξον ΑΓΒ έφάπτεται τής 
ΧΥ. Υπάρχουν δύο Λύσεις· έν τούτοις, ή γραφή τοΟ τόξου αύτοΟ 
Ανάγεται είς τά προβλήματα τοΟ III Βιβλίου. 

Πρόβλημα 233—III 

910 α. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί σημεΐον & έπί τής πλευράς ΒΓ. 
Νά εύρεθή σημεΐον Ο έπί τής ΒΔ τοιοϋτον, ώστε τό τμήμα ΒΔ νά φαί¬ 
νεται ίξ αύτοΟ ύπό γωνίαν διπλάσιάν τής ΔΟΓ. 

Όρίζομεν τό σημεΐον Γ'. συμμετρικόν τοΟ Γ πρός τήν ΑΔ, 
γράφομεν περιφέρειαν μέ κέντρον Γ' καί έφαπτομένην τής ΑΔ 
καί φέρομεν τήν έφαπτομένην ΒΟ. 

Έάν θεωρήσωμεν καί τήν προέκτασιν τής ΑΔ, θά έχωμεν έν 
γένει δύο λύσεις. 

Πρόβλημα 234 

917. Νά εύρεθή ση- 
μεΐον έξ οδ δύο δοθείσαι 
περιφέρειαι (Λ) καί (Β) 
φαίνονται ΰπό δοθεΐσαν 
γωνίαν. 

ΔΓ έκάστην τών 6ο- 
θεισών περιφερειών, γρά¬ 
φομεν τόν τόπον τών 
σημείων έκ τών όποίων 
ή περιφέρεια αΟτη φαί¬ 
νεται υπό τήν δοθεΐσαν 
γωνίαν (§ 775). Αί δύο, 
έν γένει, τομαί τών τό¬ 
πων αύτών είναι δύο 

σημεία Γ, Δ κατά τούς δρους τοΟ προβλήματος. 
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Παρατήρησή. *Η τέμνουσα ΜΚ Βρίζει .έπ' αυτής Τοας χορβάς 
τών περιφερειών (Α) καί (Β). Τό αύτό συμβαίνει καί 6»* τάς Λ·. 
ΜΙ καί ΚΛ χεμνούσας. (Βλ. έπμ. § 1259 β, 2). 

Πρόβλημα 234—1 

618. Νά εόρεθή σημεΐον, έξ ου τρεις (οαι περιφέρειαν φαίνονται ΰπό 
τήν αυτήν γωνίαν. 

Είναι χό κένχρον τής περιφέρειας τής Βιερχομένης Βιά τών 
κέντρων τών τριών Βοθεισών περιφερειών. 

Παρατήρησα. Έάν αΐ άκτίνες είναι άνισοι, τό πρόβλημα άνήκει 
είςτό III Βιβλίον. (Βλ. έπμ. § 1359). 



Πρόβλημα 234—11 

616. Δίδονται Βύο Ιααι περιφέρειαν (Α), (Β) χαϊ αημεΐον Γ έπΐ τής 
μιας έξ αύτών. Νά άχθή εΰθεϊα ΜΝ, παράλληλος χαϊ Ιση πρός τήν ΑΒ, 
είς τρόπον, ώστε ή γωνία ΜΓΝ νά ίχη δοθέν μέγεθος φ. 

ΎποΘέχοντες τό πρόβλημα λελυμένον άγόμεθα είς τήν άκόλου- 
θον κατασκευήν : 

ΈπΙ τής ΔΕ, Τσης καί παραλλήλου τής ΑΒ, γράφομεν τόξον 

ΔΟΕ μέ έγγεγραμμένην γωνίαν 
είς αότό Τσην πρός φ καί έκτε· 
λοΟμεν μίαν παράλληλον μεταφο· 
ράν είς τρόπον, ώστε τό τόξον 
τοΟτο νά Βιέλθη Βιά τοΟ Γ. 

Τήν θέσιν τής ΜΝ όρίζομεν 
καί Αλλως: 

Κατασκευάζοαεν τρίγωνον ΑΙΒ 
Ισον πρός τό ΔΗΕ (π τό κένχρον 
τοΟ τόξου ΔΟΕ). Τό τετράπλευ- 
ρον ΗΕΒΙ είναι παραλληλόγραμ¬ 
μον. Ακολούθως, μέ κένχρον I 
καί άκχΐνα 1Η γράφομεν περιφέρειαν καί ΘεωροΟμεν τήν τομήν Κ 
αύτής καί τής περιφερείας μέ κένχρον Γ καί άκχΐνα ΔΗ. 

Τό σημεΐον Κ θά είναι ή νέα θέσις τοΟ κέντρου Η τοΟ τόξου 
ΔΟΕ (κατά τήν προηγουμένην μεταφοράν), καί αί τομαί Μ, Ν. 
τής περιφερείας (Κ, ΚΓ) καί χών Βοθεισών όρίζουν τήν χορΒήν 
ΜΝ, Τσην καί παράλληλον τής ΑΒ. 

Πρόβλημα 234-111 

620. Δίδονται δύο Ισα εύθύγραμμα 
τμήματα ΑΒ, Α'Β', χαϊ ζητείται νά 
άχθή ή ΑΒ είς σύμπτωσιν πρός τήν 
Α'Β γ διά στροφής περί κατάλληλον καί 
ζητούμενον κένχρον. 

Φέρομεν χάς εύθείας ΑΑ' καί 
ΒΒ', ώς καί χάς καθέτους είς χόι 
μέσα χών όμωνόμων τμημάτων. Τό 
κοινόν σημεΐον Γ τών καθέτων είναι τό ζητοόμενον κένχρον. 

Πράγματι, ΓΑ = ΓΑ', ΓΒ = ΓΒ', ώς πλάγιοι Ισον άπέχουσαι 
τοΟ ποδός τής καθέτου· τά τρίγωνα, άρα, ΑΓΒ, ΑΤΒ' είναι Ισα, 
ώς ϊχονχα καί χάς χρείς πλευράς των Τσας. 
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Πρόβλημα 236 

021, Δίδονται βύο σημεία Α χαί Β έπί μιας περιφέρειας ΑΟΒ χαΐ 
ζητείται τρίτον άπ' αύτής σημεΐον Γ τοιοΰτον, ώστε τό άθροισμα 
ΓΑ-4-ΓΒ νά (σοΟται πρός Βοθέν μήκος λ. 

Έστω Γ τό σημείον. ΈΑν λάβωμεν έπί τής ΑΓ τμήμα ΓΔ=ΓΒ. 
είς τό Ισοσκελές τρίγωνον ΒΓΔ ή γωνία ΓΔΒ 
θά είναι τό ήμιαυ τής γωνίας ΑΓΒ. Είναι, 
άρα, τό σημεϊον Δ τομή τής περιφερείας 

Α 

(α, Β, καί τής (Α, λ). 

Παραιηρήσβιζ . 1) Τό μέσον Ο Τθ0 τόξου 
ΑΟΒ είναι τό κέντρον τής περιφερείας ΑΔΒ· 
έπειΒή ή γωνία Ο είς τό Ισοσκελές τρίγωνον 
ΑΟΒ είναι Βιπλασία τής έγγεγραμμένης είς 
τό ΑΔΕ τόξον. 

2) Τό μέγιστον τοΟ μήκους λ βίβεται ύπό 
τής Διαμέτρου ΑΟΛ. 

3) Τό πρόβλημα συνίσταται είς τήν κατασκευήν τριγώνου ΑΒΓ 
έκ τής βόσεως ΑΒ, τής Απέναντι κορυφής Γ καί τοΟ Αθροίσματος 
τών πλευρών τής γωνίας Γ. 

Πρόβλημα 236—I 

022. Είς τό προηγούμενου πρόβλημα, νά δρισθή τό αημεΐον Γ ε(; 
τρόπον, ώστε ή Βιαφορά ΓΒ — ΓΑ νά ίχη Βοθέν μήχος λ. 

Λύσις Ανάλογος πρός τήν προηγουμένην- ή έγγεγραμμένη γω- 
νία είς τό βοηθητικόν τόξον ΘΑ είναι 90° 

Πρόβλημα 236 

023. Είς τρίγωνον ΑΒΓ, ή βάσις ΒΓ χαί ή πρό; αυτήν Βιάμεσος 
έχουν μήκη (ορισμένα* πώς μεταβάλλεται ή γωνία Α; 

Διακρίνονται τρεις περιπτώσεις, 

Λναλόγως τής σχέσεως τών δοθέν- 
των μηκών πρός αλληλα. 

1) Ή Λιάμιαος ΑΔ είναι μβγαλντίρα 
τοΰ ήμίοτος τής βάοιως ΒΓ. 

Τό Ισοσκελές τρίγωνον ΒΑΓ δί¬ 
δει τήν μεγίστην γωνίαν Α· έπειΒή, 

ΥρΑφοντες τό κυκλικόν τόξον ΒΑΓ 
μέ έγγεγρομμένην γωνίαν είς αΰτό 
Α καί τήν περιφέρειαν ΑΑ’ μέ κέν¬ 
τρον Δ καί Ακτίνα τήν διάμεσον ΔΑ, 
βλέπομεν Αμέσως 6 τι ή γωνία Α' 

είναι μικροτέρα τής γωνίας Ε, ήτις είναι Ιση πρός τήν Α. 

ΈλαττοΟται λοιπόν ή γωνία ΒΑΓ Από τής θέσεως Α καί μηδε¬ 
νίζεται όταν ή κορυφή της ϊλθη έπί τής προεκτάσεως τής βάσεως. 
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2) ' Ά ΛιΑμίοοι Ισοϋται χρός τό ή μίαν τής βάσκος (Σχ. 355). 

Ε(ς τήν περίπτωσιν αότήν, τό τρίγωνον είναι όρθογώνιον καί 
ή γωνία Λ παραμένει σταθερά. 




3) * Η 8ί Λμισος ιΐ* αι μιχροτέρα τοϋ ήμίστος τής βάσκος (Σχ. 556). 

Τό Ισοσκελές πάλιν τρίγωνον δίδει τήν έλαχίστην γωνίαν Α. 

Επειδή ΒΑ'Γ> ΒΖΓ = ΒΑΓ Ή γωνία Α αύξάνει καΓτείνει πρός 
τάς 1Θ0°, Ιφ' όσον ή κορυφή πλησιάζει έπΙ μάλλον καί μάλλον πρός 
τήν βάσιν. 

Πρόβλημα 297 

024. Εόθύγραμμον τμήμα ΜΝ όλιοθαίνει έπί μ ιός άπεράτον ευ¬ 
θείας. Ε(ς έχαστην θέσιν αϋτοΟ, συνδέομεν δι’ βύθειών τά αχρα τον 
ποός δύο σταθερό σημεία Α χαί Β, έχτός τής εόθείας κείμενα. Μελε¬ 
τήσατε τάς μεταβολάς τής γωνίας ιών εόθειών ΑΜ καί ΒΜ. 

(Βλ. ΜέΜοι, $ 253). 

Πρόβλημα 237—1 


026. ΕΙς περιφέρειαν, δίδεδαι σταθερό διάιιετρος ΔΟΕ χαί σημεΐον 
Α έπί τής προεχτασεως αθτής. Φέρομεν χορδήν ΜΝ παράλληλον πρός 
τήν διάμετρον. Διό ποιας θέσεις τής χορδής τό άθροισμα ιών γωνιών 
ΜΑΟ καί ΝΑΟ γίνεται μέγιστον; 


Φέροντες τήν διάμετρον 
ΜΟΛ, άναγόμεσα ε(ς προη- 
γούμενον Θέμα ($ 923, Ιον). 

Επειδή ΜΑΟ + ΝΛθ=ΜΛΛ, 
είς δέ τό τρίγωνον ΜΑΛ ή 
βάσις ΜΛ καί ή πρός αύτήν 
διάμεσος ΟΑ διατηρούν στα¬ 
θερά μήκη καί πρός τούτοις 

συμβαίνει ΟΑ > - = ΟΛ. 

Γίνεται, λοιπόν, ή γωνία Α 
μεγίστη διά τό Ισοσκλελές 
τρίγωνον ΒΑΓ (όπότε ή πα¬ 
ράλληλος χορδή ΜΝ όπτοβαίνει έφαπτομένη τής περιφερείας) καί 

θά Κχωμεν πάντοτε ΒΑΓ = 2(ΒΑΟ)> ΜΑΟ-)-ΝΑΟ. 



Παρατήρηόις., Έάν τό σημείον Α εύρίσκεται έντός τής περιφε- 
ρείας, τό Ισοσκελές τρίγωνον Αντιστοιχεί είς τό έλάχιστον άθροι¬ 
σμα ίδ 923, 3ον). 
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Πρόβλημα 238 

928. Δίδονται δύο κατάλληλοι εύθείαι καί σημείο» Ο. ΕΙς ποίαν 
άπάστασιν άπό ιοϋ σημείου αΰτοΟ πρέπει νά φέρωμεν εύθείαν ΓΔ κά¬ 
θετον έχΐ τάς παραλλήλους, Τνα ή γωνία ΓΟΔ γίνη μεγίστη ; 

(Βλ. ΜϋΜοι, $ 216). 

Πρόβλημα 238—1 

927. Δίδονται δύο παράλληλοι βάθείαι καί σημείον Ο. Νά άχθή 
ιέμνουσα ΓΔ. παράλληλος πρύς δοθείσαν ευθείαν ΑΒ, είς τρόπον, ώστε 
ή γωνία ΓΟΔ νά είναι ή μεγίστη. 

(Βλ. Μέθοδοι, § 272). 

Πρόβλημα 239 

928. Δίδονται περιφέρεια καί εύθυγραμμον τμήμα ΓΔ. Διά ποίον 
σημείον Λ τής περίφερείας ή γωνία ΓΑΔ γίνεται μεγίστη ή έλαχίστη; 

(Βλ. Μέθοδοι, δ 341). 

Πρόβλημα 240 

929. Δίδονται δύο δμάχεντροι περιφέρειαι καί 6ρθή γωνία ΕΑΖ, 
με τήν κορυφήν Α είς τά κοινόν κέντρο». Προβάλλομε» τά σημεία Ε,Ζ 
έπί μιας σταθερές διαιιέτρου καί έκ των σημείων Δ, Θ φέρομεν τάς 
παραλλήλους ΔΝ, ΘΛ. Διά ποίαν θέσιν τής δρθής γα>νίας ΕΑΖ ή γω¬ 
νία ΛΑΝ γίνεται μεγίστη; (Ν. Α. 1861, σ. 21). 

Τ6 μένιστον Αντιστοι¬ 
χεί είς το μεγαλύτερου 

Α Α 

Αθροισμα ΛΑΘ + ΔΑΝ. 

Διά νά άναγάγωμεν τά 
πρόβλημα ε(ς ϊνα Αλλο 
γνωστόν, γράφομε ν πε* 
ιφέρειαν έπί τής ΔΕ ώς 
ιαμέτρου καί λαμβάνο- 
μεν ΔΜ = ΘΛ. 

Τ ά τρία όρθογώνια 
τρίγωνα ΘΛΖ, ΕΜΔ, 

ΔΜΕ είναι Τσα, ώς I- 
χοντα τάς υποτείνουσας 
Ισας καί τά μέν δύο 
πρώτα τάς γωνίας 
Τσας, τά δέ πρώτον καί 
τρίτον τήν ΔΜ=ΘΛ. 

Επομένως. ΔΜ = ΘΛ= 

ΕΝ καί ή εύθεία ΜΝ Σ χ· 588. 

είναι παράλληλος πρός 
τήν ΔΕ. 

Επίσης τά τρίγωνα ΔΑΜ καί ΑΛΘ είναι Τσα, ώς ϊχοντα τάς 
πλευράς ΑΔ = Αθ. ΔΜ = ΘΛ καί τήν έξωτερικήν γωνίαν τοΟ 
πρώτου ΖΘΛ = ΑΕΝ = ΜΔΕ = έξωτερικήν τοΟ δευτέρου. Είναι, 
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Α Λ Α 

έπομένως ΔΑΜ = ΘΑΛ καί τό Αθροισμα ΛΑΘ + ΔΑΝ δυνάμεθα 

Α Α 

νά τό άντικαταστήσωμεν διά τοΟ ΔΑΜ + ΔΑΜ. 

Αλλά, κατά τό πρόβλημα τής § 925, τό Αθροισμα τοΟτο γί- 

Α 

νεται μέγιστον βταν ή ΜΝ χορδή γίνη έφαπτομένη ή ΔΕΤ = 45» 
καί έπειδή ή ΕΝ θά μένη κάθετος πάντοτε έπΐ τήν σταθερόν διά- 
μΕτρον, Ιπεται βτι, είς τήν θέσιν ΕΤ, ή γωνία ΕΑΓ θά Είναι ίση 
πρός 45®. "Ωστε: 

Ή μβγίσχη γωνία ΛΑΝ λαμβάνιχαι διά δέσιν τής ΑΕ οχηματίζαυσαν 
γωνίαν 45° ιχρός τήν αχαδτράν διάμιτρον Η'. 

930. Παρατήρηαις. ΑΙ εύθείαι ΛΛ', ΝΝ' είναι, ώς γνωστόν, δύο 
συζυγείς διάμετροι τής έλλείψεως μέ ήμιάξονας ΑΙ' καί ΑΚ. Επο¬ 
μένως : Ή μιγίοτη γωνία δύο συζυγών διαμέτρων ΙΙλιίφτως νύρίαχπαι 
διά προβολής (*■) δύο χαδέτων διαμέτρων τής περί φτρτίας ΑΓ (*·), χεκίι- 
μίνων «ατά 45® πρός τήν διάμτχρον 1Γ. 

Ή γωνία ΝΑΛ' είναι παραπληρωματική τής ΝΑΛ· οΟτω, εΙς 
τήν θέσιν μεγίστης γωνίας Αντιστοιχεί καί ή θέσις έλαχίστης 
γωνίας. 


Εύ&ιΙαι καί περ ιφέρβιαι τεμνόμβνα ι 

931. Εύφιΐα καί «τι ρκρέρτια. Ή γωνία περιφέρειας καί τεμνού· 
σης αύτήν είναι ή γωνία τής εύθείας καί τής έφαπτομένης τής 
περιφέρειας εις ϊν τών «ημείων τομής ($ 619). 

Έάν δύο περιφέρειαι είναι όμόκεντροι καί φέρωμεν έφαπτομέ- 
νας 4πί τήν έσωτερικήν περιφέρειαν: 

α) ΑΙ Ιχ' αυτών χορδαί τής Ιζωτιριχής ταριφτρτίας είναι Γααι. 

β) Έχάοτη Ιφαπτομίνη τέμνει τήν Ιξωτιρικήν περιφέρειαν «ατά αταΦε- 
ράν γωνίαν, 

032. Αύο περιφέρειαι. *Η γωνία δύο τεμνομένων περιφερειών 
είναι ή γωνία τών έφαπτομένων αύτών εις ϊν τών σημείων τομής 
(§ 619), ή ή παραπληρωματική τής γωνίας τών άκτίνων εις τό ση- 
μείον αότό. 

Έάν δύο περιφέρειαι είναι όμόκεντροι καί θεωρήσωμεν τάς 
περιφέρειας μέ κέντρα έπί τής μιάς έξ αύτών, Ακτίνα τήν αύτήν 
ρ καί τεμνούσας τήν Αλλην: 

α) ΤΑ μήκος τής κοινής χορδής τών ττμνομίνων περιφερειών είναι 
σταΦεράν. 

β) Ή γωνία «αΦ' ήν ττμνονχαι αΐ περιφέρεια· είναι σταφερά. 

Πρόβλημα 241 

933. Διά δσθέντος σημείου Α, νά άχθή εύθεία τέμνουσα δοθείσαν 
περιφέρειαν κατά ώρισμένην γωνίαν μ. 

Εις τυχόν σημείον Β τής περιφέρειας σχηματίζομεν τήν γω- 


61. Σ η μ. μ ε τ, ΈπΙ τοδ έπικέθου τής έλλείφεως, 

63. Σημ. μετ. ΤοΒ πρωτεύοντος κύκλον τής έλλείφεως. 
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νίαν μ βι' έφαπτομένης ΒΤ καί χορδής ΒΔ. Φίρομεν Ακολούθως 
έφαπτομένην ΑΖΘ έκ τοΟ Α ηρός τήν περιφέρειαν μέ άκτΐνα ΓΕ. 
θά Ιχωμεν: 

μ = ΑΖΚ. 

Παραιήρηοίζ. Αντί τής άγωγής 
τής έφαπτομένης, θά ήδυνάμεθα νά 
κατεσκευάζωμεν τήν γωνίαν ΓΒΔ, 
συμπληρωματικήν της δοθείσης μ. 

Πρόβλημα 241—1 

934 .'Νά άχθή εόθεία τέμνουβα δύο 
δοθείαα; περιφέρειας κατά δοθείσας 
γωνίας. 

Έργαζόμεθα βπως καί προηγουμένως καί φέρομεν κοινήν έφα- 
πτομένην πράς τάς δύο βοηθητικός περιφέρειας. 



Πρόβλημα 241—11 

935. Νά γραφή περιφέρεια (Ο) τέμνουσα τάς πλευράς δοθέντος τρι¬ 
γώνου κατά τήν αυτήν γωνίαν μ. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον καί γωνία ΖΔΕ = μ. 

Επειδή τά τρίγωνα, Δς τό ΟΛΔ, 
είναι προφανώς Ισα, αί τρεις χορδαί, 

ΔΕ, ΔΈ' Δ"Ε" είναι Τσάι. ^Απέχει λοι¬ 
πόν τό κίντρον Ο τής ζητουμένης πε¬ 
ριφέρειας Τσον τΔν τριών πλευρών καί 
συμπίπτει, έπομίνως, πρός τό κίντρον 
τής ίγγεγραμμένης περιφέρειας εις τό 
τρίγωνον. Η άκτίς τής περιφέρειας (Ο) 
είναι ή ύποτείνουσα τοΟ όρθογωνίου 
τριγώνου ΟΔΛ, μί πλευράν ΟΛ τήν 
Δκτίνα ρ τής ίγγεγραμμένης περιφέ¬ 
ρειας καί γωνίαν εις τό Δ τήν συμπλη¬ 
ρωματικήν τής δοθείσης μ. 

Παρατηρήσεις. 1) Τό πρόβλημα ίπιδίχεται τέσοαρας λύσεις, άν· 
τιστοίχους τών κέντρων τής ίγγεγραμμένης καί τών παρεγγεγραμ- 
μίνων εις τό τρίγωνον περιφερειών. 

2 ) Ανάγεται εις ήδη λυθέν πρόβλημα (§§ 881, 881 α). 


λ 



Πρόβλημα 242 

933. Νά γραφή περιφέρεια δο¬ 
θείσης άχτίνος ρ, τής όποιας τό χέν- 
τρον νά'εύρίσχεται ίπΐ μιας δοθεί- 
σης εύθείας (ε) καί ή γωνία αύτής 
μετά άλλης δοθείσης ευθείας (ε') νά 
εχη ώρισμένον μέγεθος α. 

ΎποΘίτοντες τό πρόβλημα λε¬ 
λυμένον, παρατηροΟμεν, ότι ή 

άπόστασις ΟΡ του ζητουμένου κέντρου άπό τής εύθείας (ε') είναι 
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εϋκολον νά όρισθή. Αρκεί πρός τούτο νά κατασκευασθή τό Ορθο¬ 
γώνιον τρίγωνον ΟΡΔ, μέ ύποτείνουσαν ρ καί γωνίαν είς το Δ 
ϊσην πρός τό συμπλήρωμα τής Βοθείσης α. Ή έκ τοΟ Ο παράλ¬ 
ληλος πρός τήν (ε') τέμνει τήν (ε) είς τό κέντρον Γ τής ζητουμέ- 
νης περιφερείας. 

Πρόβλημα 242—/ 

937. Νά γραφή περιφέρεια βοθείσης άχτίνος, τεμνομένη κατά γω¬ 
νίας φ καί σ υπό βύο βοθεισών ευθειών. 

Λύσις όμοία πρός τήν προηγουμένην. 

Πρόβλημα 243 


938. Νά γραφή περιφέρεια (Γ) βοθείσης άκτΐνος, βιερχομένη βιά βο- 
θέντος σημείου Α καί τέμνουσα δυθβϊοαν περιφέρειαν (Β) κατά βοθεΐ- 
σαν γωνίαν φ. 

Εύρίσκομεν κατά πρά ιον τόν τόπον τών κέντρων τών περιφε¬ 
ρειών (Γ),τών τεμνουσών κατά γωνίαν 
φ τήν ΒοΘεϊσαν περιφέρειαν. Φέρο- 
μεν πρός τοΟτο τήν έφαπτομένην 
ΖΤ σχηματίζουσαν^ωνίαν ΤΖΘ Τσην 
πρός φ καί ΑπΙ τής καθέτου έπί τήν 
Ζθ λαμβάνομεν μήκος ΖΔ Ισον 
πρός τήν δοθεϊσαν άκτϊνα ρ. Ή περι¬ 
φέρεια μέ κέντρον Β καί ακτίνα ΒΔ 
είναι ό ζητούμενος τόπος. 

Ακολούθως, γράφομεν περιφέ¬ 
ρειαν μέ κέντρον Α καί άκτϊνα ρ. 
Τά κοινά σημεία αύτής καί τής προ- 
ηγουμένης είναι κέντρα περιφερειών 
κατά τούς δρους του προβλήματος. 

Πρόβλημα 244 

, γραφή περιφ£ρ εια μ ε κέντρον βοθέν σημείον καί τέμνουσα 

ορθογωνιως βοθεΐσαν περιφέρειαν ή όπερ τό αύτό, μέ κέντρον βοθέν 
σημείον Α, νά γραφή περιφέρεια τοιαύτη, ώστε 
ή έκ σημείου Β έφαπτομένη πρός αυτήν νά έχη 
βοθέν μήκος λ. 

Αρκεί νά γραφή περιφέρεια έπί της ΑΒ 
ώς διαμέτρου, ώς Καί ή ϊχουσα κέντρον Β καί 
άκτϊνα λ. Τά κοινά σημεία Γ, Γ' αύτών βρί¬ 
ζουν τήν άκτϊνα ΑΓ = ΑΓ’ τής ζητουμένης 
περιφερείας. 



Γ.·..— 



Χν. 03. 


Πρόβλημα 244—1 


940. Νά γραφή περιφέρεια τοιαύτη, ώστε αί έκ τών κορυφών 
τριγώνου έφαπτόμεναι πρός αυτήν νά έχουν κοινόν μήκος βοθέν λ. 

Τό κέντρον τής περιγεγραμμένης είς τό τρίγωνον περιφερείας 
είναι καί τής ζητουμένης τό κέντρον. Προηγούμενου πρόβλημα. 
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Πρόβλημα 244—11 

041. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτϊνος ρ, διερχομένη διά 6ο- 
θένιος σημείου Α καί τοιαύτη, ιόσιε ή ές άλλου σημείου Β Ιφαπτομένη 
πρός αϋιήν νά εχη δοθέν μήκος λ. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον. 

Τό όρθογώνιον τρίγωνον ΒΓΟ είναι 
κατασκευάσιμον έπειδή είναι γνωστά τά 
μήκη τών ΒΓ καί ΓΟ. Τό σημεΐον Ο λοι¬ 
πόν είναι τομή τών περιφερειών (Β, ΒΟ) 
καί (Α. ρ). 

Παραιήρηοις. Τό πρόβλημα τούτο είναι 
ειδική περίπτωσις ένός γενικωτέρου (έπμ., 

§ 944). 



Πρόβλημα 244—III 

942. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτϊνος ρ χαί τοιαύτη, ώστε 
αΐ έχ δυο δοθέντων σημείων Α χαί Β ίφαπτόμεναι πρός αυτήν νά 
ίχουν μήχη δοδέντα λ χαί μ. 

Τό κέντρον είναι τομή τών περιφερειών (Β, ΒΟ) καί (Α, ΑΟ), 
βπου ΒΟ, ΑΟ, όποτείνουσαι όρθογωνίων τριγώνων κατασκευασί- 
μων κατά τήν προηγουμένην άσκησιν. 

Παραιήρηοα, Καί τό πρόβλημα τοΟΤό Ανάγεται εις γενικώτερον 
άλλον (§ 945), 

Πρόβλημα 244—IV 

943. Νά γραφή περιφέρεια έχουσα ώς κέν¬ 
τρον δοθέν σημείον Α χαί τέμνουαα δοθείοαν 
περιφέρειαν (Β) κατά δοθείοαν γωνίαν μ. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον καί 

Α 

Γ = μ· 

Επειδή αί έφαπτόμεναι εις τό Γ είναι κάθετοι έπι τάς άκτΐνας 
εις τό σημεΐον αύτό, ή γωνία ΑΓΒ=180<> —μ. Τό σημεΐον Γ, 
έπομένως, είναι τομή τής περιφέρειας (Β) καί τοΟ τόξου 
(Α, Β, 180°—μ). ΑΓ είναι ή άκτίς τής ζητουμένης περιφέρειας. 

Πρόβλημα 245 

044.. Νά γραφή περιφέρεια βο¬ 
θείσης άχτϊνος ρ χαί τέμνουσα δο· 
θεϊσαν περιφέρειαν (Β) κατά γω¬ 
νίαν μ χαί δοθείοαν εΰθεϊαν ΔΕ 
χατά γωνίαν ν. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον 
καί (Α) ή έν λόγω περιφέρεια. 

α) Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι κα· 
τασκευάσιμον, έπειδή ή ΒΓ είναι 
ή άκτίς τής δοθείσης περιφέ¬ 
ρειας (Β), ΑΓ = ρ καί ή γωνία 
ΑΓΒ = 180° —μ· Ορίζεται, έπομένως τό μήκος ΒΑ καί τό κέν- 

Γκομιτρία 27 
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τρον Α θά εύρίσχεται έπί τής περιφέρειας (Β, ΒΑ). 

β) Κατασκεοάζομεν γωνίαν ΡΝΔ = ν καί είς τό σημεϊον Ν 
ύψοΟμεν κάθετον έπί τήν ΡΝ τμήμα ΝΛ Ισον ιιρός τήν άκτϊνα ρ. 
'Η ίκ τοΟ Λ παράλληλος πρός τήν εύθεϊαν ΔΕ τέμνει τήν πε¬ 
ριφέρειαν (Β, ΒΑ) ε!ς τό κέντρον τής περιφέρειας (Α1. 

Πρόβλημα 245—I 

945. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτΐνος καί τέμνουσα δύο δο¬ 
θεί σας περιφέρειας κατά γωνίας μ καί ν, άντιστοίχως. 

Τό πρόβλημα λύεται κατά τόν προηγούμενον τρόπον. 

Εϋική περίπτωσις. Νά χραφή περιφέρεια δα&ιίαης άχχϊνν: χαΐ τί- 
μνονσα <5ρ φογωνίως όνο όο&είαας περιφέρειας (§ 942). 


'Εφαπιόμεναι καί ανναρμογαΙ γραμμών (“) 

946. Ή συναρμογή εύθειών γραμμών ή κυκλικών τόξων άνά- 
γεται είς προβλήματα άναψερόμενα είς περιφέρειας καί έφαπτο- 
μένας αύτών. 

Τά Στοιχεία τής Γεωμετρίας παρέχουν εύκόλως τάς λύσεις 
τών έπομένων προβλημάτων: 

Ζνναομογΐ] όνο εύθειών γραμμών (§§ 197,200). 

Σνναρμογή ευθείας χαΐ κυκλικοί τόξου (§§ 179,201). 

Πολλών προβλημάτων τοΰ είδους αύτοΰ δέν δυνάμεθα νά έπι- 
ληφθώμεν παρά μετά τήν κατοχήν τοΰ 111 Βιβλίου. 

Πρόβλημα 246 

947. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτΐνος καί έφαπτομένη : 

α) Δύο ευθειών. 

β) Ευθείας χαΐ περίφερείας. 

γ) Δύο περιφερειών. 

Νά όιερευνηθή ή τελευταία περίπιωοις. 

Τό πρόβλημα (γ) συνίσταται εις τήν εδρεοιν οημείον κειμένου εΙ( 
θοθείοαν άπόοτασιν α από όνο ευθειών η περιφερειών. 

(Βλ. εξερευνήσεις, § 252). 

Πρόβλημα 247 

948. Νά γραφή περιφέφεια διερχομένη διά δύο δοθέντων σημείων 
Α καί Β καί έφαπτομένη δοθείσης εύθείας ΧΥ. 

Έστω ΑΒΓ ή ζητουμένη περιφέρεια καί Ε τό συμμετρικόν τοΟ 
σημείου Β πρός τήν εύθεϊαν ΧΥ. Ζητήσωμεν τήν τιμήν τής γω¬ 
νίας ΑΓΕ. 


53. Σημ. μ ε τ. Συναρμογή (ε&οοοπίεπιίπΐ) δύο γραμμών (ΑΒ) καί 
(ΓΔ) είναι ή Ινωαις δύο κεράτων αύτών Α, Γ διά γραμμής (Κ) έχούαης 
εις τά Α χαΐ Γ έφαπτομένας αυμπιπτούσας πρός τάς έφαπτομένας τών 
γραμμών (ΑΒ), (ΓΔ) «ΐς τά σημεία αυτά. 



Έχομεν 


ΑΓΕ = ΑΓΥ + ΔΓΕ = ΑΓΥ + Δ?Β = ΑΓΥ + ΔΑΓ, 


καί έπειδή ή γωνία ΑΓΥ + ΔΑΓ είναι 
παραπληρωματική τής γωνίας Δ, 

Α Λ 

ΑΓΕ = 180* - Δ. 

Τό σημεΐον, άρα, Γ είναι τομή τής 

ΧΥ καί τοΟ τόξου (Α, Ε, 180» — Δ). 
<Ε. Εειηοΐηβ, 1. Μ. Ε. 1879, ο. 21). 

Πρόβλημα 247-1 



049. Νά έγγραφή περιφέρεια είς δοθέντα κυκλικόν τομέα. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμέ- 
■νον, παρατηροΟμεν ευκόλως, 6τι άρκεϊ 
νά φέρωμεν τήν έφαπτομένην είς τό 
μέσον Γ τοΟ δοθέντος τόξου ΒΓΔ καί 
νά έγγράψωμεν περιφέρειαν είς τό Ισο- 
οκελές τρίγωνον ΖΓΕ. 

Πα ρατήρησα- ΌμοΙως έργαζόμεθα 
διά τήν έγγραφήν περιφέρειας είς τό 
μικτόγραμμον τρίγωνον ΛΑΗ. 

Πρόβλημα 248 * 1 ' ^ 

960, Δίδεται περιφέρεια (Α) χαϊ ζητείται νά γραφή περιφέρεια, εχουσα 
κέντρον σημεΐον Β καί τοιαύτη, ώστε τό τμήμα κοινής έφαπτομένης τών 
δύο περιφερειών, τό περιεχόμενον μεταξύ τών 
αημείων έπαφής, νά ϊχη δοδέν μήκος λ. 

Έκ τοΟ 
ΑΓ ΔΕ 



όρ8ογων(ου 

λαμβάνομεν 


Έστω ΓΔ =· λ. 

-παραλληλογράμμου 
ΑΕ = λ. Επομένως : 

ΈπΙ τής ΑΒ ώς διαμέτρου γράψομεν 
περιφέρειαν καί τέμνομεν αύτήν κατά τό 
οημείον Ε διά τής περιφερείας (Α, λ). Έπί 
τής ΒΕ λαμβάνομεν τμήμα ΕΔ Τοον πρός 
τήν άκτίνα τής δοθείσης περιφερείας. ΒΔ 
είναι ή άκτίς τής ζητουμένης περιφερείας. 

Παρατήρησα. 'Εάν τό τμήμα ΕΔ είναι 
Δμόρροπον τοΟ ΒΕ, ή κοινή έφαπτομένη 
είναι έξωτερική' άλλως, είναι έσωτερική. 



Πρόβλημα 248—1 

961. Όμοία έκφώνησις άλλα αΐ κοινά! Ιφαχχόμινα ι νά τίμνωνχαι 
κατά γωνίαν ΛοΰιΤσαν 2 φ. 

Τό όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΕ είναι πάλιν κατασκευάσιμον, 
άψοΟ ή ΑΒ είναι γνωστή καί ή γωνία ΒΑΕγ=Φ· 
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Πρόβλημα 249 


6(5 2. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης άχτίνος ρ χαί χοναύιη, ώστε αΐ 
έχ δυο δοθέντων σημείων Α χαί Β έφαπτόμεναι πρός αυτήν νά σχημα¬ 



τίζουν γωνίαν 2μ, ή βέ διαφορά των 
μηκών των νά είναι δοδέν μήκος λ. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον 

καί ΑΓ - ΒΔ = λ. ΑΕΒ = 2 μ. 

"Αν λάβωμεν έπί τής ΕΒ τμήμα 
ΕΖ=ΕΑ, θά (χωμεν: ΒΖ = λ, 

ΑΖΒ = 180» - ΑΖΕ = 

= 180» - (90» - φ) = 90· μ 

καί τό τρίγωνον ΑΒΖ θά είναι κα- 
τασκευάσιμον, άφοΟ γνωρίζομε ν δύο 
πλευράς καί μίαν γωνίαν αύτοΟ. 

Μετά τήν κατασκευήν τοΟ τριγώ¬ 
νου αύτοΟ, προεκχείνομεν τήν ΒΖ 
πλευράν μέχρι τής συναντήσεώς της 
Ε υετά τοΟ κυκλικοΟ τόξου (Α,Β, 2μ) 
καί έγγράφομεν, κατά τόν ύποδη- 
λούμενον εις τό σχήμα τρόπον, 
περιφέρειαν (Ο, ρ) έντος τής γω¬ 
νίας ΒΕΑ. 


Πρόβλημα 249—I 

053. άο&έντων τριών σημείων Α. 
/" Ν Β, Γ, νά γραφή περιφέρεια μέ χέντρον 

/ 'β--— ~7\^\ Α τοιαύτη, ώστε αί έχ τών Β χαί Γ 

. 1 _—-~~7 ( \λ λ έφαπτόμεναι πρός αυτήν νά σχηματί- 

_ \ ~7 ) ζουν δόθεΐοαν γωνίαν φ. 

~~ Γράφομεν τό κυκλ. τόξον (Β,Γ.φ) 

Σχ 571 καί φέρομεν τήν εύθείαν ΑΔ εις τό 

μ£οον του Δ. Αί έκ τοΟ Α κάθετοι 
ΑΖ. Αθ έπί τάς ΔΒ, ΔΓ, είναι Τσαΐ. άφοΟ ή ΔΑ είναι διχοτόμος 

τής γωνίας ΒΔΓ. Τό κοινόν 
μήκος των όρίζει τήν άκτϊνα 
τής ζητουμένης περιφέρειας. 




Πρόβλημα 250 

064. Νά γραφή περιφέρεια 
έφαπτομένη δοϋείσης εόθείας ΓΔ 
χαί τέμνουσι^ δο&εΐσαν περιφέ¬ 
ρειαν, εις δοθέν σημεΐον Α αυ¬ 
τής, κατά γωνίαν α. 

Εις τό σημεϊον Α φέρομεν 
τήν έφαπτομένην ΑΒ τής δο- 
Θείσης περιφέρειας καί κατα- 
οκευάζομεν γωνίαν ΒΑΓ — α. 
Επειδή ή ΑΓ θά είναι έφα¬ 


πτομένη τής ζητουμένης περιφερείας, τό κέντρον της Ο θά εύρί- 


421 


ακεται εις τήν τομήν τής -καθέτου είς τό Α έπί τήν ΑΓ καί τής 
διχοτόμου τής γωνίας τών ευθειών ΔΓ καί ΑΓ. 

Πρόβλημα 260—1 

Θ66. Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη δοθείσης περιφερείας (Ε) 
(Σχ. 672) καί τέμνουσα Αλλην (Ζ), είς δοθέν αυτής σημεΐον Α, κατά 
γωνίαν α. 

"Ως καί προηγουμένως, Αλλά έπΐ τής προεκτάσεως τώρα τής 
άκτΐνος ΟΑ. λαμβάνομεν μήκος Αθ ίσον πρός τήν άκτΐνα τής 
περιφερείας (Ε) καί ύψοΟμεν κάθετον είς τό μέσον τής Εθ. 

Πρόβλημα 260—11 

966. Νά γραφή περιφέρεια δοθείσης Αχτίνος ρ, έφαπτομένη δοθεί· 
αης περιφερείας (Α) καί τέμνουσα ορθογώνιος δοθείσαν Αλλην (Β). 

"Εστωσαν α, β αί Ακτίνες τών δοθεισών περιφερειών καί Ο τό 
κέντρον τής ζητουμένης. 

Ή άπόστασις ΑΟ τών κέντρων τών έφαπτομένων περιφερειών 
είναι α ± ρ. 

Ή άπόστασις ΟΒ τών όρθογωνίως τεμνομένων περιφερειών 
είναι ή υποτείνουσα όρθογωνίου τριγώνου μέ πλευράς τής ορθής 
γωνίας β καί ρ. 

Πρόβλημα 261 

967. Νά σνναρμοσθονν δύο εύθνγραμμοι ή κυκλικοί γραμμαι διά 
χυχλιχοΰ τόξου δοθείαης άχτίνος ρ. 

ΔΓ έκάστην τών δοθεισών γραμμών, γράφομεν τόν τόπον τών 
κέντρων τών περιφερειών άκτΐνος ρ καί έφαπτομένων τής γραμ¬ 
μής. Τά κοινά σημεία τών δύο τόπων όρίζουν τά κέντρα τών ζη¬ 
τουμένων τόξων. 

Τά σημεία συναρμογής όρίζονται 6πό τών ποδών τών καθέτων 
έκ τοΟ εύρεθέντος κέντρου έπί τάς γραμμάς. 

968. Παρατήρηοίζ. Ή συναρμογή γραμμών είναι μεγάλης χρη- 
σιμότητος εις Ολα τά πρακτικά προβλήματα, άτινα έμφανίζονται 
είς τό γραμμικόν οχέδιον. Εξαιρετικόν έπίσης ένδιαφέρον παρου¬ 
σιάζει κατά τάς έργαοίας χαράξεως όδών. Εν τούτοις, ή έπίλυ- 
σις τών σχετικών προβλημάτων άπαιτεϊ πολλάκις γνώσεις πολύ 
μάλλον έκτεταμένας τών στοιχειωδών. 

Πρόβλημα 262 

969. Νά ονναρμοσθοΟν δύο εύθεϊαι διά τόξων έφαπτομένων Αλλη- 
λιον, έχόντων Ακτίνας α καί β χαί Ισας Αντιστοίχους έπιχέντρονς γωνίας. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί τήν γωνίαν ΑΔΗ=ΒΕΗ. 

"Ενεκα τών Τσων γωνιών, τό τρίγωνον ΖΟΚ είναι ισοσκελές καί 
έπομένως ή διάκεντρος ΕΔ είναι παράλληλος πρός τήν διχοτό¬ 
μον τής γωνίας Ο τών δοθεισών εύθειών. Άφ’ ίτέρου, αί Αποστά¬ 
σεις τών κέντρων Δ καί Ε άπό τάς Ιδίας εύθείας είναι γνωσταί, 
καθώς καί ή άπόστασις ΕΔ, Τση πρός τό άθροισμα ή τήν διαφο¬ 
ράν τών άκτίνων α καί β. 

Έκ τών παρατηρήσεων αύτών άγόμεθα εις τήν'Ακόλουθον κα- 
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τασκευήν : φίρομεν τάς παραλλήλους πρός τάς δοθείσας εΰθείας, 
ε(ς άποστάσεις α καί β άντιστοίχως άπ' αΟτΟν, καί τήν διχοτό¬ 
μον τής γωνίας Ο. "Αν Γ εΐ- 
χ ναι ή τομή μιβς χών άχθει- 

; \ 0 σΔν παραλλήλων καί τής δι- 

κ χοτόμου, λαμβάνομεν τμήμα 

/;!\ ΓΘ = ΔΕ καί σχηματίζομεν 

/ ! ί \ τό παραλληλόγραμμον ΔΓΘΕ. 

/ ;] \ ΑΙ κορυφαί Δ καί Ε τούτο» 

\ είναι τό κόντρα τών ζητουμό- 

· ι ^*νΛ νων τόξων καί οΐ πόδες Α καί 

Υ. Β τών όκ τών σημείων Δ. Ε 

/ ·«.. !.ί Γ \ϊ καθέτων έπΐ τός δοθείσας εύ- 

/ ,φΐ \ θείας τό σημεία συναρμογής. 

■ · \ Πρόβλημα 253-1 

, ’ ιν "' \ 960. Νά συναομοσθοθν δύο 

Σι 573 . εύθεΐαι διό κυκλικών τόξων 

όφαπτομένων άλλήλατν, δίαν εί¬ 
ναι γνωστά: 

α) Τά σημαία Ιχαφής, ή Ακιίί α καί ή γωνία ΑΔΗ (Σχ. 573). 
β) Τά σημαία ίηαφής καί μία ίφαχχομίτη τής γραμμής συναρμογής. 
γ) Τό σημαίαν συναρμογής Η καί αΐ Αύο Αχτίνας. 
δ) Τά σημαία Ιχαφής καί ό λόγος χών Αχτίνων (Βλ. όπμ. $ 1655 β). 

Πρόβλημα 262-11 


961. Νά συναρμοαθοδν δύο εόθεΐαι διά τόξων άντιθάτων καμπυλο¬ 
τήτων καί χωριζομένων άπ’ άλλήλων διά εύθυγράμμου τμήματος 
μήκους λ. 

962. Χημαίωα·ς. Τό προηγούμενα προβλήματα, §§ 960, 961, όμ- 
φανίζονται συχνότατα κατό τήν χάρα- 
ξιν τών όδών καί τών σιδηροδρομικών 
γραμμών. ΕΙς τός περιπτώσεις μεγάλης 
σπουδαιότητος, ό χειρισμός των γίνεται 
διό τής Άναλύσεως. (Βλ. σχετικώς Αν- 
ρσηίαρι, Ιεοό Λα» ρΐαη», ΝίυσΙΙστησηΙ, 
Οπό Ρ. Ο. Μ., 3η, 4η, 5η Ικδ., η* 613-618). 

ΈνταΟΘα, θά περιορισθώμεν νό δώ- 
σωμεν τούς κυριωτόρους μόνον τύπους. 

Χνναρμογη διά κυκλικών τόξων Ανίααα 
Ανοίγματος καί όφαχτομόνων έοωταρίχώς Α1- 
λήλων (Σχ. 574). 

1) Μεταξύ τών άκτίνων χ, γ τών 
τόξων καί τών στοιχείων τοΟ τριγώνο» 
ΑΒΓ, υπάρχει ή σχϊσις: 

Γ ν* 

γ(χημ Α + νημΒ)- 2χγ συν>_ = , 

γραφομόνη καί ε(ς τήν μορφήν 

Γ ν· 

( α *+Ρί·)ΐμ Γ — 2.τν συν»— = -γ· 
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2) Εάν τά τόξα έφάπτωνται έξωτερικώς, ή σχέσις είναι 

Γ ν’ 

γ (χ ημ Α + 7 ημ Β) + 2 χ ν ημ 8 - 2 * = -^- · 

3) Κατά τήν χάραξιν τών σιδηρογρομικών γραμμών, ίϋο τόξα 
άντιΛίτων καμπυλοτήτων όφιίλουν νά χωρίζωνται 4ι* ιΰΰνγράμμον τμήμα¬ 
τος μήκους λ (Σχ. 575). 



Είς τήν περίπτωσιν αύτήν, ό τύπος είναι 

Γ γ·_χ> 

γ (χ ημ Α + 7 ημ Β) + 2 χν ημ' ^— 


4) Τό έλάχιστον τοΟ λόγου τών Ακτίνων χ, γ (Σχ. 574), Αντι¬ 
στοιχεί είς τήν περίπτωσιν, καθ’ ήν ή έφαπτομένη τών τόξων 
συναρμογής είς τό κοινόν αύτών σημεΐον Δ είναι παράλληλος τής 
χορδής ΑΒ. 

Τάς Ακτίνας δυνάμεθα νά εϋρωμεν καί διά γραφικής κατα¬ 
σκευής. Επίσης, είς τήν περίπτωσιν τόξων Αντιθέτων καμπυλοτή¬ 
των, δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν γραψικώς δύο κυκλικά τόξα 
έφαπτόμενά τής αύτής άκτϊνος. Είναι βμως πάντοτε προτιμάτε- 
ρον νά Ανατρέχωμεν είς τόν Λογισμόν. (ΕπΑι-έβ, ΜαπμβΙ άέί €οη· 
άΐίί/βηκ άο ροηΐχ βΐ οΛαιΐϊβ^ββ, τόμ. II, η° 103, 107. ΤναϊΙέ άβ Οέο- 
Λέήί, ρβΓ Ο. ΟβΙβΙ, η°» 1253, 1254). 

Θ63. ΣπουΛή έπτ τής βνν αρμογής ίνο ινΰιιών ΑΧ, ΒΥ Λιά κυκλικών 
τόξων. 

1)Έστωσαν ΑΜ, ΒΜ δύο κυκλικά τόξα κέντρων α καί β, έφα- 
πτόμετία άλλήλων είς τό Μ καί τών ΑΧ, ΒΥ είς τά Α καί Β άν- 
τιστοίχως. 

Έκ τής κοινής έφαπτομένης των ΔΕ λαμβάνομεν 
(1) ΔΑ = ΔΜ, ΕΜ = ΕΒ. 


ΑΙ διχοτόμοι τών γωνιών ΑΔΜ, ΒΕΜ τέμνονται είς τό σημεΐον 
I, κέντρον της παρεγγεγρομμένης περιφερείας είς τό τρίγωνον 
ΓΔΕ καί κείμενον έπί τής διχοτόμου τής γωνίας ΔΓΕ. Ή περιφέ¬ 
ρεια αΟτη (γ) έφάπτεται τών πλευρών ΓΔ, ΓΕ, ΔΕ είς τά σημεία 
Α,, Β,, Μ„ καί έπομένως 

(2) ΔΑ,=ΔΜ„ ΕΒ, = ΕΜ„ 


Έκ τών (1) καί (2) λαμβάνομεν Αμέσως: 


ΜΜ, = ΑΑ, = ΒΒ,= 


ΓΑ-ΓΒ 


2 
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καί, έπομένως, έάν Η, Κ είναι τά σημεία τομής τών Αα, Ββ καί 
τής διχοτόμου ΓΙ, θά ίχωμεν 


ΙΗ = !Κ. 


Ή σχέσις αϋτη δεικνύει, δτι τό σημεϊον 1, μέσον τοΟ τμήματος 

ΗΚ, είναι σταδερόν σημεϊον. Επο¬ 
μένως : ό κύκλος (γ), κέντρου 
! καί έφαπτόμενος τών ΓΑ 
καί ΓΒ καθώς καί τής ΔΕ, 
είναι εις σταθερός κύκλος. 
“Η άλλως: 

Ή περιβάΧΧουοα τής κοινής 
εφαπτομένης ΔΕ Των Λ ιό τόξων 
ανναρμογής είναι περιφέρεια (γ), 
Ιφαπχομένη ιών Γ Α καί ΓΒ. 

Άφ’ έτέρου, τά όρθογώνια 
τρίγωνα 1ΑΑ,, 1ΒΒ,, ΙΜΜ,, 

είναι Τσα, ώς Ιχοντα τάς πλευ¬ 
ράς τής όρθής γωνίας ϊσας 
άντιστοίχως· έπομένως 

1Α = 1Β = ΙΜ, 

ή: 

Ό τόπος τοΓ σημείου επαφής 
Μ είναι περιφέρεια κέντρου I, 
ίιερτομένη διά τών σημείων Α 
καί Β. 

Ή άπόστβοις, τέλος, ΙΓ 
τής διακέντρου αβ άπό τοΟ ση- 

ρ Α _ Ρ0 

μείου I είναι ίση πρός ΜΜ, =---. "Ωστε : 

Ή περιβάΙΧουαα τής διακέντρον αβ είναι περιφέρεια (ε), κέντρου 1 καί 
ΓΑ-ΓΒ 



(Ικτίνο; 


Έξ έκάστου τών σημείων Α καί Β δυνάμεθα νά φέρωμεν πρός 
τήν περιφέρειαν (ε) μίαν δευτέραν έφαπτομένην* (στωσαν υ καί V 
τά σημεία έπαφής τών ΑΣ καί ΒΣ μετά τής περιφέρειας αύτής, 
ϋ', ν', τά σημεία έπαφής τών δευτέρων έφαπτομένων έκ' τών 
Α καί Β. 

Έάν τό σημεΐον έπαφής τής περιφέρειας (ε) καί τής διακέν- 
τρου αβ εύρίσκεται έπί τοΟ ένός τών τόξων υυ' ή νν’, τά τόξα 
ΑΜ, ΒΜ έφάπτονται Ιαωτερικώς- εις τήν πρώτην περίπτωσιν, τό 
σημεϊον Μ είναι έαωτερικόν τοΟ τριγώνου ΑΒΓ καί εξωτερικόν εις 
τήν δευτέραν. 

Έάν τό σημεϊον έπαφής τής αθ εύρίσκεται έπί ένός τών τό¬ 
ξων υν' ή νυ', στά τόξα ΑΜ, ΒΜ έφάπτονται έξωτερικ&ς. 

Έπομένως: 

Τό σημεϊον έπαφής τής αβ καί τής περιφέρειας (ε) εύρίσκεται έπί το 
τόξου νν'. 


Τό τμήμα αβ τής έφαπτομένης πρός τήν περιφέρειαν (ε), τό 
περιλαμβανόμενον μεταξύ τών εύθειών ΣΑ καί ΣΒ, ΙσοΟται πρός 
τήν διαφοράν τών άκτίνων τών τόξων συναρμογής· τό τμήμα 
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τούτο γίνεται έλάχιστον δταν ή εύθεΐα αβ σχηματίζη μετά τών 
ΣΑ καί ΣΒ τρίγωνον Ισοσκελές, δηλ. δταν είναι παράλληλος πρός 
τήν διχοτόμον ΓΙ. Έκ τούτων : 

Ή ονναρμογή ίπιτνγχάνεται διά δύο κυκλικών τόξων με τήν έλαχΙοτην 
διαφοράν αντιστοίχων Αχτίνων, <γέροντες (φαπτομένην προς την περιφέρειαν, 
(ε), παράλληλον πρός την διχοτόμον τής γωνίας ΑΓΒ χοΐ τοιαύτην, ώοτε 
τό οημεΐον έπαφής της νά ενρίοκεται μεταξύ των σημείων επαφής των (ρα¬ 
πτόμενων των Αγόμενων πρός τήν περιφέρειαν (ε), έξ εκείνον τών δύο ση¬ 
μείων Α καί Β, ιό όποιον ενρίοκεται πληοιέοτερον ιον οημεΐον Γ. 

Θ63 α. Σημείωσες, Ή άνωτέρω γεωμετρική σπουδή τοΰ προβλή¬ 
ματος 960 όφείλεται ιΐς τόν Μ. Π’Οο&κηε, δστις τήν έδημοσίευσεν 
εις Νοηυ. Αηηαί. άε ΜαίΙιέιη, τό 1Θ98. 


Καταακεντ) ΙαοακεΙ&ν ή ύρ&ογωνίων τριγώνων 


964. Διά τήν κατασκευήν ίνός τριγώνου, πρέπει νά είναι γνω¬ 
στά τρία στοιχεία αύτου καί μεταξύ τών όποιων ϊν, τούλάχιστον, 
πρέπει νά είναι γραμμικόν. 

Τό γραμμικόν στοιχείον δύναται νά είναι πλευρά, διάμεσος, 
ύψος κλπ., τό άθροισμα ή ή διαφορά δύο τών γραμμών αύτών, 
ή άκτίς τού έγγεγραμμένου ή περιγεγραμένου είς τό τρίγωνον 
κύκλου κλπ. 

Τά προβλήματα τά άναφερόμενα εις τήν κατασκευήν τριγώνων 
είναι τόσον πολυάριθμα καί διαφόρων μορφών, ώστε παρίσταται 
άνάγκη χρησιμοποιήσεως τοΟ πλείστου μέρους τών θεωρημάτων 
καί προβλημάτων, άτινα μέχρι τοΟδε ίμελετήσαμεν. 

Διά τούτο, καθίσταται άδύνατον νά άκολουθήσωμεν μίαν γενι¬ 
κήν μέθοδον έπιλύσεως τών προβλημάτων αύτών. 

Πρόβλημα 253 

965. Νά χατασχευσσάή Ισόπλευρον τρίγωνον γνωστού όντος : 

1) Τον ΰψους. 

2) Τής άκτΐνος τής Ιγγεγραμμένης περιφέρειας. 

3) Τής άκτΐνος τής περίγεγραμμένης περιφέρειας. 

Πρόβλημα 254 

966. Νά χατααχευαοθή Ισοσκελές τρίγωνον γνωστών όντων: 

1) Τής βάοεως καί τοΰ Ιπ' αυτήν νψους. 

2) Τής βάοεως καϊ μιάς τών Γόων γωνιών. 

3) Τής βάοεως καί τής γωνίας είς τήν χορνφέ/ν. 

Πρόβλημα 254—I 

967. Νά χατασχευασθΰ Ισοσκελές τρίγωνον γνωστών δντων: 

1) Τής βάοεως χαί τής άκτΐνος τής ιγγεγραμμένης περιφέρειας. 

2) Τής βάοεως καί τής άκτΐνος τής περιγεγρα/ιμένης περιφέρειας. 

3) Τοΰ νψονς καί μιάς τών Γσων γωνιών. 
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Πρόβλημα 266 

968. Νά χατασχευασθή ίσοσχελές τρίγωνον έχ τής περιγβγραμμένης 
περίφερείας χαΐ τής θέσεως το6 μέσου τής βάσεως ή μνας των Ισων 
πλευρών. 

η 1) Φέρομεν κάθετον ΑΔΓ έκ τοΟ 6ο- 

θένχος σημείου Δ έπί τήν άκτϊνο ΟΔ. 

2) Έστω Μ τό δοθέν μέσον μι&ς τών 
Ισων πλευρών. Ή κάθετος ΑΒ έπί τήν 
ΜΟ είναι ή μία τών Τσων πλευρών καί 
Λ συμμετρική αύτής ιτρός τήν διάμετρον 
ΘΟΔ είναι ή άλλη. 

Πρόβλημα 268—I 

969. Νά χατασχευασθή Ισοσκελές τρίγω¬ 
νον έχ τής περιγεγραμμένης περιφέρειας, τής 
χορυφής Α χαί γνωστού δντος, δη τό μέσον 
τής βάσεως εύρίσχεται έπΐ βοθείσης ευθείας ΧΥ. 

“Επί τής ΑΟ (Σχ. 577) ώς διαμέτρου, γράφομεν περιφέρειαν— 
τόπον τών μέσων τών χορδών τών διερχομένων διά τοΟ σημείου 
Α.—Ή τομή αότής καί της ΧΥ βρίζει τό σημεϊον Δ κλπ. 

Τό σημεϊον Δ' δίδει μίαν βευτέραν λύσιν. 

Πρόβλημα 266 

970. Νά χατασκευααθή όρθογώνιον τρίγωνον έχ μιας των πλευρών 
τής ορθής γωνίας χαί τοΟ άθροίσματος ή τής διαφοράς τής ύποτεινού- 
σης χαί τής άλλης πλευράς. 

1) Δίδεται τό άθροισμα λ. 

’Υποθέσωμεν τό τρίγωνον κατεσκευασμένον, ΑΒ τήν δοθεΐσαν 

πλευράν καί ΒΓ -|-ΓΑ = λ. 

Διά νά σχηματίσωμεν τό ά¬ 
θροισμα (Σχ. 578), φέρομεν τήν 
ΒΓ έπί τής προεκτάσεως ΓΔ τής 
ΑΓ. Τό όρθογώνιον τρίγωνον ΒΑΔ 
είναι ώρισμένον, έφ δσον ΑΔ=λ. 
καί άρκεΐ, έπομένως, μετά τήν 
κατασκευήν τοΟ τριγώνου αύτοο, 
νά ύψώσωμεν κάθετον ΕΓ εις τό 
μέσον Ε τής ύποτεινοόσης του. 
Τό σημεϊον Γ είναι ή τρίτη κο¬ 
ρυφή τοΟ ζητουμένου τριγώνου, 

2) Έστω δ ή δοθείοα διαφορά 




Ι/„ 5·8. 


Σ«. 57». 


ίΣχ. 579)· συλλογιζόμενοι άναλόγως, λαμβάνομεν μήκος ΑΔ = δ 
έπί τής καθέτου είς τό Α έπί τήν ΒΑ καί ύψοΟμεν κάθετον εις τό 
μέσον Ε τής ΒΔ. θά Ιχωμεν 

ΒΓ — ΑΓ = ΑΔ = δ. 

Πρόβλημα 266—1 

971. Νά χατασχευασθή όρθογώνιον τρίγωνον έχ τής ύποτεινοόσης 
χαί τοΟ άθροίσματος ή τής διαφοράς των πλευρών τής όρθής γωνίας. 
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Τό πρόβλημα τούτο άνάγεται εις τήν ιίριοιν αημιϊου επί δοθιί- 
οης ημιπεριφέρειας τοιοντον. ώστε ιό ( τδροιομα η ή διαφορά ιών αποστά¬ 
σεων ιον από ιών άκρων τής διαμέτρου νά είναι 
δοδέν μήκος <1 (§ 921). 

Δυνάμεθα νά έργασθώμεν καί μέ τόν άκό- 
Χουθον τρόπον : 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί 
ΑΒ-)-ΑΓ = λ. Μεταφέροντες τό μήκος ΑΓ 
4πί τής ΑΔ, παρατηροΟμεν δτι τό τρίγωνον 
ΓΑΔ είναι ισοσκελές όρθογώνιον, τό μήκος 
ΒΔ ■= λ καί ή εύθεϊα ΔΕ κατασκευάσιμος. 

άφού Δ = 45°. Άρκεϊ, λοιπόν, νά κατασκευα- 
οθή ή εύθεϊα αύτή καί νά θεωρήσωμεν τάς τομάς της Γ, Γ' μετά 
τής περιφέρειας (Β, ΒΓ). 

_Όμοία κατασκευή καί έάν δοθή ή διαφορά τών πλευρών άντί 
του άθροίσματος· άλλά τότε ή γωνία Δ = 1 80» — 45° — 135°. 

Πρόβλημα 257 

972. Νά κατασκευα» .-ή όρθογώνιον τρίγωνον : 

1) Έκ ιών αχτίνων ρ και Κ ιοΰ εγγεγραμμένου καί τοΰ περιγεγραμμέ- 
νου χύχ/ίον. 

Ή ύποτείνουσα — 2 Κ καί τό άθροισμα τών πλευρών τής όρθής 
γωνίας Ισον πρός 2Κ + 2ρ (§ 741)· άναγόμεθα έπομένως εις τήν 
§ 971. 

2) Έκ μιας ιών οξειών γωνιών και τής άκτίνος ρ. 



Πρόβλημα 257—1 

973. Νά χατασχευαοθή ορθογώνιον τρίγωνον : 

1) Έκ μιας ιών πλευρών τής ορδή; γωνίας καί τής άχιΓνος ρ. 

2) Έκ τον άδροίσματος ιών πλευρών τής ορδής γωνίας καί ιοΰ μήκο ι ,- ο. 

Πρόβλημα 257—11 

974. Νά χατασχευασθή ορθογώνιον τρίγωνον : 

1) Έκ μιας πλευράς τής Αρδής γυινίας καί εκ τον επί τί/ν υποτείνου¬ 
σαν ύψους. 

2) Έκ μιας των όξειών γωνιών καί τον άδροίσματος ή τής διαφοράς 
ιών πλευρών τής Αρδής γωνίας. 

3) Έκ του ύψους καί τής όιαμέοου επί ι | 

τήν υποτείνουσαν. ι 


Πρόβλημα 258 

975. Νά καταακευααθή όρθογώνιον τρί¬ 
γωνον £χ τής κορυφής Α, τοΰ μήκους α 
τής ύποτεινούσης καί γνωστού όντος, δτι 
αΐ κορνφαί Β χαί Γ εΰρίσχονται έπί δύο 
δοθειοών ορθογωνίων ευθειών ΟΧ, ΟΥ. 

"Εστω ΑΒΓ τό τρίγωνον. 

Τό τετράπλευρου ΓΟΑΒ εΤναι έγ- 
γράψιμον, άφού αΐ γωνίαι ΓΟΒ, ΓΑΒ 



Λ 

ΪΪ. !Λ. 


είναι όρθαί καί ή διάμε- 
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σος Ο Δ τού όρθογωνίου τριγώνου ΓΟΒ Τση πρός τό ήμισυ 
τής ίιποτεινούσης α. 

Τό σημεϊον άρα Δ είναι τομή τών περιφερειών ^Ο, καί 

^Α, καί ή περιφέρεια μέ κέντρον τό σημεϊον αυτό καί άκτϊνα 

-γ- τέμνει τάς ευθείας ΟΧ, ΟΥ εις τάς κορυφάς Β καί Γ τοΰ ζη- 
τουμένου τριγώνου. 

ΚατασχεναΙ τριγώνων οΐωνόήηοχε 


Πρόβλημα 259 

976. Νά χατααχευασθή τρίγωνον έχ τών μέσων ιών πλευρών. 

Είναι τό τρίγωνον τών παραλλήλων έξ έκάστου μέσου πρός 
τήν εύθεϊαν τήν όριζομένην ΰπό τών δύο άλλων μέσων. 


Πρόβλημα 259—1 

977. Νά χατασχευασθή τρίγωνον έχ δυο πλευρών α, β χαί τής προ¬ 
βολής τής τρίτης έπί μίαν τών δοθεισών. 

Πρόβλημα 259-11 


978. Νά χανασχευασθή τρίγωνον έχ τών κέντρων Δ, Ε, Ζ, τών πα· 
ρεγγεγραμμένων εις αυτό περιφερειών. 

Ώς γνωστόν, τό κέντρα τών παρεγ- 
γεγραμμένων περιφερειών είς τρίγωνον 
είναι αΐ κορυφαί τριγώνου Ιχοντος τά 
ϋψη έπί τών έσωτερικών διχοτόμων τοΟ 
τριγώνου (§ 662). Φέρομεν λοιπόν τά 
ϋψη τοΰ τριγώνου ΔΕΖ καί οΐ πόδες 
Α, Β, Γ αυτών έπί τών άπέναντι πλευ¬ 
ρών είναι αί κορυφαί τοΟ ζητουμένου 
τριγώνου. 

Πρόβλημα 259-ΙΙΙ 
978α. Νά κατασκευαστή τρίγωνον: 

1) Έχ μιάς αλευράς α, τής διαφοράς τών 
όνο άλλων χαί τής άχτίνος ρ τής Ιγγεγραμμέ- 
νης περιφεοείας. 

2) Έχ μιάς πλευράς, τής απέναντι αυτής γωνίας χαί τής άχτίνος τής 
έγγεγραμμένης περιφέρειας ή τής παρεγγεγραμμένης χαί εφαπτομένης τής 
Λοάτίοης πλευράς, 



τι. μ 


Έχοντες ύπ' βψιν τάς παρατηρήσεις τής § 743, άγόμεθα εις 
τάς Ακολούθους κατασκευάς : 

1) Γράφομεν τόν κύκλον (I) μέ άκτϊνα τήν δοθεΐσαν ρ, έπί 
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ιιιάς έφαπτομένης αύτοΰ λαμβάνομεν τμήμα ΜΖ = β — γ καί έκα- 
τέρωθεν τοΟ μέσου Ο τού τμήματος τούτου τμήματα 

ΟΒ = ΟΓ=-|-. 

ΑΙ έφαπτόμεναι ΒΛΑ, ΓΝΑ τερματί¬ 
ζουν τήν κατασκευήν τού ζητουμένου τρι¬ 
γώνου. 

2) Κατασκευάζομεν τήν γωνίαν Α, έγ- 
γράφομεν εις αυτήν τήν περιφέρειαν (1, ρ) 
καί λαμβάνομεν τμήματα ΛΕ — ΝΗ = α 
έπί τών πλευρών τής γωνίας Α. ΟΟτω 
όρίζεται ή παρεγγεγραμμένη εις τήν γω¬ 
νίαν Α περιφέρεια (Κ) καί ή κοινή έφα- 
πτομένη ΒΓ τών περιφερειών (I) καί (Κ) 
καθορίζει τό ζητούμενον τρίγωνον. 

(Βλ. έπίσης Μέ&ο&οι, § 262, 3ον). 

Πρόβλημα 269— IV 

978β· Νά κατασκευαστή τρίγωνον έχ των 
αχτίνων ρ, ρ α καί: 

1) Τής πλευράς α. 

2) Τής διαφοράς β — γλ. 

1) Λαμβάνομεν ΛΕ = α (Σχ. 583) καί εις τά Λ καί Ε ύψοΟμεν 
καθέτους Λ1 = ρ, ΕΚ=ρ„ κλπ. 

2) Γράφομεν τήν περιφέρειαν (I, ρ), έφαπτόμενον πρός αύτήν 
τμήμα ΜΖ =■ β — γ = λ καί έπί τής καθέτου εις αυτό καί εις τό 
σημεΐον Ζ λαμβάνομεν τμήμα ΖΚ = ρ α κλπ. 

Πρόβλημα 260 

979. Νά κατασκευαοθί τρίγωνον ΑΒΓ έκ τών ποδών Δ, Ε, Ζ τών 
τριών υψών. 

Ώς γνωστόν {§ 662), τά Οψη τοΰ τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ κεϊνται έπί τών διχοτόμων 
τοΰ ποδικού του ΔΕΖ. Φέρομεν λοιπόν 
τάς διχοτόμους τοΰ δευτέρου τούτου τρι¬ 
γώνου καί εις τάς κορυφάς του τάς καθέ¬ 
τους έπ' αύτάς. 

ΑΙ τομαί των είναι αί κορυφαί τοΰ ζη¬ 
τουμένου τριγώνου. 

Πρόβλημα 261 

980. Νά κατασχευασθ γ τρίγωνον ΑΒΓ : 

1) Έκ δύο Ί/.εναών ΑΒ, ΒΓ και τής διαμίβυν ΑΔ τ.τί μίαν ες αυτών. 

2) Έκ όνο πλενρταν ΑΒ, ΑΓ καί τής ί-.τ’ αυτών π··ριε χαμένης διαμέ- 
ΛΙΙΙ' ΑΔ . 

3) 'Κκ μιάς πλευράς ΒΓ καί τών έκ τών άκρων της διαμέοων ΒΕ 
και ΓΖ. 
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4) Έχ 3νο διαμέσων ΑΔ, ΒΕ χαΐ τής αλευράς ΒΓ ή ΓΑ. 

5) Έχ τών τριών διαμέσων. 

Α1 λύσεις τών τεσάρων πρώτων προβλημάτων δέν παρουσιά¬ 
ζουν δυσκολίας- διά τό πέμπτον, 
καταοκευάζομεν τό παραλληλό¬ 
γραμμον ΒΘΓΗ, ϊχον ώς άπέ- 
2 

ναντι πλευράς τά — τών έκ τών 

Β καί Γ διαμέσων καί διαγώνιον 
2 

τά -γ τής έκ τοΟ Α διαμέσου. 

Τούτου ή δευτέρα διαγώνιος ΒΓ 
είναι ή μία τών πλευρών του 
ζητουμένου τριγώνου καί τοΟ 
όποιου ή άπέναντι κορυφή Α 
όρίζεται διά τοΟ τμήματος 

ΘΑ = 2 ΘΔ. 



Πρόβλημα 261—1 

981. Νά χατασχευασθή τρίγωνον έχ τής βάαεως ΑΒ, τής διαφοράς 
φ τών προσκειμένων εις αυτήν γωνιών χαϊ τής διαφοράς λ τών άλλων 
πλευρών. 

Α 

Β — Α φ 

Επειδή ή γωνία ΑΒΔ (σχ. 587) είναι Τση πρός —^—~"2 

καί ή ΑΔ Τση πρός τήν διαφοράν ΑΓ — ΓΒ = λ, τό τρίγωνον ΑΒΔ 
είναι κατασκευάσιμον, άφοό είναι γνωστή καί ή πλευρά του ΑΒ- 
Ή κάθετός εις τό μέσον Ε τής ΒΔ τέμνει τήν εύθεΐαν ΑΔ εις τήν 
τρίτην κορυφήν Γ τοΟ ζητουμένου τριγώνου.—Διά τήν δυνατότητα 

Φ 

τής κατασκευής του θά πρέπει ΑΒ > 6 > ΑΒ ημ -γ ■ 

Πρόβλημα 262 

982. Νά καταοχευασΑΐ τρίγωνον ΑΒΓ. 

1) Έχ δυο αλεύρων ΑΒ, ΒΓ καί τον έαί μίαν έξ ανιών ύψους ΑΔ. 

2) Έχ δύο χλενρών ΑΒ, ΑΓ χαϊ τον μεταξύ ανιών ύψους ΑΔ. 

Πρόβλημα 262—1 

983. Νά χατασχευασδϋ τρίγων ΑΒΓ. 

1) Έκ τής πλευράς ΒΓ χαί ιών έχ τών άκρων της υψών ΒΕ, ΓΖ. 

2) Έχ δύο υψών ΑΔ, ΒΕ χαϊ τής αλευράς ΒΓ. 

Πρόβλημα 263 

984. Νά χατααχευσΟΐ τρίγωνον έχ μιάς πλευράς, τής άπέναντι γω¬ 
νίας χαϊ τοΰ έπΐ τήν δοθείσαν πλευράν δψους. 

(Βλ. ΜέΜοι. § 105). 
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Πρόβλημα 203—I 

985. Νά χατασκευασθΐ τρίγωνον ΑΒΓ: 

1) Έχ τής γωνίας Β , τής πΐανράς ΒΡ χαί τον νψονς ΒΕ. 

2) Έχ τής γωνίας Β χαί ιών υψών ΑΔ, ΓΖ. 

3) Έχ τής γωνίας Β, χαί τών υψών ΒΕ χαί ΑΔ. 

Πρόβλημα 203- II 
980. Νά χατασχευασθ^ τρίγωνον ΑΒΓ: 

1) Έχ τής χΑνυράς ΒΓ, τής γωνίας Β χαί τής διαμέσου ΑΔ. 

2) Έχ τής χίχνράς ΒΓ, τής γωνίας Β χαί τής ίιαμίαον ΓΖ. 


Πρόβλημα 204 

987. Νά χατασχευασθ^ τρίγωνον έχ τής περίμετρον καί τών γωνιών; 

Γράφομεν τμήμα ΔΕ 
Ισον πρός τήν δοθεΐσαν 
περίμετρον χαί χατα- 
σχευάζομεν είς τά Ακρα 
του γωνίας Δ χαί Ε, 

Ισας πρός τά ήμίση δύο 
έχ τών δοθεισών γωνιών. 

Οϋτω όρίζεται τό τρίγω¬ 
νον ΑΔΕ, τοΟ όποίου ή 
κορυφή Α καί αΐ τομαί 
Β, Γ, τής πλευράς του ΔΕ μετά τών καθέτων είς τά μέσα τών 
ΑΔ καί ΑΕ, είναι αί κορυφαί τοΟ ζητουμίνου τριγώνου. 

Πρόβλημα 205 



988. Νά χαταοχευασθΐ τρίγωνον έχ μιας 
σχειμένων είς αυτήν γωνιών καί τοΰ α¬ 
θροίσματος ή τής διαφοράς τών άλλων 
πλευρών. 

Έστω ΑΒΓ τό τρίγωνον, ΑΒ = γ ή 
δοθεϊσα πλευρά, Α ή δοθεϊσα γώνία 
καί λ ή διαφορά ή τό άθροισμα τών 
πλευρών ΓΑ καί ΓΒ. 

Έπί τών πλευρών μιβς γωνίας Τσης 
πρός τήν Α λαμβάνομεν μήκη ΑΒ = γ 
καί ΑΔ = λ καί ΰψοΟμεν κάθετον είς 
τό μέσον Ε τής ΒΔ. Ή τομή τής εύ- 
θείας αύτής καί τής εύθείας ΑΔ εΓναι 
ή τρίτη κορυφή Γ το.0 ζητουμένου τρι¬ 
γώνου. 


Πρόβλημα 200 




Κΐ. * 


989. Νά χαταοχευασθί τρίγωνον ΑΒΓ έχ τής πλευράς ΒΓ = α, 
τής Απέναντι αύτής γωνίας Α χαί α) τοΰ Αθροίσματος ή β) τής διαφοράς 
λ τών Αλλων πλευρών. 

Έστω ΑΒΓ τό ζητούμενον τρίγωνον. 
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1) Προεκτείνονιες τήν ΒΑ (Σχ. 568) καί λαμβάνοντες έπ’ αύτής 
τμήμα ΑΔ = ΑΓ, σχηματίζομεν τρίγωνον ΔΑΓ Ισοσκελές καί του 
όποιου ή γωνία Δ είναι τό ήμισυ τής γωνίας Α του τριγώνου ΑΒΓ. 

Κατασκευάζομεν λοιπόν γωνίαν Δ — -γ- καί έπί μιάς τών 

πλευρών της λαμβάνομεν τμήμα ΔΒ Τοον πρός τό δοθέν Αθροι¬ 
σμα ΑΒ4-ΑΓ = λ. Ή τομή τής έτέρας πλευράς μετά τής περιφε- 
ρείας (Β,ΒΓ = α) δίδει τήν κορυφήν Γ τοϋ ζητουμένου τριγώνου 




καί του όποιου ή κορυφή Α είναι τομή τής εύθείας ΒΔ μετά τής 
καθέτου εις τό μέσον Ε τής ΓΔ. 

2) Λαμβάνοντες έπί τής ΑΒ τμήμα ΑΔ — ΑΓ (Σχ. 589) σχημα- 
τίζομεν τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΓΔ, του όποιου ή γωνία ί είναι 
Ιση πρός τό συμπλήρωμα του ήμίσεος τής γωνίας Α. 

Κατσσκευάζομεν λοιπόν καί πάλιν γωνίαν Δ ΐσην πρός τήν ί 
καί έπί τής προεκτάσεως μιας τών πλευρών της λαμβάνομεν 
τμήμα ΔΒ ίσον πρός τήν διαφοράν ΑΒ = ΑΓ = λ. Ή τομή τής 
έτέρας πλευράς μετά τής περιφέρειας (Β,ΒΓ — α) δίδει τήν κορυ¬ 
φήν Γτοϋ ζητουμένου τριγώνου. Ή κορυφή του Α είναι ή τομή 
τής ευθείας ΒΔ καί τής καθέτου εις τό μέσον Ε τής ΔΓ. 

Παοανήρηαΐ(. Γράφοντες έπί τής δοθείσης πλευράς ΒΓ τόξον 
ΒΑΓ, μέ έγγεγραμμένην γωνίαν εις αύτό Τσην πρός τήν δοθεΐσαν 
Α, όδηγούμεθα καί είς τήν Ακόλουθον διατύπωσιν του προβλή¬ 
ματος : 

.Υά διαιρεδή χνχλιχϋν τόξο» ΒΑΓ ιΐϊ δύο μέρη τοιαντα, ώστε τό ιί&ροι- 
πμα η η διαφορά τών άντιατοίχιον χορδών νά είναι δοθέν μήκος ί. 

Ή είς τήν § 921 άπ' εύθείας λύσις τοΰ προβλήματος τούτου 
δίδει ένα δεύτερον τρόπον κατασκευής τριγώνου μέ τά ώς άνω 
δεδομένα. 

(Βλ. έπίσης Μέθοδοι, § 115). 

Πρόβλημα 267 

990. Νά χατααχευασθχι τρίγωνον έχ μιας πλευράς, τού αθροίσματος 
τών δύο άλλων χαί τής διαφοράς ιών προσκειμένων γωνιών εις τήν δο- 
θεϊσαν πλευράν. 

"Εστω ΑΒΓ τό τρίγωνον, ΑΒ—γ ή δοθεϊσα πλευρά, 

ΓΑ -|- ΓΒ - λ καί Α — Β = φ. 
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Προεκτείνομεν τήν πλευράν ΑΓ πατά τμήμα ΓΔ = ΓΒ. θά 
Ιχωμεν ΑΔ = X καί 


■γωνία ΑΒΔ = Β -}- ΓΒΔ = Β 90“ — 


ΔΓΒ 

2 


= Β -)- 90® — -~+- Β =90·- Α 0 Β = 90*- γ . 


Είναι λοιπόν γνωστή ή γωνία αότή 
καί δυνάμεθα νά τήν κατασκευάσωμεν. 
"Επί μιάς τών πλευρών της λαμβάνομεν 
τμήμα ΒΑ = α καί τέμνομεν τήν έτέραν 
διά τής περιφερείας (Α, ΑΔ = λ). ’Άν Δ 
είναι Εν τών σημείων τομής, ή κάθετος 
είς τό μέσον τοΟ τμήματος ΒΔ τέμνει τήν 
εύθεϊαν ΑΔ κατά τήν τρίτην κορυφήν τοΟ 
ζητουμένου τριγώνου. 

ΙΙαρατήρηαις. Διά τήν δυνατότητα τής 
κατασκευής, θά πρέπει νά Ιχωμεν 

ΑΔ = λ > ΑΒ =;α. 


Λ 



Τό σημεϊον Δ' άντιστοιχεΐ είς δεύτερον 
τρίγωνον ΑΒΓ’ ίσον πρός τό πρώτον.. 


ΆΠη χαχαοχινή. Εις τόπος τοΟ σημείου 
ΑΔ = λ. 

"Εστωσαν χ, γ αί παρά τόν Ιπόδα I 
τής διχοτόμου Π γωνίαι. Επειδή* 

.χ γ — 180 ·, ν — χ = φ) 

Ιπεται χ = Α ΒΔ]= 90° - γ 

καΐ οϋτω Ορίζεται ή ευθεία ΒΔ ώς δεύτε· 
ρος τόπος τοΟ σημείου Δ. Ή τομή τών 
δύο αύτών τόπων όρίζει τό σημεϊον Δ κλπ. 

Πρόβλημα 207—1 

ΘΘ1. Νά χατασχευααβή τρίγωνον έχ μιας 
πλευράς, τοΟ άθροίσματος των προσκειμένων 
είς αυτήν γωνιών χαί τής διαφοράς ιών άλ¬ 
λων πλευρών. 


Δ είναι γνωστός, άφοϋ 


Λ 



Ανάγεται είς τό γνωστόν ήδη πρόβλημα: Νά χαταοχιναα&ή τρί¬ 
γωνο» /χ μιας χίινρβς, τής απέναντι αυτής νιας καί τής διαφοράς τών 

άλλων πλευρών (§ 989, 2). 


Πρόβλημα 208 


002- Νά κατασκευαστή τρίγωνον έχ μιας πλευράς, τής ευθείας 
έφ’ ής κείται αυτή, τής άπεναντι τής δοΦείσης πλενράς γωνίας καί δύο 
σημείων κειμένων έφ“ έχάοτης τών άλλων πλευρών. 

(Βλ. ΜΜοδοι, § 108). 

Για>μΐτρία 


28 
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Πρόβλημα 289 

999. Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τής περιμέτρου, μιας γωνίας. 
χαΙ τοΟ ύψους έκ τής κορυφής τής δοθείσης γωνίας. 

(Βλ. Μ.όοδοι, § 134). 

Πρόβλημα 270 

994. Νά κατασκευασθή τρίγωνον ΑΒΓ έκ τής ΑΒ, τής διαφοράς φ 

τών προσκειμένων είς αυτήν γωνιών 
καί μιας εύθβίας ΧΥ έφ' ής εΰρίσκεται 
ή κορυφή Γ. 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον 
καί Ζ τό συμμετρικόν τοΟ σημείου Β 
πρός τήν εύθεΐαν ΧΥ. 

"Ας λάβωμεν έπί τής ΓΑ τμήμα 
ΓΔ = ΓΒ. ’Εκ τοΟ ΙσοσκελοΟς τρι¬ 
γώνου ΓΔΒ (χομεν Αμέσως 

Α 

ΓΒΔ = 

καί έπομένως 

ΑΒ^ ="Β - ΓΒΔ = - 

ΔυνάμεΘα λοιπόν νά κατασκευόσωμεν τήν εύθεΐαν ΒΔΕ καί ν& 
ίσωμεν τήν γωνίαν ΒΕΖ. 

φ' ετέρου τό τετράπλευρον ΕΔΓΖ είναι έγγράψιμον, έπει&ή 
γων. ΕΖΓ = ΕΒΓ = ΓΔΒ = ΕΔΑ 

είναι, άρα, ή γωνία ΑΓΖ παραπληρωματική τής κατασκευασθεί- 
σης ΒΕΖ καί κατ' Ακολουθίαν γνωστή = φ'. Επομένως: 

Τέμνομεν τήν εύθεΐαν ΧΥ διά τοΟ κυκλικοΟ τόξου (Α. Ζ, φ'). 
Έκαστον τών σημείων τομής δύναται νά θεωρηθη ώς ή τρίτη κο¬ 
ρυφή Γ τοΟ ζητουμένου τριγώνου. 

ΣημιΙααις. Τό Ανωτέρω πρόβλημα εύρίσκεται είς τό Ιργον: 
Ομ εβΗοηβ ρνσροιόε» άε ΟέοτηέΙήε. ύπο Οοιπρβ^ποιι, σ. 34, η' 158. 

Πρόβλημα 270—1 

998. Νά κατασκευαστή τρίγωνον έκ τοΟ 
ύψους καί τΒς διχοτόμου, τών-έκ τής αυτής κο¬ 
ρυφής Αγόμενων και τής άκτίνος ρ τής Ιγ- 
γεγραμμένης κεριφερείας. 

Έστω ΑΒΓ τό τρίγωνον. Επειδή τά 
τμήματα ΓΔ, ΓΗ, ΟΕ είναι γνωστά, δυ- 
νάμεθα νά κατασκευάσωμεν τό όρθογώ- 
νιον τρίγωνον ΔΓΗ καί νά όρίσωμεν έπί 
τής ΓΔ σηαεΐον Ο, είς άπόστασιν ΟΕ=ρ 
άπό τής ΑΒ. Α1 έκ τής κορυφής Γ Ιφα- 
πτόμβναι πρός τόν κύκλον, (Ο), τερματί¬ 
ζουν τήν κατασκευήν τοΟ ζητουμένου τριγώνου. 
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Πρόβλημα 270—11 

990. Νά κατασκευαστή τρίγωνον ΑΒΓ έκ τής γωνίας Γ καί νών έχ 
τής κορυφής της ύψους καί διχοτόμου. 

Κατασκευάζομεν τήν γωνίαν (Σχ. 593) καί τήν διχοτόμον της 
καί έπί ταΰτης λαμβάνομεν τμήμα ΓΔ Τσον πρός τήν δοθεΐσαν δι¬ 
χοτόμον. Ακολούθως, γράφομεν περιφέρειαν έπί τής ΓΔ ώς δια¬ 
μέτρου καί τέμνομεν αύτήν είς Η διά τής περίφερείας κέντρου Γ 
καί άκτίνος Τσης πρός τό δοθέν ϋψος ΑΗ. Φέρομεν τήν εύθεϊαν 
ΔΗ κλπ. 

Πρόβλημα 271 

997. Νά κατασκευαστή τρίγωνον έκ μιας πλευράς, τής απέναντι γω¬ 
νίας καί τής άκτίνος τής εγγεγραμμένη; περίφερείας. 

(Βλ. ΛΤέάοδοι, §§ 262, 3 καί 972 α, 2). 

Πρόβλημα 271—1 

998. Νά χατασχευασθή τρίγωνον ΑΒΓ έχ τής διαμέσου ΑΜ, τής 
ουμμετροδιαμέσου ΑΣ καί τής άποοτάσεως ΜΣ ιών π οδών των. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λε- 
λυμένον καί παρατηροΟντες δτι ή 
διχοτόμος Α1 διέρχεται διά τοΟ 
μέσου τοΟ τόξου ΒΚΓ τής περιγε- 
γραμμένης είς τό τρίγωνον περι- 

ί ιβρείας καί δτι είναι διχοτόμος 
πίσης τής γωνίας ΜΑΣ (§ 899), 
άγόμεθα είς τήν Ακόλουθον κα¬ 
τασκευήν : 

Κατασκευάζομεν τό τρίγωνον 
ΑΜΣ, φέρομεν τήν διχοτόμον του 
Α1 καί προεκτείνομεν αύτήν μέ¬ 
χρι τής συναντήσεώς της Κ μετά 
της καθέτου είς τό Μ έπί τήν 
ΜΣ. Ακολούθως, όρίζομεν έπί 
τής ΜΚ σημεΕον Ο Ισον άπέχον 
τών Α καί Κ καί γράφομεν τήν 
περιφέρειαν (Ο, ΟΑ). Αί τομαί αύτής καί τής ΜΣ είναι αΙ δύο 
Αλλαι κορυφαί Β καί Γ τοΟ ζητουμένου τριγώνου. 

Πρόβλημα 271-11 

999. Νά κατασκευαστή τρίγωνον έκ τών διαμέσου, συμμετροδιαμέ- 
οου καί ύψους, τών άγομένων έκ τής αύτής κορυφής. 

Ή κατασκευή τών όρθ. τριγώνων ΑΗΜ, ΑΗΣ (Σχ. 594), μάς 
όδηγεί είς τό προηγούμενον πρόβλημα. 

Πρόβλημα 271 -III 

1000. Δίδεται γωνία Α. Νά άχθή τέμνουσα ιών πλευρών της ΒΓ 
είς τρόπον, ώστε τό τρίγωνον ΑΒΓ να εχη δοθεΐσαν περίμετρον 9τ καί 

1) ή πλευρά ΒΓ να διέρχεται διά δοόέντο; οημβ/ον Ρ. 

Γνωρίζομεν, δτι έάν μία περιφέρεια έφάπτεται τών πλευρών 
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γωνίας Α, πάσα έφαπτομένη αύτής, ώς ή ΒΓ, όρίζει τρίγωνον 
ΑΒΓ σταθερός περιμέτρου 2 ΑΔ (§ 739). 

θά πρέπει λοιπόν νά λάβωμεν 

ΑΔ = ΑΕ = τ, 

νά κατασκευάσωμεν τάς καθέτους ΔΟ, 
ΕΟ έπΐ τάς πλευράς τής γωνίας καί νά 
φέρωμεν έκ του Ρ τήν έφαπτομένην ΡΒΓ 
πρός τήν περιφέρειαν (Ο). 

2) Δ οάβΓσαν άχτΓνα ρ τής εγγεγραμμένης πί- 
ριφερείας. 

Έγγράφομεν είς τήν γωνίαν Α δευτέ- 
ραν περιφέρειαν (I) ϊχουσαν άκτίνα ρ 
καί φέρομεν τήν κοινήν έσωτερικήν έφα¬ 
πτομένην ΒΓ τών δύο περιφερειών (Ο) 
καί (I). 

3) ,Ιοθίν έκ τοΰ Α ΰψος. (Βλ. § 134). 

Γράφομεν τήν περιφέρειαν κέντρου Α καί άκτϊνος ίσης πρός τό 
δοθέν ΰψος καί φέρομεν κοινήν έσωτερικήν έφαπτομένην ΒΓ τής 
περιφέρειας ταύτης καί τής (Ο). 

4) ΔοΦεΐοαν διχοτόμον τής γωνίας Α. 

Τό πρόβλημα τοΟτο άνάγεται είς τό τής § 998, ώς έπίσης καί 
6ν έδίδετο τό έκ τής κορυφής Β ύψος. "Αν έδίδετο ή γωνία Β, 
θά άναφερώμεθα είς τήν § 999. 

Πρόβλημα 271—IV 

1001. Νά χατααχευασθή τρίγωνον ΑΒΓ έχ τής γωνίας Α, τοΰ ΰψους 
ΑΔ = υ καί τοΰ αθροίσματος λ τών πλευρών β χαΐ γ. 

ΎποΘέτοντες τό τρίγωνον κατεσκευασμένον, ευκόλως όδηγού- 

μεθα είς τήν Ακόλουθον κατασκευήν: 
Λαμβάνομεν έπί τών πλευρών τής 

γωνίας Α τμήματα ΑΗ = ΑΙ = > 

φέρομεν τάς καθέτους ΗΕ, ΙΕ έπ’ 
αύτά καί γράφομεν περιφέρειαν έπί 
τής ΑΕ ώς διαμέτρου. Τό πρόβλημα, 
οϋτω, άνάγεται είς τό καλούμενον 
πρόβλημα ιοί ΡναποτΕΐιε (§ 320) καί 
ουνιστάμενον είς τήν άγωγήν εΟ- 
θείας ΕΖΘ εις τρόπον, ώστε τό 
τμήμα Ζθ νά ίχη μήκος υ. '-Η έκ 
τοΟ σηΐ’είου Ζ παράλληλος πρός 
τήν Αθ τέμνει τάς πλευράς τής γω¬ 
νίας Α κατά τάς κορυφάς Β καί Γ 
Στ. ί>9β τού ζητουμένου τριγώνου. 

Πράγματι, τά τετράπλευρα ΒΕΖΗ 
καί ΓΙΕΖ είναι έγγράψιμα, τά όρθογώνια τρίγωνα ΒΗΕ καί ΕΙΓ 
ίσα καί έπομένως 

ΑΒ + ΑΓ= ΑΗ + ΑΙ=λ. 

Παρατήρηοις. Τό βοηθητικόν πρόβλημα (§ 320) άνήκει είς τό III 
Βιβλίον. 
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1002. Σημείοαις. 1) Τό άνωτέρω πρόβλημα Επιδέχεται πολλάς 
λύσεις (ΜαΙΗβεί», 1905, σ. 79, η 0 1471). Είς τά ζΐκεβίιοηβ άε 04ο- 
τηέΐΓίε χοΟ Όεεδονεε, εύρίσκονται λύσεις καί μέ τό δεδομένα 

Ρ ± Υ. ΡΥ. ■“ · 

2) Τό τρίγωνον ΒΕΓ είναι δμοιον τοΰ (σοσκελοΟς ΗΕ1 (§ 677). 

3) Α1 εύθεΐαι, ώς ή ΒΓ, αΐ όρίζουσαι Επί τών ΑΗ, Α1 τμήματα 
ΗΒ = 1Γ. περιβάλλουν παραβολήν, Βχουσαν τό σημεΐον Ε ώς 
έστίαν καί Εφαπτομένην τών πλευρών τής γωνίας Α είς τό σημεία 
Η καί 1 (Ο., η 0 1015). 

Πρόβλημα 272 


1003. Νά έγγραφή είς περιφέρειαν τρίγωνον, τοΰ δποίου δύο πλευ¬ 
ρά! νά είναι παράλληλοι πρός δύο δοθείσας ευθείας χαί ή τρίτη νά 
διέρχεται διά δοθέντος σημείου. 


Έστωσαν Α, ΥΧ, ΥΖ τό σημεΐον 
ζητούμενου τρίγωνον. Επειδή ή Εγ¬ 
γεγραμμένη γωνία Δ είναι ίση πρός 
τήν γωνίαν ΧΥΖ, ή άντίστοιχος 
αυτής χορδή ΒΓ Εχει ώρισμένον μή¬ 
κος καί Εφάπτεται Επομένως καταλ¬ 
λήλου περίφερείας, όμοκέντρου τής 
δοθείσης. 

Έάν λοιπόν Εκ τοΟ σημείου Α 
φέρωμεν έφαπτομένην έπί τήν περι¬ 
φέρειαν τούτην. καί έκ τών σημείων 
Β καί Γ, καθ’ 8 ή εύθεΐα αΰτη 


καί α! εύθεΐαι, ΔΒΓ δέ τό 



τέμνει τήν δοθεΐσαν περιφέρειαν, 

γράψωμεν τάς παραλλήλους ΓΔ, ΒΔ πρός τάς εύθείας ΥΧ καί 
ΥΖ, άντιστοίχως, .τό σημεΐον Δ θά_κεΐται άναγκαίως Επί τής δο¬ 


θείσης περίφερείας, άφοΟ Δ = ΧΥΖ, καί τό τρίγωνον ΔΒΓ θά εΐναι 
τό ζητούμενου. 


Πρόβλημα. 272 — 1 

1004. Δίδονται δύο σημεία Α, Β καί περιφέρεια. Νά εύρεθή Επί 
ής γραμμής αυτής σημεΐον Γ ταιοΰτον, 

'ύστε αί εύθεΐαι. ΓΑ χαί ΓΒ νά ορίζουν 
-πί τής περίφερείας χορδήν ΔΕ δοθέντος 
.ήχους λ. 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον καί 
ΔΕ = λ. Επειδή τό μήκος τής χορδής 
ΔΕ είναι ώρισμένον. Θά είνα. ώρισμέ¬ 
νον καί τό μέγεθος, τής γωνίας Γ, Τσης 
πρός τήν γωνίαν χορδής ΜΝ = λ καί 
Εφαπτομένης ΜΤ. 

Τό σημεΐον Γ, Επομένως, είναι τομή 
τής δοθείσης περίφερείας καί τοΟ τό¬ 
ξου (Α, Β, Γ). 

Παρατήρηοις. Υπάρχουν δϋο λύσεις, μία ή καμμία. 
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Πρόβλημα 273 


1006. Νά έγγραφή είς δοθέντα κύκλον (Ο) τρίγωνον Ιχον τάς π λ* ο¬ 
ρός παραλλήλους προς τρεις δοθεί σας ευθείας. 


1) Έστω αβγ τό τρίγωνον τών τριών δοθεισών ευθειών. Έγ- 
γράφομεν είς τήν περιφέρειαν (Ο) γωνίαν Δ, Τσην πρός τήν γω¬ 
νίαν α τοΟ τριγώνου τούτου, καί βαίνουσαν έπΐ χορδής ΕΖ. Τό 
μήκος τής χορδής ταύτης ΙσοΟται προφανώς πρός τό μήκος τής 

πλευρδς ΑΒ τοΟ ζητουμένου 



τριγώνου. 

Είναι, λοιπόν, ή ΒΓ έφα- 
πτομένη παράλληλος τής βγ 
περιφερείας, όμοκέντρου τής 
δοθείσης καί έφαπτομένης τής 
ΕΖ. Έάν δέ έκ τοΟ Ακρου Β 
αύτής φέρωμεν χορδήν ΒΑ 
παράλληλον πρός τήν βα, τό 
τρίγωνον ΑΒΓ θά είναι τό 
ζητούμενον. Επειδή 


Λ Α 

Α = α, ΑΒ//αβ 


καί έπομένως αγ//ΑΓ. 

2) Δυνάμεθα έπίσης νά θεωρήσωμεν τό Αντίστροφον πρόβλημα, 
νΑ *περιγράψωμεν περιφέρειαν είς τό τρίγωνον αβγ καί έκ τοΟ 
κέντρου Ο τής δοθείσης νά φέρωμεν Ακτίνας παραλλήλους πρός 
τΑς οα, οβ, ογ. 

3) Επίσης, νά όρΙσωμεν τό μήκος μιΑς πλευρδς, ώς έν 
§ 1003. 


Πρόβλημα 273—1 


1006. Δίδονται δύο σημεία Α, Β καί περιφέρεια. Νά εύμεέΚ} αη- 
μείον Γ έπ’ αύτής τοιοΰτον, ώστε α( εύθεΐαι ΓΑ χαΐ ΓΒ να δριζουν 
έγγεγραμμένον είς τήν περιφέρειαν τρίγωνον ΓΔΕ Ιχον μίαν γωνίαν 
δοθέντος μεγέθους. 

Α 

Έστω Δ ή ώρισμένη γωνία. Επειδή ή χορδή ΓΕ Θά Ιχη ώρι- 
σμένον μήκος, Θά έφάπτεται καταλλήλου πε- 
ριφερείας, όμοκέντρου τής δοθείσης. Αρκεί, 
λοιπόν, έκ τοΟ σημείου Β νά φέρωμεν έφα- 
πτομένην ΒΕΓ τής περιφερείας αύτής καί νά 
συνδέσωμεν τό Ε μετά τοΟ σημείου Δ, καθ' 
Β ή ΑΓ τέμνει τήν δοθείσαν περιφέρειαν. 

Παραχηρήη ις. 1) Επειδή έκ τοΟ σημείου Β 
δυνάμεθα νά φέρωμεν δύο έφαπτομένας πρός 
τήν γραφεϊσαν περιφέρειαν, ύπάρχουν δύο 
λύσεις τοΟ προβλήματος, καί δύο Αλλαι, φυ¬ 
σικά, έάν τήν δοθείσαν γωνίαν τοποθετήσω- 
μεν είς τό Ε. 

2) Έάν ή δοθεϊσα γωνία είναι είς τό Γ, 
έργαζόμεθα ώς έν $ 1004. “Ωστε, έν δλφ, 
Ιχομεν ϊζ λύσεις τοΟ προβλήματος. 
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Πρόβλημα 274 

1007. Νά κατασκευασθή τρίγωνον ΛΜΝ τοιοΟτον, ώστε αΐ πλευραί 
του νά βιέρχωνται διά τριών βοθέντων σημείων Α, Β, Γ, αΐ κορυφαί 
Μ, Ν νά χείνται έπΐ βοθείσης περιφέρειας, διερχομένης διά τών ση¬ 
μείων Α χαϊ Β, χαί ή γωνία Λ νά Εχη δοθέν μέγεθος. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον. Επειδή ή γωνία Λ μετρείται 
ύπό τοΟ ήμιαθροίσματος τών τόξων ΑΒ καί ΜΝ, τό δεύτερον 
τοΟτο τόξον ή καί η χορδή του δύναται 
ν* γνωσθή. Πρός τοΟτο, δι* Εφαπτομένης 
ΑΤ καί χορδής ΑΔ σχηματίζομεν γωνίαν 
ΤΑΔ = Λ· ή χορδή ΒΔ θά είναι ίση πρός 
τήν υποτείνουσαν τό τόξον ΜΝ. 

Γράφομεν, Ακολούθως, περιφέρειαν ό· 
μόκεντρον τής Βοθείσης καί έφαπτομένην 
τής ΒΔ καί έκ τοΟ Γ φέρομεν έφαπτομέ¬ 
νην ΓΜΝ πρός αύτήν. Ή τομή τών εΰ- 
θειών ΑΝ καί ΒΜ Βρίζουν τήν τρίτην κο- Σι. βοι. 

ρυφήν Λ τοΟ ζητουμένου τριγώνου. 

Παρατήρησα. 'Εκ τοΟ Γ άγονται δύο έφαπτόμεναι· είς τήν μίαν 
τούτων Αντιστοιχεί γωνία Λ Τση πρός τήν βοθεΐσαν καί είς τήν 
άλλην παραπληρωματική αύτής. 

Πρόβλημα 274—1 

1008. Νά έγγραφή είς βοθεΐσαν περιφέρειαν τρίγωνον ΑΒΓ, τον 
όποίου ή γωνία Α είναι ώρισμένη, αΐ δέ πλευραί ΑΓ χαί ΒΓ Εφάπτον¬ 
ται δύο άλλων δοθειαών περιφερειών. 



Έστωσαν Ο, Δ, Ε, τΑ κέντρα τών δοθεισών .περιφερειών. 
Επειδή ή γωνία Α είναι ώρισμένη, 
τό αύτό συμβαίνει καί διά τό τόξον νι 

καί τήν χορδήν ΒΓ. Τσα, Αντιστοίχως, 
πρός τό τόξον καί χορδήν ΜΝ τής γω- /Γ^Κ '\ \ 

νίας ΤΜΝ τοΟ σχήματος. "Ωστε: / /' \ \ ] 

Ή χορδή ΒΓ είναι κοινή έφαπτο- I / 6 \,\ί 

μένη της περιφερείας (Δ) καί τής όμο- \/\ 

κέντρου (Ο ) τής (Ο) καί Εφαπτομένης /" \ Λ' 1 — 

τής ΜΝ, ή δέ ΓΑ όρίζεται διά τής έκ ( Α ) 

τοΟ σημείου Γ Εφαπτομένης Γ Α πρός νίν ί , 

Τήν περιφέρειαν (Ε). \Ι 


Παρατήρησα. Είς μίαν κοινήν έφα'- £ τ· 602 - 

πτομένην ΒΓ ΑντιστοιχοΟν δύο λύσεις· 

είς τάς τέσσαρας, έν γένει, έπομένως, κοινός έφαπτομένας τών 
περιφερειών (Δ) καί (Ο') Αντιστοιχούν όκτώ λύσεις τοΟ προ¬ 
βλήματος. 


Πρόβλημα 275 


1009. δοθεισών δύο όμοχέντρων περιφερειών, νά χατασχευαοθή 
τρίγωνον, Ιχον δοθεί σας τάς γωνίας καί τοΟ όποίου ή μία κορυφή χεί- 
ται έπΐ τής μιας περιφερείας, αΐ δέ δύο άλλαι έπΐ τής άλλης. 


Ύποθέσωμεν λελυμένον τό πρόβλημα, ΑΒΓ τό ζητούμενον τρί¬ 
γωνον καί Δ τήν τομήν τής εύθείας ΒΑ μετά τής Εξωτερικής πε- 
ριφερείας. 
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ΓΔ είναι ώρισμένη, ώς σχηματίζουσα μετά 
Εφαπτομένης ΓΤ γωνίαν Τσην πρός τήν δο- 
θείσαν Β τοΟ τριγώνου, ή κορυφή Α αότοΟ 
εύρίσκεται, ώς τομή τής Εσωτερικής περιφέ¬ 
ρειας καί τοΟ κυκλικοΟ τόξου, τοΟ διερχομέ- 
νου διά τών Γ, Δ καί Εχοντος έγγεγραμμέ- 
νην γωνίαν ε(ς αύτό Γσην πρός τήν παρα¬ 
πληρωματικήν τής δοθείσης γωνίας Α. 

Παρατήρηαίς. ΕΙς τά δυο, έν γένει, κοινά 
σημεία Α, Α' τοΟ τόξου (Γ, Δ, 180· —Α) καί 
τής έοωτερικής περιφέρειας, άντιστοιχοΟν δύο 
λύσεις τοΟ προβλήματος. 

Επειδή δέ χό μέγεθος τής ε!ς τό Γ γωνίας δϋναται νά Εναλ- 
λαχθή πρός τά τόν δύο άλλων γωνιών, γίνεται φανερών δτι δυ- 
νάμεθα νά Ιχωμεν Εξ λύσεις τοΟ γενικοΟ προβλήματος. 

"Εξ άλλας λύσεις λαμβάνομεν ύποθέτοντες τήν μίαν κορυφήν 
έπί τής Εξωτερικής περιφέρειας καί τάς άλλας έπί τής Εσωτερικής. 

Σημιίωοίς. Τό πρόβλημα εύρίσκεται εις Οοαπ οοπνρίβΐ άβ ιιιαίΑΕ- 
»>ι αίίηαββ ρκΐ'ββ τού Ρτειιοοευι·, τόμ. I. 

Πρόβλημα 276 

1010. Νά Εγγραφή είς δοθίν τρίγωνον άλλο ίσον πρός δοάέν. 

θεωροΟντες τό άντίθετον πρόβλημα, όδηγούμεθα εις τό Επό¬ 
μενον : 

Πρόβλημα 276-1 

Διά τριών δοάέντων σημείων, νά άχθοϋν τρεις εύάείαι σχηματίζου- 
σαι τρίγωνον ίσον πρός δσθέν. 

(Βλ. Μίβοίοι, § 215). 


Επειδή ή χορδή 



Πρόβλημα 276—11 


1011. Είς Λοθέν τρίγωνον 



Εξωτερικώς αότοΟ, κλπ. 


ΑΒΓ νά περιγραφή τό μέγιστον Ισόπλευρον. 

Έπί τών πλευρών τοΟ τριγώνου γρά- 
φομεν τόξα Εγγεγραμμένων γωνιών 
ίσων πρός 60°, σχηματίζομεν τό τρίγω¬ 
νον ΔΕΖ τών κέντρων των καί διά τών 
κορυφών τοΟ δοθέντος τριγώνου φέρο- 
μεν πχραλλήλους πρός τάς πλευράς 
τού ΔΕΖ (§ 879). 

Πρόβλημα 276-111 

1012. Είς δοθέν Ισόπλευρον τρίγωνον, 
νά περιγραφή τετράγωνον Ιχον μίαν κο¬ 
ρυφήν κοινήν μετά τοΟ τριγώνου. 

Έπί Εκάστης πλευράς τοΟ τριγώνου, 
ώς διαμέτρου, γράφομεν ήμιπεριφερείας 
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Πρόβλημα 276—IV 

1013 . Νά έγγραφή βΐ; τετράγωνον Ισόπλευρον τρίγωνον, Εχον μιαν 
κορυφήν κοινήν μετά τοΰ τετραγώνου. 

Είναι τό άντίθετον τοΰ προηγουμένου προβλήματος. 


ΚατασκεναΙ τετράπλευρων 


1014. Επειδή α( κατασκευαί παραλληλογράμμων άνάγονται 
εύκόλως είς έκεΐνας τών τριγώνων, Ελάχιστα θά άσχοληθώμεν μέ 
αύτάς. 

ΑΙ κατασκευαί τών τραπεζίων όδηγοΰν είς Ενδιαφέροντα προ¬ 
βλήματα. ιδιαιτέρως δταν γίνεται χρήσις καί τοΰ III Βιβλίου - τό 
αύτό Ισχύει καί διά τά άναφερόμενα είς τά Εγγράψιμα τετρά¬ 
πλευρα ή καί είς τά τυχόντα τετράπλευρα. 


Πρόβλημα 277 

1016. ΕΙς δοδέν τετράγωνον νά έγγραφή άλλο, Εχον ιός πλευράν όο- 
άέν μήκος λ. Ποία τά όρια τής μεταβολής τού λ ; 

1ος Τρόπος. Γράφομεν περιφέρειαν Ιχουσαν ώς κέντρον τό ση¬ 
μείου τομής τών διαγώνιων τοΟ δοθέντος τετραγώνου καί άκτϊνα 

~ψ. Τά σημεία τομής αύτής καί τών πλευρών 

τοΟ τετραγώνου — λαμβανόμενα κατ' άρτίαν ή 
περιττήν τάζιν — είναι αΙ κορυφαί τοΟ ζητου- 
μένου τετραγώνου. 

2ος Τρόπος. Φέρομεν τήν διχοτόμον ΑΡ τής 
γωνίας ΒΑΕ καί τέμνομεν αύτήν είς Ζ διά τής 
περιφέρειας (Β, λ). Έκ τοΟ Ζ καταβιβάζομεν κά¬ 
θετον ΖΗ έπί τήν ΑΒ, έκ τοΟ Η φέρομεν παράλ¬ 
ληλον Ηθ πρός τήν ΖΒ καί είς τά Η καί θ τάς 
καθέτους ΗΛ, ΘΜ έπί χήν Ηθ. Τό τετράπλευ- 
ρον ΗΘΜΛ είναι τό ζητούμενου τετράγωνον. 

Πράγματι, ΘΗ=ΒΖ καί ΑΗ=ΗΖ=ΒΘ· Επομένως. ΒΗ=ΓΘ, κλπ. 

Τό μήκος ΒΖ = λ δύναται νά μεταβάλλεται μεταξύ ΒΑ καί τής 

Λ . ΑΒ ΑΒίΤ 

καθέτου ΒΡ - - —-- 

\2 2 

1016. Σημιϊωσις. Ό 2ος τρόπος εύρίσκεται είς τό ίργον τού 
VI. Οοΐΐίπε, Κει/ Iο εχεεείεεβ οη ΕαεΙίά'α Ρ.Ίειιιειι/ε ο( Οεο>ηεΙι·ι/, σ. 20. 



Πρόβλημα 276 

1017. Νά κατασκευαστή τετράγωνον έχ τού αθροίσματος ή τής δια¬ 
φοράς τής διαγωνίου καί τής πλευράς τού τετραγώνου. 

1) Διά τό άθροισμα Βλ. Μέΰ οδοί, § 41. 

2) "Εστω ΑΒ ή δοθείσα διαφορά. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον καί φέροντες κάθετον 
ΒΗ έπί τήν ΑΔ, παρατηροΟμεν δτι τό όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΗ 
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Λ 

είναι Ισοσκελές, Αφού ΒΑΗ = 45°, τό βέ τετράπλευρον ΗΓΔΒ 
συμμετρικόν πρός τήν ΗΔ. Επειδή τά όρθογώνια τρίγωνα ΗΒΔ, 
ΗΓΔ είναι ίσα, ώς ίχοντα κοινήν τήν ύπο- 
τείνουσαν καί ΔΒ = ΔΓ. Επομένως 

ΗΓ = ΒΗ = ΑΒ. 

θά πρέπει, λοιπόν, νά κατασκευάσωμεν 
όρθήν γωνίαν ΓΑΕ καί τήν διχοτόμον της 
καί νά μεταφέρωμεν τήν Βοθείσαν διαφοράν 
β άπό τής θέοεως ΑΒ είς τήν ΒΗ καί Απ' 
αότής είς Τήν ΗΓ. ΎψοΟμεν Ακολούθως κΛ- 
θετόν ΓΔ έπΐ τήν ΑΓ, κλπ. 



Πρόβλημα 27 9 

1018. ΝΑ έγγραφή τετράγωνον έντός τού κοινού μέρους δυο Ισων 
τεμνομένων κύκλων. 

Διά τοΟ μέσου τής διακέντρου φέρομεν δύο χορδάς τοΟ κοινού 
μέρους τών κύκλων, κεκλιμένος κατά 45° πρός τήν διάκεντρον. 
Αοται είναι αΐ διαγώνιοι τοΟ ζητουμένου τετραγώνου. 


Πρόβλημα 279 — I 

1019. Είς τετράγωνον, νά έγγραφοΰν τέσσαρες κύκλοι ίσοι, έφαπτό- 
μενοι άλλήλων καί έκαστος δύο πλευρών του τετραγώνου. Νά εύρεθί ή 
άχτίς των συναρτήσει τής πλευράς τοΰ τετραγώνου. 

ΕΤναι ο( έγγεγραμμένοι ε(ς τά τέσσαρα ίσα τετράγωνα, είς Α 
διαιρείται τό τετράγωνον. Ή άκτίς των είναι τό τέταρτον τής 
πλευράς τοΟ τετραγώνου. 

Πρόβλημα 280 


1020. Νά περιγραφή τετράγωνον είς δοθέν τετράπλευρον. 


"Εστω ΑΒΓΔ τό δοθέν 



τετράπλευρον καί ΗΕΘΖ τό ζητούμε¬ 
νου τετράγωνον. Αί κορυφαί Ε καί Ζ 
τοΟ τετραγώνου θά εύρίσκωνται έπΐ 
τών περιφερειών τών έχουσών ώς δια¬ 
μέτρους τάς ΑΒ καί ΓΔ πλευράς τοΰ 
τετράπλευρου, ή δέ διαγώνιος ΕΖ τοΰ 
τετραγώνου, ώς διχοτομούσα τάς γω¬ 
νίας Ε καί Ζ αύτού, θά διέρχεται διά 
τών μέσων. Ν καί Μ. τών τόξων ΑΝΒ 
καί ΔΜΓ τών περιφερειών αύτών. 

Αρκεί λοιπόν νά άχθη ή εύθεΐα ΜΝ 
διά νά όρισθη ή διαγώνιος ΕΖ τοΰ ζη¬ 
τουμένου τετραγώνου, Αρα καί τούτο 
τό τετράγωνον. 


Παρατηρήσεις. 1) Τό πρόβλημα επιόέχε- 
ται τ ίοσαρας λύσεις. “Εστωσαν, πράγματι, Μ, Μ' τά μέσα τών δύο 
ήμιπεριφερειών διαμέτρου ΑΒ καί Η, Ν' τά δμοια σημεία διά τάς 
ήμιπεριφερείας ΓΔ. 

Συνδέοντες ίκαστον τών σημείων Μ, Μ’ πρός έν τών Ν, Ν', 
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λαμβάνομεν εύθεϊαν συναντώσαν έκάστην ιών άλλων ήμιπεριφε- 
Ρ*ιών κατά σημεία δυνάμενα νά ληφθοΟν ώς άκρα διαγωνίου ένός 



έκ τών ζητουμένων τετραγώνων. Εύρίσκομεν, οϋτω, τέσσαρας λύ¬ 
σεις, Αντιστοίχους τών διαγώνιων ΡΠ, Ρ'Π', ΚΣ, Κ'£'. 

2) ' Εάν αΐ διαγώνιοι τον τετράπλευρου ΑΒΓΑ είναι ίοαι καί όρ&ογώ- 
νιοι, Λννάμε&α νά περιγράψωμεν εις αντο απειρίαν εειραγώνων. 

Διότι, διά τών Α καί Γ δυνάμεθα νά φέρωμεν δύο παραλλή¬ 
λους πρός τυχοΟοαν διεύθυνοιν καί έκ τών Β καί Γ τάς καθέτους 
ίπ' αύτάς. Τό τετράπλευρον τών τεσσάρων τούτων εύθειών είναι 
τετράγωνον. 

3) ΕΙς τήν περίπτωσιν τών Ισων 
ιαί όρθογωνίων διαγωνίων, αΙ τέσ- 
ταρες περιφέρειαι, αΐ Εχουοσι ώς 
ΐιαμέτρους τάς πλευράς τοϋ τετρα- 
αλεύρου ΑΒΓΑ, διέρχονται διά τοΰ 
αύτοΟ σημείου, τοΰ αταάεροϋ κέντρου 
Αμοιότηχος τών τεσσάρων περιγεγραμ- 
μένων τετραγώνων (§ 2476). 

4) ΤοΟ άνωτέρω προβλήματος 
υπάρχει καί ή Ακόλουθος άπλου- 
στάτη λύσις: 

Έκ μιδς κορυφής Β τοϋ δοθέν- 
τος τετραπλεΟρου φέρόμεν τήν κά¬ 
θετον ΒΡ έπΐ τήν διαγώνιον ΑΓ, 
λαμβάνομεν έπ' αύτής τμήμα ΒΛ = ΑΓ καί φέρομεν τήν εύθεϊαν 
ΔΛ. Ή εύθεΐα αύτή όρίζει τήν διεύθυνοιν μιδς τών πλευρών τοΟ 
ζητουμένου τετραγώνου. (ΝαΙΗ/χΐί, 1881, σ. 8, ΒΐεπόκυΠετ). 
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Πρόβλημα 281 

1022. ΕΙ; παραλληλόγραμμον νά έγγραφή τετράγωνον. 

"Εστω ΖΕΗΘ τό τετράγωνον καί τοϋ όποιου τό κέντρον συμπί¬ 
πτει, προφανώς, πρός τό σημεϊον τομής τών διαγώνιων τοΟ πα¬ 
ραλληλογράμμου. 

Φέρομεν τάς καθέτους ΟΛ καί ΖΜ έπΙ τής ΑΒ καθώς καί τήν 

κάθετον ΟΝ έπί τήν ΖΜ. Τά 
όρθογώνια τρίγωνα ΟΛΕ, 
ΟΝΖ είναι Τσα, ώς Εχοντα 
Τσας τάς γωνίας καί τάς 
ύποτεινούσας πράγματι, 
ΟΕ = ΟΖ, αΙ δέ γωνίαι 
ΛΟΕ καί ΝΟΖ Εχουν τάς 
πλευράς των καθέτους, άν- 
τιστοίχως. "Ωστε 

ΟΝ = ΟΛ, 



καί οϋτω όδηγούμεθα εις τήν άκόλουθον κατασκευήν : 

Έκ τοΟ κέντρου Ο τοϋ παραλληλογράμμου, άγομεν κάθετον 
ΟΛ έπί τήν ΑΒ, λαμβάνομεν τμήμα ΛΜ έπί τής ΑΒ ίσον πρός τό 
ΟΛ καί είς τό σημεϊον Μ ύψοϋμεν κάθετον ΜΖ έπί τήν ΑΒ. Τό 
σημεϊον Ζ είναι ή μία κορυφή τοϋ τετραγώνου. 

Ακολούθως, έκ.τοΰ κέντρου Ο φέρομεν κάθετον ΟΝ έπί τήν 
ΖΜ καί μεταφέρομεν τό τμήμα ΖΝ εις τό ΛΕ έπί τής ΑΒ. Τό ση- 
μεϊον Ε είναι άλλη κορυφή τοϋ ζητουμένου τετραγώνου κλπ. 

Παρατήρηαι;. Ή διερεύνησις τοϋ προβλήματος εϊναι πολύ Εν¬ 
διαφέρουσα άλλά καί πολύ Εκτενής· χρησιμοποιεί άλλωστε καί 
τήν Τριγωνομετρίαν. (Βλ. Ν. Αη. άβ ΜαίΜίηαΗηιιε$, 1859, σ. 451— 
459, ]. Μικεπί). 

Πρόβλημα 281 — 1 


1023. ΕΙς δοθέν ιετράγωνον νά έγγραφή άλλο, τοΟ όποιου μία 
πλευρά νά διέρχεται διά δοάέντο; σημείου Α. 

Συνδέόμεν τό κέντρον Ο τοϋ δοθέντος τετραγώνου μετά τοϋ 
σημείου Α, φέρομεν εύθειαν ΟΧ κάθετον έπί τήν ΟΑ καί έπί τού¬ 
της λαμβάνομεν τμήμα ΟΒ = ΟΑ. 

Ή περιφέρεια διαμέτρου .ΑΒ τέμνει μίαν πλευράν τοϋ τετρα¬ 
γώνου ή τήν προέκτασιν αυτής είς δύο σημεία ή Εφάπτεται αύτής 
ή δέν τήν συναντά- εις τήν πρώτην περίπτωσιν ύπάρχουν δύο λύ¬ 
σεις τοΟ προβλήματος, είς τήν δευτέραν μία—καί είς αύτήν Αντι¬ 
στοιχεί τό έλάχιστον Εγγεγραμμένου τετράγωνον — καί είς τήν 
τρίτην καμμία (“). 

Παραχήρηαΐζ. Δυνάμεθα νά έπιληφθώμεν καί άλγεβρικώς τοϋ 


64. 2 η μ. μ * τ. "Εστω, πράγματι, ΓΔΕΖ τό τετράγωνον καί Μ εν τών 
σημείων τομή; τής περιφέρειας ΑΒ χαί τής πλευράς ΓΔ. Αί ΑΜ. ΒΜ 
τέμνουν τάς πλευράς ΓΖ καί ΔΕ τοϋ τετραγώνου είς τά σημεία Ν χαί 2. 
Ν, Μ, 2 είναι τρείς χορυφαί ένός Ιχ τών ζητουμένων τετραγώνων. 

Επειδή ή ΟΜ είναι διχοτόμος τής γωνίας ΝΜΣ, τό ΜΟΣΔ έγγράψι- 
μον τετράπλευρον χαί. τό τρίγωνον Μ02 όρ' ογώνιον ισοσκελές χλπ. 
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προβλήματος, όπότε άγόμεθα είς έξίοωοιν δευτέρου βαθμοΟ· τά 
άποτελέσματα είναι τά ίοια άλλά ή έργαοία έπίπονος. 


Πρόβλημα 282 

1024. Νά κατασκευασθή όρθογώνιον : 

1) Έχ τής περίμέτρου καί τής γωνίας των διαγώνιων. 

Επειδή έκ τής γνώσεως τής γωνίας Ο γνωρίζεται καί ή γωνία 
ΒΑΟ, άγόμεθα εις τήν κατασκευήν όρθογωνίου 
τριγώνου ΒΑΓ, τοΟ όποιου είναι γνωσταί αΙ 
γωνίαι καί ώρισμένον τό άθροισμα τών πλευρών 
τής όρθής γωνίας (§ 974, 2). 

2) Έχ τής γωνίας τών διαγώνιων χαί τής διαφο¬ 
ράς δύο παρακειμένων πλευρών. ^ 

"Εστω ΑΕ ή διαφορά αυτή. Τό τρίγωνον 
ΑΕΔ είναι κατασκευάσιμον, άφοΟ είναι γνω¬ 
στή ή πλευρά ΑΕ καί αί προσκείμενοι είς αυ¬ 
τήν γωνίαι· πράγματι, Γ 

γων ΛΑΕ = 90° - - ° Γ - , ΑΕΔ = 90“ + 45°=135'. 



3) Έχ τής περιμέτρου καί διαγώνιου . 

Άναγόμεθα εις κατασκευήν όρθογωνίου τριγώνου ΑΓΔ, τοΟ 
όποιου δίδονται ή Οποτείνουσα καί τό άθροισμα τών πλευρών τής 
άρθής γωνίας (§ 989). 

θά ήδόνατο, έπίσης, νά έδίδοντο ή διαγώνιος καί ή διαφορά 
τών προσκειμένων πλευρών. 


Πρόβλημα 282—1 

1025. Νά κατασκευαστή ρόμβος, ίκ τής πλευράς καί τοϋ αθροίσμα¬ 
τος ή τής διαφοράς τών διαγώνιων αύτοϋ. 

Καί είς τάς δύο περιπτώσεις, όδηγούμεθα είς κατασκευήν όρ¬ 
θογωνίου τριγώνου 4κ τής ύποτεινούσης καί τοΟ άθροίσματος ή 
τής διαφοράς τών άλλων πλευρών αύτσΟ. 


Πρόβλημα 283 

1028. Νά ενρεθή σημείον Μ έπί τής- ύποτεινούσης όρθογωνίου τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ τοιοϋτον, ώστε, άν έξ αΰτόϋ άχθοϋν παράλληλοι πρός τάς 
πλευράς τής όρθής γαινίας, τό σχηματιζόμενον ορθογώνιον : 

1) Νά ίχΐ] δοδεΐοαν περίμετρον (§§ 99α καί 874). 

2) Διαφοράν παρακειμένων πλευρών δο&ιϊσαν (§§ 99 β Καί 5Β4). 

3) Νά είναι τετράγωνον (§ 99 β, 2). 

4) Νά Ιχγι την έλαχίστην διαγώνιον. Αΰτη Ιαοΰται προς τό έχ τοΰ Α 
νιμος ιον τριγώνου. 


Πρόβλημα 284 

1027. Νά έγγραφή είς περιφέρειαν όρθογώνιον, τοΰ όποιου : 

1) Ή περίμετρος νά ΐχγ) δο&εν μήκος (§ 100 α). 

2) Ή διαφορά τών πλευρών νά Ιαοΰται πρός δοθίν μήκος (§ 100 β). 
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ϊ«. βϋ 


Πρόβλημα 284—1 

1028. Νά κατασκευασθί παραλληλόγραμμον; 

1) Έχ μια; πλευράς χαί ιών διαγώνιων. 

2) Έχ δύο πλευρών χαί μιάς διαγώνιου. 

3) Έχ όνο παρακειμένων πλευρών χαί τής γωνίας αυτών. 

4) Έχ των διαγώνιων χαί τής γωνίας αϊτών. 

1) ΔυνάμεΘα νά κατασκευάσομεν τό τρίγωνον ΒΟΓ, ίκ τής 
γνωστής πλευράς καί τών ήμιδιαγω- 
νίων. Αί προεκτάσεις τών ΟΒ καί ΟΓ 
κατά ϊοα. άντιστοίχως, μήκη, παρέχουν 
τάς κορυφάς Α καί Δ τοΟ παραλλη¬ 
λογράμμου. 

2) Κατασκευάζεται τό τρίγωνον 
ΑΒΓ καί έκ τών Α, Γ φέρομεν παραλ¬ 
λήλους πρός τάς ΒΓ, ΒΑ. 

3) Όμοίως. 

4) Γ ράψομε ν 6ύο εύθείας τεμνομένας κατά τήν δοθεΐσαν γω¬ 
νίαν είς τό Ο καί, έκατέρωθεν τοΟ σημείου αότοΟ, λαμβάνομεν 
έφ’ έκάστης εύθείας τμήματα Ισα πρός τά ήμίση τών μηκών τών 
δοθειοών διαγώνιων. Τά άκρα τών τμημάτων είναι αί κορυφαί 
τοΟ παραλληλογράμμου. 

Πρόβλημα 286 

1028. Νά χατασκευαοθί τραπέζιον ΑΒΓΔ έχ τών τεσσάρων πλευρών. 

Έστω λελυμένον τό πρόβλημα 
καί ΓΕ παράλληλος καί Ιση πρός 
τήν πλευράν ΔΑ τοΟ τραπεζίου. Τό 
τρίγωνον ΓΒΕ είναι καταοκευάσι- 
μον, έπειδή α( πλευραί ΓΒ καί ΓΕ 
είναι γνωσταί έκ τών δεδομένων τοΟ 
προβλήματος καί ή ΒΕ Ιση πρός τήν 
διαφοράν τών βάσεων τοΟ τραπε¬ 
ζίου. Μετά τήν κατασκευήν τοΟ τρι¬ 
γώνου αύτοΟ, φέρομεν έκ τής κορυ¬ 
φής Γ τμήμα ΓΔ, παράλληλον πρός 
τήν ΒΕ καί Ισον πρός τήν μικροτέ- 

ραν βάσιν τοΟ τραπεζίου. 

Πρόβλημα 286—1 

1030. Νά χατασχευαοθϋ τραπέζιον, έχ τών βάσεων χαί διαγωνίων. 

Κατασκευάζομεν τό τρίγωνον ΑΓΖ (Σχ. 613) Ιχον ώς βάσιν τό 
άθροισμα ΑΖ τών βάσεων τοΟ τραπεζίου 
καί άλλας πλευράς τάς διαγωνίους αύτοΟ. 

Πρόβλημα 288 

1031. Νά χατασχευασθή τραπέζιον, έχ τής 
άχτίνος τοϋ έγγεγραμμένον χόχλου καί τών 
μή παραλλήλων πλευρών. 

Γράφομεν τήν περιφέρειαν (Ο), φέρο¬ 
μεν παραλλήλους έφαπτομένας αύτής καί — κατά τήν ύπό τοΟ 
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σχήματος δηλουμένην κατασκευήν — τάς, Τσας πρός τάς δοθεΐσας 
πλευράς, έφαπτομένας ΑΒ καί ΓΔ. 

Πρόβλημα 286— I 

1032. Νά χαιασχε υασθ-4 τραπέζιον, έχ τής άχτίνος τής έγγεγραμμέ- 
νης περιφέρειας, μιας βάσεως καί μιάς των μή παραλλήλων πλευρών. 

Μετά τήν άγωγήν τής ΑΒ (Σχ. 614), λαμβάνομεν έπΐ μιάς τών 
παραλλήλων τμήμα ΒΓ Τσον πρός τήν δοβείσαν βάσιν καί έκ τοΟ 
Γ φέρομεν έφαπτομένην ΓΔ πρός τήν περιφέρειαν. 

Πρόβλημα 28Θ-1Ι 

1033. Νά χατασχευασάί τραπέζιον έχ τών βάσεων χαΐ γωνιών. 

Λαμβάνομεν τά δοθέντα μήκη έπΐ τών ΑΒ 
καί ΑΓ. κατασκευάζομεν είς τά Α καί Β γω¬ 
νίας Τσας πρός τάς δοθεΐσας καί έκ τοΟ Γ φέ¬ 
ρομεν παράλληλον ΓΖ πρός τήν πλευράν ΑΔ 
τοΟ κατασκευασθέντος τριγώνου ΑΒΔ. θά Ιχω- 
μεν ΕΖ = ΑΓ. 

Πρόβλημα 286— III 

1034. 'Ομοίως, έχ τών γωνιών, τής βάσεως ΑΒ 
και μιας τών μή παραλλήλων πλευρών ΑΕ ή μιας 
τών διαγωνίων ΑΖ (Σχ. 615). 

Πρόβλημα 286— IV 

1036. 'Ομοίως, έχ τής βάσεως ΑΒ, τής γωνίας 
ΑΖ χαΐ τής πλευράς ΑΕ (Σχ. 615). 

Πρόβλημα 286— V 

1036. Νά χαταοχευασθή τετράπλευοον έχ τών μέσων τριών πλευρών 
χαί τμήματος παραλλήλου και Γσου πρός τήν τέτάρτην πλευράν. 

Έοτω ΑΒΓΔ τό τετράπλευρου· τά μέσα Ε, Ζ, θ, Η τών πλευ¬ 
ρών αύτοΟ εΤναι κορυφαί παραλληλογράμ¬ 
μου ($ 542). 

Τό παραλληλόγραμμον τοΟτο δόναται 
νά κατασκευασθή καί νά όρισθη ο0τ« τό 
έσον Η τής Τετάρτης πλευράς. Άκολού- 
ως, φέροαεν έκ του Η καί έκατέρωθεν 
αύτοΟ τμήματα ΗΑ, Η Δ Τοα καί παράλ¬ 
ληλα πρός τό ήμισυ τοΟ δοθέντος τμήμα¬ 
τος μ καθώς καί τά τμήματα ΑΒ, ΔΓ, 

'χοντα ώς μέσα τά σημεία Ε καί θ άντι- 
Γτοίχως. Τό τετράπλευρου ΑΒΓΔ είναι 
ό ζητοόμενον. 

Πρόβλημα 287 

1037. Νά χατασχευασθή τετράπλενρον ΑΒΓΔ έχ τών τεσσάρων χλευ¬ 
ών καί τής εύάείας Εθ, τής συνδεούσης τά μέσα δύο άπέναντι πλευρών. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον, Ε, Ζ, θ, Η, τά μέσα τών πλευ- 




Β, τής διαγώνιου 
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οών, I, Κ τά μέοα τών διαγώνιων, θεωρήσωμεν τά τετράπλευρα 
ΕΙΘΚ, ΗΙΖΚ. 

Έκαστον τούτων είναι παραλληλόγραμμον· πράγματι, αΐ άπέ- 
ναντι πλευραί ΕΚ, Ιθ τού πρώτου λ. χ. είναι ϊσαι καί παράλλη¬ 
λοι, ώς συνδέουσαι τά μέσα Ε, Κ καί 1, θ τών πλευρών ΒΑ, ΒΔ 
καί ΓΑ, ΓΔ τών τριγώνων ΔΒΑ καί ΔΓΑ, 
άντιστοίχως, μέ κοινήν βάσιν ΑΔ."Ομοίως 
άποδεικνύεται, δτι καί τό δεύτερον τετρά- 
πλευρον είναι παραλληλόγραμμον. 

Τό παραλληλόγραμμον ΕΙΘΚ είναι κα- 
τασκευάσιμον, έπειδή γνωρίζομεν τάς πλευ¬ 
ράς του καί τήν διαγώνιον Εθ. Δύναται 
λοιπόν νά όρισθή θέσει ή άλλη δ,αγώνιός 
του ΙΚ και νά κατασκευασθή, έπομέ- 
νως, καί τό δεύτερον παραλληλόγραμμον 
ΗΙΖΚ, τοϋ όποιου θά γνωρίζωμεν τάς 
πλευράς του πάλιν καί μίαν διαγώνιον. 
Οϋτω όρίζονται καί τά τέσσαρα μέσα 
Ε, θ. Η, Ζ τών πλευρών τοΟ τετραπλεύρου, άρα καί τό τετρά- 
πλευρον. "Επειδή έδόθησαν τά μήκη τών πλευρών του καί αί διευ¬ 
θύνσεις των είναι παράλληλοι πρός τάς πλευράς τών θεωρηθέν- 
των παραλληλογράμμων. 

1037 α. Σημιΐωαις. Βλ. ά. Μ. του λ'ιιϊδετί, 1Θ92, σ. 93, π* 
2887, ή ΤΗέονκηιβε εΐ ΡνοΜέτηεβ ύε (ΙέοτηέΙήε τοΟ όείείεπ, 6η ϊκδο- 
σις, Ρ. VIII, σ. 14. 

"Επίσης .1. ά· 0., τόμ. II, 1811- 1812, σ. 32. Λύσεις ύπό ΕΗιιίΙ- 
Πετ, Κοείιεί, Ρίΐείε. 

Πρόβλημα 387—1 

1038. Νά κατασκευαστή έγγςάψιμον τετράπλευρου έχ τών διαγώ¬ 
νιων, τής γωνίας αυτών καί τής άκτϊνος τής περιγεγραμμένης περιφέρειας. 

"Επειδή εις έγγράψιμον τετράπλευρου αΙ άπέναντι γωνίαι είναι 
παραπληρωματικοί, ή γνώσις τών διαγώνιων 
συνεπάγεται τήν γνώσιν καί τών τεσσάρων 
γωνιών τοΟ τετραπλεύρου καί, έπομένως, τό 
δοθέν πρόβλημα άνάγεται εις τήν κατασκευήν 
τετραπλεύβου, τοΟ όποιου γνωρίζομεν τ&ς 
γωνίας, τάς διαγώνιους καί τήν γωνίαν 
αυτών. 

Γράψομεν περιφέρειαν διά τής δοθείσης 
άκτϊνος καί λαμβάνομεν δύο χορδάς αύτής 
ΑΓ, ΕΖ Τσας πρός τάς δοθείσας διαγώνιους* 
άκολούθως, γράφομεν περιφέρειαν (γ), όμό- 
κεντρον τής πρώτης καί έφαπτομένην τής ΕΖ, 
καί φέρομεν πρός αύτήν έφαπτομένην ΒΔ 
κεκλιμένην κατά τήν δοθεϊσαν γωνίαν μ πρός τήν ΑΓ. 

"Επειδή ΔΒ = ΕΖ, ώς χορδαί Ισον άπέχουσαι τοΰ κέντρου, τό 
τετράπλευρου ΑΒΓΔ είναι τό ζητούμενου. 

Πρόβλημα 387—11 

1039. Νά κατασκευασθή τετράπλευρου έγγράψιμον ΑΒΓΔ έχ τών 
γωνιών, μιας διαγώνιου ΑΓ καί τής γωνίας αυτής μ πρός τήν άλλην 
διαγώνιον. 
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Έπί τής δοθείσης διαγώνιου ΑΓ (Σχ. 6ΙΘ), γράφομεν κυκλικόν 
τόξον, δεχόμενου γωνίαν Τοην πρός τήν άπέναντι αύτής Δ καί 
συμπληροϋμεν τήν περιφέρειαν. Έγγράφομεν άκολούθως είς αύ· 
τήν γωνίαν ΕΘΖ, Ισην πρός μίαν τών άπέναντι τής άλλης διάγω- 
νίου γωνιών τοΰ τετραπλεύρου καί φέρομεν έφαπτομένην πρός 
τήν, προηγουμένως θεωρηθεϊοαν, περιφέρειαν (γ) καί κεκλιμένην 
κοιτά τήν δοθεΐσαν γωνίαν μ πρός τήν ΑΓ. 

Πρόβλημα 287—III 

1040. Νά χαταοχευαοθή έγγράψιμον τετράπλευρον ΑΒΓΔ έχ τής 
διαγώνιου ΑΓ. τής απέναντι αυτής γωνίας Δ. τής γωνίας τών διαγώ¬ 
νιων χαϊ τής πλευράς ΑΒ. 

Πρόβλημα 287—/V 

1041. Νά κατααχευαοθΐ τετράπλευρον ΑΒΓΔ, τοΰ όποιου δίδονται : 

1) Ή διαγώνιοι ΑΓ, ή πλευρά ΑΒ καί αί 

γωνίαι. 

Έπί τής διαγώνιου ΑΓ, γράφομεν δύο κυ¬ 
κλικά τόξα ΑΒΓ, ΑΔΓ, δεχόμενα γωνίας ΐσας 
πρός τάς δοθείσας Β καί Δ καί τίμνομεν τό 
πρώτον είς Β διά τής περιφέρειας (Α, ΑΒ). 

ΖυμπληροΟμεν τήν κατασκευήν τοΰ ζητουρέ- 
νου τετραπλεύρου, σχηματίζοντες γωνίαν 
ΒΓΔ Τοην πρός τήν δοθεΐσαν Γ. 

1042 · 2) Δύο παρακείμενοι γωνίαι Β χαί Γ, 
ή πλευρά ΑΒ καί αϊ διαγώνιοι. 

. Κατασχευάζομεν πρώτον τό τρίγωνον ΑΒΓ, 
τοΟ όποίου γνωρίζομεν μίαν γωνίαν Β καί 
δύο πλευράς ΑΒ καί ΑΓ, καί σχηματίζομεν 
κοηόπιν γωνίαν ΒΓΕ Τοην πρός τήν δοθεΐ¬ 
σαν Γ. Ή περιφέρεια (Β, ΒΔ) τέμνει τήν εύ- 
θεΐαν ΓΔ κατά τήν τετάρτην κορυφήν τοΰ 
ζητουμένου τετραπλεύρου. 

Πρόβλημα 288 



Σχ. <510. 



1043. Νά χατασχευασδή τετράπλευρον ΑΒΓΔ 
ΐχ τών διαγωνίων, τής γωνίας αυτών μ χαί δύο αντικειμένων γωνιών 
Β χαί Δ. 


Έπί τής ΑΓ γράφομεν δύο κυκλικά τόξα δεχόμενα γωνΙας # Τσας 
πρός τάς δοθείσας Β καί Δ. Έκ τοϋ κέντρου Ο 
τοΰ ένός τών τόξων τούτων, λ. χ. τοϋ ΑΒΓ, φέ¬ 
ρομεν τμήμα ΟΖ, ίσον πρός τήν διαγώνιον ΒΔ 
καί κεκλιμένον πρός τήν ΑΓ κατά τήν γωνίαν 
μ. καί γράφομεν τήν περιφέρειαν (Ζ), Τσην πρός 
τήν (Ο). 

“Αν έκ τοΰ σημείου Δ, καθ’ ΰ ή περιφέρεια 
(Ζ) τέμνει τό δεύτερον τόξον ΑΔΓ, φέρωμεν πα¬ 
ράλληλον πρός τήν 70, ή τομή αύτής μετά τοΟ 
τόξου ΑΒΓ όρίζει τήν τετάρτην κορυφήν τοΰ 
ζητουμένου τετραπλεύρου (§ 864). 

Άλλη κατασκευή. Κατασκευάζομεν παραλληλόγραμμον ΑΓΕΘ, 



Γεωμετρία 


29 
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Ιχον ώς πλευράς τά δοθέντα μήκη ΑΓ, Εθ = ΒΔ καί γωνίαν ΑΓΕ 
ΐσην πρός τήν δοθεϊσαν μ. Έπί τών ΑΓ- καΙ.ΕΘ γράψομεν κυ¬ 
κλικά τόξα δεχόμενα γωνίας Τσας άντιστοίχως πρός τάς Β καί Δ. 
"Εκαστον τών κοινών σημείων τών τόξων τούτων δύναται νά λη- 
φθ(| ώς κορυφή Β ή Δ, όπότε τό Κτερον άκρον τοΟ έκ τοΟ σημείου 
αύτοΟ τμήματος, του παραλλήλου καί Ισου πρός ΘΑ ή ΕΓ, θά 
είναι ή τετάρτη κορυφή Δ ή Β τοΟ ζητουμένου τετράπλευρου. 

Πρόβλημα 288—1 


1043α. Νά χατασχευασδή τετράπλευρο», τού όποιου δίδονται: 

1) ΑΙ πίτυραΐ και ή γωνία <3 ίο άηίνανχι ί; αϊτών (Ι,εηιοίηε, ].Μ.Ε·, 
1884, σ. 103). 

2) Δύο Απέναντι πΐΐνραί, α! διαγώνιοι καί ι/ γωνία αυτών. 

1) Έστω ΑΒΓΔ τό τετράπλευρου καί ω ή γωνία τών πλευρών 
ΑΒ. ΓΔ. 

Διά τών Β καί Δ φέρομεν παραλλήλους ΒΕ, ΔΕ πρός τάς 
πλευράς ΓΔ καί ΓΒ. Τό τρίγωνον ΑΒΕ κατασκευάζεται, έπειδή ή 
γωνία ε(ς τό Β είναι Ιση πρός τήν ω, αί βέ πλευραϊ ΒΕ καί ΒΑ 
Τσάι πρός δύο άπέναντι πλευράς τοΟ τετραπλεΰρου. 

Έκ τής κατασκευής τοΟ τριγώνου τούτου, όρίζεται εύκόλως 
καί τό παραλληλόγραμμον ΒΕΔΓ κλπ. 

2) Τό δεύτερον πρόβλημα είναι δυοιον τοΟ πρώτου, άκόμη κα* 
4ν έδίδετο ή γωνία δύο απέναντι πλευρών άντί τής γωνίας τών 
Βιαγωνίων. 

Πρόβλημα 289 


1044. Νά κατασχευαοδί τετράπλευρο» ΑΒΓΔ έκ τών γωνιών Α καί 
Β, τών βιαγωνίων καί τής γωνίας αυτών φ. 

Έπί τμήματος ΒΔ Ισου πρός τήν μίαν τών βιαγωνίων γράφο- 
μεν κυκλικόν τόξον δεχόμενον . γωνίαν 
Τσην πρός τήν δοθεΐσαν ΒΑΔ. Έκ τοΟ 
κέντρου Ο τοΟ τόξου τούτου, φέρομεν 
τμήμα ΟΖ, Ισον πρός τήν έτέραν δια- 
γώνιον καί σχηματίζον μετά τής ΒΔ 

γωνίαν (ΟΖ, ΔΒ) = (ΑΓ, ΔΒ) — φ, καί 
γράφομεν περιφέρειαν (Ζ) Τσην πρός 
τήν (Ο). Πάσα ευθεία, ώς ή ΓΛ. πα¬ 
ράλληλος πρός τήν διάκεντρον ΖΟ καί 
περατουμένη είς τήν περιφέρειαν (Ο), 
Ιχει μήκος Ισον πρός τό τής Ζθ· -άρκεϊ 
νά άχθη αϋτη κατά τρόπον, ώστε ή γωνία ΑΒΓ νά Ιχη τό δοθέν 
μέγεθος Β (§ 919). 

Πρόβλημα 289—I 



1045. Νά κατασχευασθή τετράπλευρο» ΑΒΓΔ έκ τών βιαγωνίων, 
τής γαινίας των, τής γωνίας Α καί τής «λεηρ&ς ΑΓ. 

Ώς καί προηγουμένως, άλλά τό σημεΐον Γ όρίζομεν ώς τομήν 
τής περιφερείας (Ζ) καί τής (Δ, ΔΓ) (Σχ. 622). 
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Πρόβλημα 289—11 

1048. Νά χατασχευασδή τετράπλευρον ΑΒΓΔ έκ ιών διαγώνιων, 
τής γωνίας των καί τών άπέναντι γωνιών Α χαί Γ. 

Τό σημείον Γ (Σχ. 622), θά είναι ή τομή τής (2) πάλιν καί 
τοΟ τόξου(Β, Δ, Γ). 

Πρόβλημα 290 


1047. Νά χαΐασχευασδΐ τετράπλευρον ΑΒΓ& έχ τών γωνιών χαί 
διαγώνιων. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμίνον. Έπί τής διαγώνιου ΔΒ 
γράφομεν τόξον δεχόμενον τήν γωνίαν Α 
καί Ιστωσαν Ε, Ζ τά σημεία τομής τών 
πλευρών ΓΒ, ΓΔ τοΟ τετραπλεύρου μετά 
τής περιφερείας είς ήν άνήκει τό τόξον 
τοΟτο. Φέρομεν καί τήν έφαπτομένην / 

ΜΑΝ είς τό Α. ί 

ΑΙ γωνίαι ΜΑΕ, ΝΑΖ είναι γνωσταί, 1 
ώς Τοαι άντιστοίχως πρός τάς ΑΒΕ καί 
ΑΔΖ· 4ρα είναι γνωστή ή χορδή ΕΖ τής 
περίφερείας ΑΒΔ. Έκ τών παρατηρήσεων 
αύτών όδηγούμεθα είς τήν άκολουθον κα¬ 
τασκευήν : 

Έπί τμήματος ΒΔ, ίσου πρός τήν μίαν 
τών διαγωνίων, γράφομεν τόξον δεχόμενον Σι. 623. 

γωνίαν Τσην πρός τήν Α καί συμπληροΟμεν 

τήν περιφέρειαν είς ήν άνήκει. Είς τό τυχόν σημείον Α τοΟ τόξου 
φ4ρομεν έφαπτομένην ΜΑΝ καί σχηματίζομεν τάς γνωσιάς γω¬ 
νίας ΜΑΕ καί ΝΑΖ. Έπί τής χορδής ΕΖ γράφομεν τόξον δεχό¬ 
μενον γωνίαν Γ καί τέμνομεν αύτό είς Γ διά τής περίφερείας 
(Α, ΑΓ). Τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ είναι τό ζητοόμενον. (Πεεδονββ, 
Οι* Μίΐοηι άβ ΟόοτηέΙτίΐ, 3* ϋ., σ. 348). 



1048. Παραλλαγή. Έπί τμήματος Β’Δ' ίσου πρός τήν μίαν τών 
δοθεισών διαγωνίων γρά¬ 
φομεν τόξον δεχόμενον γω¬ 
νίαν ϊσην πρός τήν Α, συμ¬ 
πληροΟμεν αύτό είς περιφέ¬ 
ρειαν καί, θεωροΟντες τυ¬ 
χόν σημείον Α τοΟ τόξου 
ώς τήν κορυφήν Α τοΟ 
ζητουμένου τετραπλεύρου, 
κατασκευάζομεν γωνίας 
ΑΒ'Γ', ΑΔ'Γ' Τσας άντι- 
στοίχως πρός τάς δοθείσας 
Β καί Δ τοΟ τετραπλεύρου. 

"Εστωσαν Μ, Ν. αί τομαί 
τών Β'Γ' καί Δ'Γ' μετά τής 
γραφείσης περίφερείας καί 

(ΜΓ'Ν') ή διά τών τριών σημείων Μ, Γ', Ν διερχορένη περιφέρεια. 

"Αν Γ είναι ή τομή τής περίφερείας ταύτης και τής (Α, ΑΓ=ν) 
καί Β, Δ αί τομαί τών ΓΜ, ΓΝ καί τής πρώτης περίφερείας, τό 
τετράπλευρον ΑΒΓΔ είναι τό ζητούμενον. (ΑΙεχεπάτοΓί), 
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Πρόβλημα 290—I 

1048 β. Νά άχθή τέμνουσα ΑΓ δύο περιφερειών ΒΑΔ, ΒΓΔ (Σχ. 620), 
τοιαύτη, Δοτέ ιό μέν μήκος αυτής να είναι δοθέν λ, ή δέ γωνία ΑΔΓ 
(ορισμένη. 

Άλλη διατύπωσις τοΟ προηγουμένου προβλήματος· έπειδή δί¬ 
δονται τά μήκη τών διαγωνίων ΑΓ. ΒΔ καί αΐ γωνίαι Α, Γ, Δ τοΟ 
τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, 

Πρόβλημα τον ίίοππεί 291 


1049. Νά χατασχευασθή πεντάγωνον έχ των μέσων ιών πλευρών. 

"Εστω ΑΒΓΔΕ τοΟτο καί Ζ, Θ, Η, Κ, Λ, τά μέσα τών πλευ¬ 
ρών. Μία τυχοΟσα διαγώνιος ΑΔ διαι¬ 
ρεί τά πεντάγωνον είς Εν τετράπλευ- 
ΑΒΓΔ καί είς Εν τρίγωνον ΑΔ1Ξ. 

Έστω I τά μέσον τής διαγώνιου 
αύτής - τά παραλληλόγραμμον ΖΘΙΗ 
είναι κατασκευάσιμον, αφού γνωρίζο- 
μεν τάς τρεις κορυψάς του Ζ, θ. Η, 
καθώς, Επομένως, καί τά τρίγωνον )ΚΛ. 
"Αρα καί τά τρίγωνον ΑΔΕ κατα¬ 
σκευάζεται, καθώς καί τά πεντάγωνον, 
δι’ άγωγής τών ΑΖΒ, ΔΗΓ τμημάτων, 
διπλασίων άντιστοίχως τών ΑΖ καί ΔΗ. 



Μέγιστα καί έλάχισχα 

1060. Έλαχίοτη περίμετρος. Α1 τρεις πρώται Επόμενοι Ασκήσεις 
άναφέρονται είς τά I Βιβλίον. Πάσα Ελάχιστη περίμετρος, άνα- 
χθεϊσα είς τεθλασμένην γραμμήν μεταξύ δύο σταθερών σημείων 
Α καί Β, θά πρέπει, ή νά ταυτίζεται πράς τά τμήμα ΑΒ ή νά 
είναι ή μικροτέρα τεθλασμένη γραμμή, ή Εχουσα άκρα τά σημεία 
ταΰτα καί ύποκειμένη είς τά δεδομένα τοΟ προβλήματος. 

Μεγίοτη γωνία. Ή μεγίστη τιμή μιάς γωνίας τής όποίας αΐ 
πλευραί διέρχονται διά δύο σταθερών σημείων, είναι ή Εγ¬ 
γεγραμμένη είς τά τόζον, τά διερχόμενον διά τών σημείων αύτών 
καί άνήκον εις περιφέρειαν τής έλαχίστης, κατά τά δεδομένα τοΰ 
προβλήματος, άκτϊνος. Ή Ελάχιστη γωνία θά Αντίστοιχη είς τήν 
μεγίστην άκτίνα καί ή τιμή της θά τείνη είς τά μηδέν, δηλ. αΐ 
πλευραί τής γωνίας θά τείνουν νά άποβοόν παράλληλοι, 8ταν ή 
άκτίς αΰξάνη είς άπειρον. 

Μέ9οίοι. Διά τήν λύσιν τών σχετικών Ασκήσεων, άνατρέχομεν 
είς τάς μεθόδους τάς ήδη ύποδειχθείσας (§ 335). 

θά χρησιμοποιοϋμεν λοιπόν, άναλόγως τής περιπτώσεως, τόν 
διπλαοιααμον ή συμμετρίαν, τούς γεωμετρικούς τόιίονς, τήν μέθοδον τής 
παραμέτρου κλπ. 

Πρόβλημα 292 

1061. Έπί τής περιμέτρου Ενός τετράπλευρου ΑΒΓΔ δίδεται σημείον 
Ρ χαί ζητείται νά εΰρεθοΰν σημεία Ν, Μ, Λ έπί τών άλλων πλευρών 
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τοΰ οχήματος τοιαϋτα, ώστε τό ιετράπλευρον ΡΝΜΛ νά εχη την έλαχί- 
οτην περίμετρον. 

Εϋρίσκομεν τά σημεία Ζ καί θ, συμμετρικά τοΟ Ρ πρός τάς 
πλευράς ΑΔ καί ΒΓ του τετράπλευρου, ώς καί τό σημεΐον Η 
συμμετρικόν τοΟ θ κρός τήν ΑΓ. Φέρομεν τάς εύθείας ΖΗ, ΝΡ, 
Μθ, ΛΡ· τό τετράπλευρον ΡΝΜΛ είναι τό ζητούμενον έλαχίστης 
περιμέτρου, Τσης πρός ΖΗ. Πράγ¬ 
ματι, δι’ Εν οίονδήποτε άλλο ση¬ 
μεΐον I τής πλευράς ΒΓ λ. χ·, θά 
Εχωμεν 

ΡΙ + ΙΜ> ΡΛ +ΛΜ. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή άπόδειξις δέν 
ετσβάλλεται, έάν ό δρόμος ΡΝΜ... 
ρχετο άπό σημείου Ρ καί κατέληγε 
είς σημεΐον Σ, άμφοτέρων έντός του 
τετράπλευρου κειμένων. 

2) Όμοίως, θά ήδυνάμεθα νά λύ- 
σωμεν τό Τδιον πρόβλημα Βι’ Εν τυ¬ 
χόν πολύγωνον, θεωροϋντες τό συμμετρικόν Ρ, τοΟ Ρ πρός τήν 
ΑΔ, τό συμμετρικόν Ρ, του Ρ, πρός τήν ΔΓ, τό συμμετρικόν Ρ, 
τοΟ Ρ, πρός τήν έπομένην αύτής πλευράν του πολυγώνου κλπ. 

Σημείωσες. Εις τήν ,ΙοιινηαΙ ά. ΜαΙΙε· ίΊβιηβηίαίι-ββ του Εοηβ- 
οίι&πιρε, ό Οαΐαίαη προέτεινε διά άπόδειξιν τό έξης θεώρημα ; Ή 
τιμή τον Παχίσχον τής περιμέτρου τον εγγεγραμμένου τετράπλευρου ΡΝΜΛ, 
είναι άνεξάρτητος τής 9έοεο>ς τον Ρ ι.τί τής περιμέτρου τον αρχικόν τετρά¬ 
πλευρου 1 ΑΒΓΔ, έάν τοΟτο είναι έγγράψιμον. Ή άπόδειξις έδημο- 
σιεύθη τό 1891 είς τό Τδιον περιοδικόν (σ. 139, δοΐίετίιηδίίΐ). 

Πρόβλημα 292—I 

1061 α. Νά ευρεθή έπι τού ύψους ίσοσχελοίς τριγώνου οημεΐυν, τού 
όποιου τό ποδικόν τρίγωνον νά Ιχη τήν έλαχίστην περίμετρον (δοοηε). 

Τό ποδικόν τρίγωνον σημείου Η είναι τό τρίγωνον τών ποδών 
τΟν έκ τοΟ σημείου αύτοΟ καθέτων έπι 
τάς πλευράς του τριγώνου. 

θά πρέπει τό άθροισμα ΕΔ -|- ΕΡ 
νά καταστή έλάχιστον. 

Άναφερόμενοι είς ήδη λυθέν πρόί 
βλήμα (§ 147, α), παρατηροΰμεν, δτι 
άρκεϊ νά ψέρωμεν τήν κάθετον ΔΕΡ' 
έπι τήν συμμετρικήν ΑΔ' τής ΑΔ πρός 
τήν πλευράν ΑΓ· καί έπειδή ή διχοτό¬ 
μος ΕΗΒ τής γωνίας ΔΕΖ είναι τό έκ 
τοΰ Β Οψος ΒΕ τοΟ τριγώνου, (§ 662) 

Επεται δτι τό ζητούμενον σημεΐον Η εί¬ 
ναι τό όρθόκεντρον του τριγώνου ΑΒΓ. 

Σημείωσες. Ή άνωτέρω λύσις όπο- 
θέτει όξεΐαν τήν γωνίαν Α· έάν αΟτη 
είναι όρθή ή άμβλεΐα, τό ζητούμενον 
σημεΐον είναι ή κορυφή Α τοΰ τριγώνου καί ή έλαχίστη περίμε¬ 
τρος είναι τό διπλάσιον τοΰ έκ τοΟ Α υψους έπι τήν ΒΓ. 


Λ 
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Πρόβλημα 203 

1052. ΕΙ; δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή άλλο ΔΕΖ έλαχί- 
οιης περιμέτρου. 

1η Λι'αις. Διά τήν άπλοποίησιν τοΰ προβλήματος, ύποθέσωμεν 
< τι μία κορυφή Δ τοΰ ζητουμένου τριγώνου είναι σταθερόν 
σημεϊον. 

'Ο έλάχιστος τότε δρόμος ΔΕΖΔ είναι ό όριζόμενος όπό τών 
τομών Ε καί Ζ τών πλευρών ΑΒ καί 
ΑΓ τοΟ δοθέντος τριγώνου καί τής εύ- 
θείας Ηθ. τής ένούσης τά συμμετρικά 
σημεία, Η καί θ, τοΟ σημείου Δ πράς 
τάς ΑΓ καί ΑΒ. Επειδή θά είναι 

ΔΕ + ΕΖ + ΖΔ = ΘΗ. 

Διά τήν πλήρη λΟσιν τοΟ προβλή¬ 
ματος, θά πρέπει νά εύρεθή ή έλαχίστη 
εύθεϊα Ηθ. ΠαρατηροΟμεν πρός τοΟτο, 
8τι αί εύθεϊαι ΘΒΟ, ΗΓΟ Ιχουν θέσιν 
άνεξάρτητον του Δ έπί τής ΒΓ, άφοΟ 
αί γωνίαι ΑΒΘ, ΑΓΗ είναι Τσάι άντι- 
στοίχως πρός τάς Β καί Γ τοΟ τριγώ¬ 
νου καί άφ' έτέρου, έπειδή Βθ = ΒΔ, 
ΓΗ = ΓΔ, ή περίμετρος τοΰ τριγώνου ΘΟΗ εΤναι Τση πρός 
ΟΒ ΒΓ -)- ΟΓ, δηλ. σταθερά. Γίνεται, έπομένως, ή βάσις ΘΗ 
τόΰ τριγώνου αύτοΰ έλαχίστη δταν τοΟτο άποβη Ισοσκελές. 

θά πρέπει λοιπόν νά λάβωμεν 

ο^οη^οβ + βγ + ογ.. 

νά φέρωμεν τήν εύθεΐαν ΘΕΖΗ καί νά όρίσωμεν τό Δ ώς τό συμ¬ 
μετρικόν τοδ θ ή πρός τήν ΑΒ ή τοΟ Η πρός τήν ΑΓ. 

2α Λνο>ς. θεωροΰντες τήν κορυφήν Δ σταθερόν, ζητήσωμεν νά 
όρίσωμεν τάς θέσεις τών δύο άλλων σημείων Ε, Ζ. 

Ώς εΟρομεν προηγουμένως, ή εύθεϊα τών, συμμετρικών τοΟ Δ, 
σημείων θ καί Η όρίζει τό έλάχιστον τής περιμέτρου ΔΕΖ, διά 
μίαν ώρισμένην θέσιν τοΟ Δ. 

Επειδή δμως Αθ = ΑΔ = ΑΗ, τό τρίγωνον ΘΑΗ είναι Ισο¬ 
σκελές καί ή γωνία ΘΑΗ είναι διπλάσιά τής Α τοΟ δοθέντος τρι¬ 
γώνου, δηλ. σταθερά. Γίνεται λοιπόν ή ΘΗ έλαχίστη δταν κατα- 
στή έλαχίστη καί ή πλευρά ΑΘ=ΑΔ τοΟ ισοσκελούς τριγώνου· 
δηλαδή δταν τό Δ είναι ό πούς τοΰ έκ τοϋ Α Οψους τοΟ ΑΒΓ 
τριγώνου. 

Παραιήρηοις. Τό τρίγωνον ΔΕΖ είναι τό ίρ&ιχόν τοϋ ΑΒΓ. 

1052 α. Ή πρώτη λύσις όφείλεται εις τόν Οαΐαΐαη (ΤΜοτόιηε» 
#>< ρτούΐέη ιβϊ άε (ΐέοιηέΐτίρ ΕΙέ>ηεηΙ<ιιτε», σ. 17). Τό πρόβλημα έπε- 
κτείνεται καί διά σφαιρικά τρίγωνα· σχετική λύσις έοόθη εις Α.Γί. 
1870, σ. 212, ύπό Ε. Γϊηιίεΐοί. 

Πρόβλημα 203—1 

1063 . "Εν εύθύγςαμμον τμήμα ΜΝ όλιαθαίνει έπί ευθείας ΧΥ. Εύ- 
ρετε τήν Θέοιν τοϋ τμήματος έπί τής ευθείας, δΓ ήν ή τεθλασμένη 


λ. 




γραμμή ΑΜ ΜΝ ΝΒ γίνεται (λαχίοτη, άν Α καί Β είναι δύο στα¬ 
θερά «χημεία έκτός καί πρός τό αϋχό μέρος χής ευθείας XV κείμενα. 


Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον 
γνωστόν ζήτημα (§ 137). εύκόλως 
εόρίσκομεν, ότι χό σημεϊον Ν πρέ¬ 
πει νά είναι ή τομή τής ΧΥ καί τής 
ευθείας τής ένούσης τό συμμετρι¬ 
κόν Δ του σημείου Β πρός τήν λΥ 
μέ τό σημεϊον Γ, τό προκΟπτον έκ τής 
παραλλήλου, πρός τήν ΧΥ, μεταφο¬ 
ράς του Α κατά τμήμα 

ΑΓ = ΜΝ = λ. 

Πάσα άλλη τεθλασμένη γραμμή 
ΑΕΖΒ ή ΑΓΖΔ εΓναι μεγαλυτέρα τής ΑΓΝΒ. 


καί άναφερόμενοι ε(ς 



Παρατήριοίς. ΑΙ γωνίαι ΑΜΝ καί ΜΝΒ είναι Τσάι. 


Πρ όβλημα 293— II 

1064. Νά χοποΟεχηάή ιό χμήμα ΜΝ εις τρόπον, ώστε ΑΜ = ΒΝ 
(Σχ. 629) 

Φέρομεν κάθετον εις τό μέσον τής ΓΔ. Ή τομή της μετά τής 
ΧΥ όρίζει τήν θέσιν τοΟ άκρου τοΟ τμήματος. 

Πρόβλημα 293- III 


1066. Νά χοποθειηθή χό χμήμα ΜΝ εις τρόπον, ώοχε 


ΑΜ 
ΒΝ ~ 


-ϋ- ή ΑΜ’ΟχΒΝ* κ 1 . 
ν 


Γράφομεν τούς τόπους τών σημείων, τών όποιων ό λόγος τών 

όποστάσεών των άπό τά Γ, Δ είναι Τσος πρός -ϊ- ή διά τά όποια 

τό άθροισμα ή ή διαφορά τών τετραγώνων τών άποοτάσεων άπ’ 
αυτών είναι κ’. ΑΙ τομαί τών γραμμών αύτών καί τήςΧΥ καθο¬ 
ρίζουν τάς λύσεις τών Αντιστοίχων προβλημάτων. 


Πρόβλημα 294 

1066. Έκ πάντων ιών τριγώνων, τών έχόντων χήν αυτήν βάσιν χαί 
χό αϋχό ύψος, ποίον χό Ιχον χήν μεγίοιην γωνίαν είς χήν κορυφήν; 

Είναι τό Ισοσκελές ΑΒΓ. 

"Εστω, πράγματι, ΑΔΓ Εν άλλο τρίγω¬ 
νον, Εχον τήν κορυφήν έπί τής παραλλή¬ 
λου ΒΔ πρός τήν βάσιν. Διά πάν σημεϊον 
Δ, μή κείμενον έπί τής καθέτου ΖΕ εις τό 

Λ. 

μέσον τής βάσεως, τό τόξον (Α, Γ, Δ) 
τέμνει τήν ΕΒ είς σημεϊον Ε 6Γ8 ΖΕ>ΔΗ. 

Άλλ' ή γωνία Β εΓναι μεγαλυτέρα τής 
Ε, άφοΟ Β = θ καί θ — Ε ΘΓΕ. "Ωστε 
γωνία Δ = Ε=θ — ΘΓΕ = Β — ΘΓΕ καί 
γίνεται αΰτη μεγίστη διά τήν έλαχίστην γωνίαν ΘΓΕ. Δηλαδή 
διά Δ = Β. 
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Πρόβλημα 2Θ4—Ι 

1057. Έκ πάντων των τριγώνων, των έχόντων τήν αυτήν βάσιν ΑΓ 
καί τών όποιων τό όρθόκεντρον Η κεΐται έπί ευθείας παραλλήλου προς 
τήν βάσιν, ποιον τό εχον τήν έλαχίστην γωνίαν είς τήν κορυφήν Β: 

Επειδή ή γωνία Β εΓνσι παραπληρωματική τής ΑΗΓ — Η, τό 
έλάχιστόν της Αντιστοιχεί είς τό μέγιστον τής γωνίας Μ. δηλ. διά 
τρίγωνον ΑΗΓ Ισοσκελές (§ 1056), ή διά τρίγωνον ΑΒΓ έπίσης 
Ισοσκελές. 


Πρόβλημα 295 

1058. Μία σταθερά γωνία στρέφεται περί τήν κορυφήν της Ρ, αί 

δέ πλευραί αυτής τέμνουν δοθεΐσαν ευ¬ 
θείαν ΟΑ κατά τμήμα ΜΝ. Διά ποιαν 
θέσιν τής γωνίας τό μήκος τοϋ τμήμα¬ 
τος τούτου γίνεται έλάχιοτον; 

Τό πρόβλημα τούτο είναι τό Αν¬ 
τίστροφον του προηγουμένου. ΟΙ 
έπόμενοι συλλογισμοί χρησιμεύουν 
δπως, είς πλείστας περιπτώσεις, 
ποριζώμεθα λύσιν ένός προβλήματος 
έλαχίστου έξ ένός συγγενούς πρός 
αυτό προβλήματος μεγίστου καί αντιστρόψως. 

Έστω ΑΡΒ τυχοϋσα θέσις τής κινητής γωνίας. Κατά τό προ¬ 
ηγούμενου πρόβλημα (§ 1056), ή γωνία ΑΓΒ τού Ισοσκελούς 
τριγώνου ΑΓΒ, τού ίχοντος τήν κορυφήν του Α έπϊ τής καθέτου 
είς τό μέσον Δ τής ΑΒ, είναι μεγαλυτέρα τής γωνίας ΑΡΒ. Δέν 
δύναται λοιπόν τό τρίγωνον τούτο νά δίδη τό έλάχιστον τμήμα 
ΑΒ. Καί έπειδή 6Γ έν τμήμα δοθέντος μήκους, τό μέγιστον τής 
Απέναντι αύτού γωνίας λαμβάνεται δταν ή διχοτόμος τής γωνίας 
είναι μεσοκάθετος τού τμήματος (§ 1056), γίνεται φανερόν δτι τό 
έλάχιστον τμήμα είναι ή βάσις ΕΖ ή ΜΝ τού. Ισοσκελούς τριγώ¬ 
νου ΕΓΖ ή τού ίσου του ΜΡΝ. 

1059. Παραιήρηοις. Πλεϊστα προβλήματα [μεγίστου ή έλαχί- 
στου[ όδηγοΰν είς τά Αντίθετά των. Διά δοθεΐσαν βάσιν καί δο- 
θέν ύψος λ. χ., ή μεγίστη γωνία Αντιστοιχεί, ώς εΐδομεν, είς τό 
Ισοσκελές τρίγωνον. Επομένως, διά δοθέν ύψος καί δοθεΐσαν γω¬ 
νίαν είς τήν κορυφήν, τό μήκος τής βάσεως γίνεται έλάχιστον διά 
τό Ισοσκελές τρίγωνόν. 

Άντιθέτως, έάν ή βάσις καί ή γωνία είς τήν κορυφήν είναι δε¬ 
δομένα μεγέθη, τό Ισοσκελές τρίγωνον είναι τό τού μεγίστου 
ύψους. 

Πρόβλημα 295—I 

1080. Μεταξύ τών τριγώνων τών έχόντων βάσιν ώριομένου μήκους 
καί δντων περιγεγραμμένων είς τήν αυτήν περιφέρειαν, ποιον τό Ιχον 
γωνίαν είς τήν κορυφήν μεγίστην; 

θεωρήσωμεν τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ καί έν άλλο οίονδή- 
ποτε, έκ τών θεωρουμένων, ΔΕΖ τοιοΰτον, ώστε ΑΒ=ΔΕ=λ. 

Αί διχοτόμοι τών παρά τάς βάσεις γωνιών τών δύο τριγώνων 
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τέμνονται εις τό κέντρον Ο τού κοινού έγγεγραμμένου είς αύτά 
κύκλου. Άφ' έτέρου, γνωρίζομεν δτι (§ 466) 


γων. 


ΑΟΒ =90·-)- , 


ΔΟΕ = 90· + -γ 


καί έπομένως εις τήν μεγαλυτέραν γωνίαν είς τό κέντρον Αντι¬ 
στοιχεί ή μεγβλυτέρα γωνία είς τήν κορυ¬ 
φήν. θά πρέπει λοιπόν νά γίνη σύγκρισις 
τών μεγεθών τών γωνιών ΑΟΒ καί ΔΟΕ. 

Πρός τούτο παρατηροΟμεν, ότι, εις τό ισο¬ 
σκελές τρίγωνον ΑΟΒ, τό τμήμα Οθ εΤναι 
τό βέλος τού τόξου τού δεχομένου γωνίαν 
ΑΟΒ, ένώ διά τό τόξον ΔΟΕ, τό δεχόμενον 
γωνίαν Τσην πρός τήν ΔΟΕ, τό τμήμα τούτο 
6έν είναι παρά ή τεταγμένη ένός τυχόντος 
σημείου τού τόξου. 

Έκ τούτων Επεται, ότι τό τόξον ΒΟΑ 
είναι μικρότερον τού τόξου ΕΟΔ (Αφού 
Ιχουν τήν Ιδίαν χορδήν άλλά βέλος μικρό- 
τερον τό πρώτον άπό τό δεύτερον) ή 



ΧΝ .Α. 

ΔΟΕ < ΑΟΒ καί συνεπώς Ζ <ζ Γ. 


α·. 


' Ώοτε : ι) γωνία <ί; τήν κορνφχ, ι· γίνεται μεγίστη ίίιαν τό τοίγτονην είν,ιι 
ΙαοοχιΙές. 

Πρόβλημα 296 


1061. Καιακόρυφος ίσιος ΑΒ, μήκους α, είναι τοποθετημένος έπί 
τής κορυφής πύργου ΒΓ, ύψους β. 

Εις ποιαν άπόσιασιν άπό ιοΰ πύρ¬ 
γου και έπί ιοΰ όριζονιίου έπιπέδου 
διά τής βάσεώς ιου θά πρέπει νά 
ΐσταται παρατηρητής, ώστε νά βλέπη 
τόν Ιστόν υπό τήν μεγίοιην γωνίαν; 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον 

καί ΑΒΔ τόξον διά τών Α καί 
Β καί δεχόμενον τήν μεγίοτην 
γωνίαν Δ. Τό τόξον τούτο πρέ¬ 
πει νά έφάπτεται τού όριζον- 
τίου έπιπέδου ΓΔ τού άγομένου· 
διά τού όφθαλμού τού παρατη- 
ρητοΰ· έπειδή διά πδν άλλο τόξον ΑΒΖ, διερχόμενον διά τών ΑΒ 
καί τέμνον τήν ΓΔ εις τό Ζ, ή άκτίς του θά είναι μεγαλυτέρο τής 

ΑΝ Α 

ΟΔ καί έπομένως Ζ < Δ. 

Τό πρόβλημα κατά ταΰτα Ανάγεται είς τήν Αγωγήν περιφέ¬ 
ρειας διά τών Α, Β, έφαπτομένης τής όριζοντίου ΓΔ. Επειδή 

ή άκτίς αύτής είναι ΟΔ = β-)--^-, ή περιφέρεια αύτη θά ϊχη κέν¬ 
τρον τήν τομήν Ο τής καθέτου είς τό μέσον τής ΑΒ καί τής περι¬ 
φέρειας ^Β,β-}--^-^. Τό σημεϊον έπαφής Δ όρίζει τήν ζητουμέ- 
νη ν θέσιν τού παρατηρητοΰ. 
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1062· Παρατηρήσεις 1) Άπό τό όλιχόν ϋψος ΤΟ0 πύργου θά 
πρέπει νά άφαιρεθή τό άνάστημα τοΟ παρατηρητοΟ. 

2) Ή μεγίστη γωνία ΑΔΒ ΙσοΟται πρός τ6 ήμιου τής έπικέν- 
τρου ΑΟΒ ή Δ = ΒΟΕ. Άφ’ έτέρου, χρησιμοποιοΟντες τό III Βι- 
βλίον καί Τριγωνομετρίαν ·. 

ΓΔ 5 = (α + β) β. ΒΕ> = -^-· 


( Ίί )' = ■*' < ΒΟΕ > = ϊΤϊΤΒΪ 


καί 


ημΔ = 


ΒΕ α 

ΟΔ α+2β ' 


3) Έάν τό Εδαφος δέν ήτο όριζόντιον, τό πρόβλημα θά Αλύετο 
Απίσης άπλώς: τό τόζον ΑΔΒ θά Απρεπε νά ήτο Αφαπτόμενον 
εύθεΐας ΓΔΖ παραλλήλου πρός τό Αβαφος (ύποτιθεμένου Επιπέ¬ 
δου). Είς τήν περίπτωσιν αυτήν θά Ιχωμεν 60ο λύσεις (**). 


Πρόβλημα 206—I 


1069. Δίδονται δύο εύθεϊαι καί περιφέρεια 1 δι' έκαστου σημείου 
τής περιψερείας φέρομεν παραλλήλους πρός τάς ευθείας. Μελετήσατε 
τάς μεταβολής τοϋ αθροίσματος δύο παρακειμένων πλευρών ιών οΰτω 
σχηματιζομένων παραλληλογράμμων. 

(ΒΚ. Λ/έόοΛοι, § 340). 

Πρόβλημα 297 


1064. Έχ τών τριγώνων, τών Αγόντων τήν αύτήν βάσιν καί τήν αυ¬ 
τήν γωνίαν φ είς τήν κορυφήν, ποίον' τό μεγίστης περιμέτρου; 

1η Άχόόιιξα. ’ΓοΟτο είναι τό Ισοσκελές (Σχ. 634). 

'Έστω πράγματι Αν άλλο ΑΔΒ έγγεγραμμένον, φυσικά, ιίς τό 




αύτό τόζον ΑΓΔΒ. "Αν Χάβωμεν ΓΕ=ΓΒ, ΔΖ — ΔΒ, τά άθροί- 
όμάτα ΑΓ ΓΒ, ΑΔ-)-ΔΒ, ΙσοΟνται άντιστοίχως πρός τά τμή¬ 
ματα ΑΕ καί ΑΖ. Καί Απειθή τά σημεία Ε καί Ζ εύρίοκονται 

προφανώς ΑπΙ τοΟ τόξου ^Α, Β, , τού Αχοντος κέντρον τό Γ 

καί άκτίνα ΓΑ = ΓΒ = ΓΕ, γίνεται φανερόν, δτι τό μέγιστον τμή¬ 
μα ΑΖ είναι ή διά τοΟ Α διάμετρος ΑΓΕ τής περιφέρειας ΑΕΖΒ. 


65. 2ήμ. μετ. Εκατέρωθεν τοϋ πύργο-ι χαί εις Ανίοους αποοτάοεις 
απ' αότοϋ. 
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Ήτοι, τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΓΒ είναι τό τής μεγίστης περι¬ 
μέτρου, άφοϋ 

ΑΓ + ΓΒ> ΑΔ+ΔΒ. 

10β5. Αενχίοα άηόάιιξις (Σχ. 635). Έκ τοΰ κέντρου Ο τοΟ περι- 
γεγραμμένου είς τό Ισοσκελές ΑΓΒ τόξου, φέρομεν καθέτους ΟΙΘ. 
ΟΚΗ έπί τάς πλευράς ένός τυχόντος άλλου, έγγεγραμμένου είς 
τό αύτό τόξον, τριγώνου ΑΔΒ. Τό άθροισμα ΑΔ-)-ΔΒ γίνεται 
μέγιστον όταν καί τό ήμισυ αύτού ΔΙ+ΔΚ γίνη μέγιστον. 

Άφ' έτέραυ, τό τόξον ΘΔΗ είναι σταθερόν, ώς ήμισυ τοΟ ΑΓΒ 
καί. κατά τάς §§ 339 καί 340 (παρατήρησις), τό άθροισμα ΔΙ+ΔΚ 
γίνεται μέγιστον όταν τό σημεΐον Δ είναι σημεΐον έπαφής έφα- 
πτομένης τοΟ τόξου παραλλήλου πρός τήν ΘΖ, δηλ. όταν τό Δ 
συμπίπτη πρός τό μέσον τοΰ τόξου τούτου. Αλλά τότε 

Αθ = ΘΔ = ΔΗ = ΗΒ 

καί τό Δ θά είναι τό μέσον Γ τοΰ τόξου ΑΓΒ. 

1066. 3η Άπάδιιξις. Ή μέθοδος τοΰ διπλασιασμού ή συμμετρίας 
όδηγεϊ έπίσης πολύ άπλώς είς τήν λύσιν 
τοΟ προβλήματος. 

Ή διχοτόμος τής γωνίας Δ διέρχεται 
διά τοΟ μέσου θ τοΟ τόξου ΑΘΒ καί ή 
έξωτερική διχοτόμος αύτής διά τοΰ 
διαμετρικού τοΰ θ σημείου Γ. Έστω Ζ τφ 
συμμετρικόν τοΰ Β πρός τήν Γ Δ· θά 
ίχωμεν 

ΓΖ — ΓΒ καίΑΖ<ΑΓ + ΓΖ 
ή ' ΑΔ + ΔΒ < ΑΓ + ΓΒ. 

Παρατήρησα. "Οταν ή κορυφή Δ'πλησιάζη πρός τό Γ, τό άθροι¬ 
σμα ΑΔ-(-ΔΒ = ΑΖ αύξάνει, έπειδή καί ή γωνία ΑΓΖ αύξάνει 
διατηροΟσα πάντοτε δύο πλευράς Τσας καί σταθερού μήκους. 

Πράγματι, γων. ΑΓΖ--ΑΓΒ-)-2.ΒΓΔ. 



ν, Γ.ν», 


Πρόβλημα 298 


1067. Νά έγγραφή είς περιφέρειαν τό μεγίστης περιμέτρου τρίγωνον. 

"Εστω ΑΒΓ ϊν τυχόν τρίγωνον έγγεγραμμένον είς τήν περιφέ¬ 
ρειαν. θεωρήσωμεν πρός στιγμήν ένα τών με¬ 
ταβλητών μεγεθών ώς σταθερόν, λ. χ. τήν 
βάσιν ΑΓ. Ώς είδομεν προηγουμένως (§ 1064), 
ή περίμετρος τών τριγώνων ΑΓΒ γίνεται μεγί¬ 
στη διά τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΓΔ. Επομέ¬ 
νως, έάν νηάρχουν όνο πλίνραί μιιαβ/.ηταί Α Β, ΓΒ, 
αϊ πληιραΐ αύταί πρέπει νά γίνον* Γοαι κατά τήν θέ- 
σιν τής κορυφής Β, τήν άντίστοιχον τής μεγί¬ 
στης.περιμέτρου. 

"Ομοιος συλλογισμός άποδεικνύει, ότι καί αί 
τλευρα! ΑΓ, ΑΔ πρέπει νά είναι Τσάι είς τήν 
θέσιν τής έλαχίστης περιμέτρου διά τά τρίγωνα μέ σταθερόν τήν 
θάσιν ΓΔ. Τό τρίγωνον έπομένως τής μεγίστης περιμέτρου είναι 
τό Ισόπλευρον. 



Σι «π 
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θεώρημα 298—1 

1088. Δι' ένα ώρισμένον πλήθος πλευρών, ιό κανονικόν είναι τό με¬ 
γίστης περιμέτρου πολύγωνον έκ ιών έγγραφομένων είς δοθέντα κύκλον. 

Είναι Αμεσος συνέπεια τής προηγουμένης άποδείξεως- έπειδή, 
Αν τό μεγίστης περιμέτρου πολύγωνον είχε καί δύο μόνον άνί- 
σους συνεχομένας πλευράς, Θά όπήρχε Εν άλλο Εχον μεγαλυ- 
τέραν περίμετρον- έκεΐνο διά τό όποιον αΙ πλευραί αδται Θά 
ήσαν Τσάι. 

θιώρημα 298—II 

1089. Έκ δύο κανονικών πολυγώνων Εγγεγραμμένων είς τόν αυτόν 
κύκλον, τό Ιχον τάς περισσότερα; πλευράς είναι καί τό τής μεγαλύτερος 
περιμέτρου. 

Πράγματι, Θεωρήσωμεν τό Ισόπλευρον λ. χ. τρίγωνον ΑΔΓ 
(Σχ. 637) καί τό τετράπλευρον ΑΓΔΕ. θά Εχωμεν ΑΕ-|-ΕΔ> ΑΔ 
καί ή περίμετρος τοΟ τετραπλεύρόυ θά ήτο μεγαλυτέρα τής του 
Ισοπλεύρου τριγώνου. Άλλ’ άπεδείχθη προηγουμένως, βτι ή περί¬ 
μετρος τοΟ τετραπλεύρόυ είναι μικροτέρα τής περιμέτρου του τε¬ 
τραγώνου- ήτοι ή περίμετρος τοΟ τετραγώνου είναι μεγαλυτέρα 
τής περιμέτρου τοΟ ισοπλεύρου τριγώνου κλπ. 

Πρόβλημα 299 

1070. Νά έγγραφή είς ημικύκλιον τό μεγίστης περιμέτρου τετρά¬ 
πλευρον καί βάσιν έχον τήν διάμετρον. 

Συλλογισμοί όμοιοι πάλιν πρός τούς προηγουμένως έκτεθέντας, 
μάς πείθουν δτι αί τρεις μεταβλητοί πλευραί τοΰ τετραπλεύρόυ 
πρέπει νά εΤναι Τσάι είς τήν θέσιν έλαχίστης περιμέτρου. Τό ζη- 
τούμενον Επομένως τετράπλευρον εΤναι κανονικόν ήμιεξάγωνον. 

Πρόβλημα 299—I 

1071. Νά έγγραφή είς ημικύκλιον τετράπλευρον, έχον ώς περίμετρον 
δοθέν μήκος καί πλευράν απέναντι τής διαμέτρου ώρισμένην λ. Ποιον 
είναι τό μεγίστης περιμέτρου έκ των τετραπλεύρων τούτων: 

ΎποΘέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί Εστω δ ή διαφορά 
τοΟ άθροίσματος 2ρ+λ άπό τής περιμέ¬ 
τρου, δηλ. τό Αθροισμα ΑΒ + ΓΔ (Σχ.638). 

. Λαμράνοντες ΔΕ = λ, βλέπομεν εύκό- 
λως δτι ΓΔ=ΒΕ καί Επομένως, δτι τό 
πρόβλημα συνίσταται είς τήν διαίρεσιν τοΟ 
(ωρισμένου) τόξου ΑΕ είς δύο τμήματα 
μέ Αθροισμα χορδών ΑΒ4-ΒΕ=·δ· ή, 
δπερ τό αύτό,- είς τήν κατασκευήν τριγώ¬ 
νου ΑΒΕ, τοΟ όποιου είναι γνωστά η βά- 
σις, ή Απέναντι γωνία καί τό Αθροισμα 
τών δύο Αλλων πλευρών (§§ 921, 989). 
Γράφομεν, πρός τοΟτο, τήν περιφέρειαν, 
τήν (χουσαν κέντρον τό μέσον Ζ τοΟ τόξου ΑΕ καί Ακτίνα ΖΕ, 
καί τέμνομεν αύτήν είς θ διά τής περιφερείας (Ε, 6). Φέρομεν καί 
τήν ΘΕ. 

θά Εχώμεν ΑΒ ΒΕ = Εθ = δ. 
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"Αν λάβωμεν ΔΓ = ΒΕ θά εΤναι καί ΒΓ = ΔΕ = λ καί τά τε- 
τράπλευρον ΑΒΓΔ θά είναι τά ζητούμενον. 

Μίγιο ιον. ΤοΟτο άντιστοιχεϊ είς τά μέγιοτον άθροισμα ΑΒ + ΒΕ, 
δηλ. διά ίσας χορδάς ΑΖ, ΖΕ. Είς τήν περίπτωσιν αύτήν, ή χορδή 
ΒΓ θά είναι παράλληλος πράς τήν διάμετρον. 

Πρόβλημα 299— II 

1072. Διά σημείου δοδέντος είς τά έσωτεριχόν γωνίας, νά άχθη 
ευθεία σχηματίζουοα μετά τών πλευρών τής γωνίας τρίγωνον έλαχίστης 
περιμέτρου. 

"Εστω Ρ τά σημεϊον έντάς τής γωνίας Α. Τά Θεώρημα (§ 739) 
όδηγεί είς τήν Ακόλουθον κατασκευήν; 

Γράφομεν περιφέρειαν Ο διερχομένην διά τού σημείου Ρ, έφα- 
πτομένην τών πλευρών τής γωνίας καί φέρό- 
μεν τήν έφαπτομένην αύτής ΒΡΓ είς τά ση- 
μεϊον Ρ (§ 948). 

Αρκεί νά δειχθή, δτι ή περίμετρος τοΟ 
τριγώνου ΑΒΓ είναι μικροτέρα έκείνης τοΟ 
τυχόντος άλλου ΑΕΖ καί τοΟ άποίου ή βά- 
σις διέρχεται διά του σημείου Ρ. Πράγματι, 
έπειδή ή ευθεία ΒΡΓ είναι έφαπτομένη, ή 
διάφορος αύτής εύθεϊα ΕΡΖ θά είναι τέ- 
νουσα, πράς τήν όποίαν έστω Ηθ ή παράλ- 
ηλος έφαπτομένη. Ή δέ περίμετρος τοΟ 
τριγώνου ΑΕΖ είναι βεβαίως μεΥαλυτέρα τής 
περιμέτρου τοΟ ΑΗΘ, ίσης, ώς γνωστόν, 
πράς έκείνην τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. Επομένως... 

Παρατήρηοα. Διά τοΟ σημείου Ρ άγονται 
δύο περιφέρειαι (Ο), (Ο') έφαπτάμεναι τών 
πλευρών τής γωνίας Α. Έκλέγομεν διά τήν κατασκευήν έκείνην 
διά τήν όποιαν, είς μίαν τέμνουσαν αύτής ΑΡΠ, τά σημεϊον Ρ 
είναι πλησιέστερον τής κορυφής Α ή τά Π. 

Πρόβλημα 299-III 

1073. Διά δοθέντος σημείου έντάς γωνίας Α, νά άχθή ευθεία αχη- 
ματίζουοα μετά τών πλευρών τής γωνίας τρίγωνον, διά τά όποιον ή δια¬ 
φορά τής βάσεως άπά τοΰ αθροίσματος τών πλευρών τής γωνίας Α 
είναι ή ελάχιστη. 

Έκ τών δύο περιφερειών τής προηγουμένης Παρατηρήσιωι έκλέ- 
γεται ή (Ο'). 

Πρόβλημα 299— IV 

1073 α. Δίδεται ημιπεριφέρεια διαμέτρου ΑΒ = 2 ρ· νά εύρεθή έπ’ 
αυτής σημεϊον Μ τοιοϋτον ώστε, προβάλλοντες αύτά έπΐ τής ΑΒ εϊς τά 
Ρ, νά έχωμεν ΑΡ-|-ΜΡ=:μ. Ποιον τά μέγιοτον τού Αθροίσματος τούτου; 

Τά πρόβλημα άνάγεται είς τό τής § 99: 

Έπί τής καθέτου είς τό άκρον Α τής διαμέτρου ΑΒ, λαμβάνο- 
μεν τμήμα ΑΔ = μ καί φέρομεν ευθείαν ΕΔ κεκλιμένην κατά 45“ 
πράς τήν ΔΑ. Ή εύθεϊα αϋτη τέμνει τήν ήμιπεριφέρειαν: 

1) Είς έν σημεϊον Μ, άν μ < ΑΒ. 
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2) ΕΙς 6ύο σημεία Μ. Μ', αν ΑΒ < μ < ρ (1 + 1 ^)· 

3) ΕΙς δύο σημεία συμπίπτοντα (καί ή ευθεία ΔΕ έφάπτεται 
τής περιφέρειας), άν μ.-. - ρ(1 -4*ν2)' ή τιμή αϋτη του μ είναι καί 
ή μεγίστη δυνατή διά τό άθροισμα ΑΡ + ΜΡ. 

4) Διά πάσαν άλλην τιμήν τοϋ μ > ρ (1 )ί2), δέν ύπάρχει λύ· 

σις τοϋ προβλήματος. 

Πρόβλημα 300 


1074. Δίδεται κυκλικόν τόξον ΑΒΓ. Νά 



Χχ.ΜΟ. 


άχθη εφαπτομένη τοϋ τό¬ 
ξου τοιαύιη, ώστε τό με¬ 
ταξύ ιών αχτίνων ΟΑ, ΟΓ 
τμήμα αυτής νά έχη μή¬ 
κος έλάχιστον. 

Τό σημεϊον ίπαφής 
πρέπει νά είναι τό μέ¬ 
σον Β του τόξου. Πράγ¬ 
ματι, μία άλλη έφαπτο- 
μένη ΕΖ είναι μεγαλυ- 
τέρα τής παραλλήλου 
της ΘΒΗ· καί ή δευτέρα 
αότη εύθεία, ώς άγομένη 
διά τοΟ μέσου Β τής βά· 
σεως ΜΝ τοϋ Ισοσκε- 
τής ΜΝ. Κατά μείζονα 


λοΰς τριγώνου ΜΟΝ, είναι μεγαλυτέρα 
άρα λόγον ΜΝ < ΕΖ. 

Παραιήρηοι ;. Τό πρόβλημα τοΰτο δέν διαφέρει ούσιωδώς τοΟ 
τής § 1058. 

Πρόβλημα 301 


1075. .Κυκλικόν τόξον ΑΒΓ διαιρείται είς δύο μέρη ΑΒ, ΒΓ καί 
άγονται αΐ έφαπτόμεναι είς τά άκρα του ΑΑΖ, ΓΖΕ, τεμνόμεναι διά τής 
άκτίνος ΟΒ προεκτεινόμενης είς τά σημεία Δ καί Ε. Διά ποιαν θέσιν 
τοϋ σημείου Β έπϊ τού τόξου, τό άθροισμα ιών τμημάτων ΑΔ χαΐ ΓΕ 
γίνεται έλάχιοτον; 

Ύποθέσωμεν τό σημεϊον Α πλησιέστερον τοΟ Β ή τό σημεϊον Γ καί 




£>, 6 «. 


κατ’ Ακολουθίαν: γων. ΑΟΒ < ΒΟΓ, γων. ΕΔΖ > ΔΕΖ, άφοΟ αΐ 
δύο τελευταϊαι γωνίαι είναι συμπληρωματικοί τών πρώτων. Είς 
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τό τρίγωνον συνεπώς ΕΖΔ, ή πλευρά ΔΖ θά είναι μικροτέρα τής 
ΖΕ καί θά Βχωμεν 

ΑΔ + ΓΕ γ= ΑΖ - ΖΔ + ΓΖ + ΖΕ = 

= ΑΖ + ΓΖ + (ΖΕ - ΔΖ) > ΑΖ + ΓΖ. 

Έκ τής άνισότητος ταύτης γίνεται φανερόν, βτι τό έλάχιστον 
τοΟ άθροίσματος ΑΔ ΓΕ θά συμβή βταν ή διαφορά ΖΕ — ΖΔ 
μηδενισθή, δηλ. διά θέσιν τοΟ σημείου Β συμπίπτουσαν πρός τό 
μέσον θ τοΟ τόξου ΑΓ. 

“Αλλη άπόόίΐςις. Φέρομεν τήν έφαπτομένην είς τό Β (Σχ. 642). 
θά ΐχωμεν : 

ΒΘ = ΑΔ, ΒΗ = ΓΕ, 

καί-ίπανερχόμεθα είς τό προηγούμενου (§ 1074) πρόβλημα. 

Παρατήρησές. Έκ τών προβλημάτων §§ 1074, 1075, ποριζόμεθα 
τάς έπομένας δύο προτάσεις. 

θΐώρημα 301 — I 

1076. 1) "Ινα μία τεθλασμένη γραμμή ώρισμένου πλήθους πλευρών, 
περιγεγραμμένη είς τόξον χαί περαιουμένη είς <ά άκρα τον, έχη 
τό έλάχιστον μήχος, πρέπει έχάστη πλευρά αϋιής νά έφάπτεται τοΰ τό- 
ίου είς τό μέσον τοΰ μήχους της χαί πάσαι αί πλευραί νά είναι (σαι. 

2) Έκ τών πολυγώνων ώρισμένου πλήθους πλευρών, των περιγε- 
γραμμένων είς δοθέντα κύκλον, τό χανονιχόν είναι τό έχον τήν έλαχί- 
στην περίμετρον. 

Πρόβλημα 301—II 


1077. Διά σημείου Α δοθείοης πεμιφερείας φέρομεν χορδήν μετα¬ 
βλητήν καί προβάλλομεν αυτήν έπί σταθεράν ευθείαν (ε). Νά μελετηθή 
ή μεταβολή τοΰ μήκους τής προβολής. 


Τό σχήμα καθιστφ καταφανή τόν τρόπον τής μεταβολής αύτής. 
"Υποθέτοντες τήν κίνηοιν τής χορδής έκ 
δεξιών πρός τά άριστερά, βλέπομεν βτι 
τό μήκος τής προβολής αύξάνει άπό τοΟ 
μηδενός μέχρι τοΟ αβ, Αντιστοίχου χορδής 
ΑΒ περατουμένης είς τό άκρον τής πα¬ 
ραλλήλου πρός τήν εύθεϊαν (ε) διαμέτρου 
ΓΒ τής περιφερείας, καί (σχετικοΟ) μεγί¬ 
στου αύτοΟ. Άπό τής θέσεως ταύτης, τό 
μήκος τής χορδής έλαττοΟται μέχρι τής 
θέσεως ΑΖ αύτής, όπότε μηδενίζεται, καί 
κατόπιν άρχεται πάλιν αύξανόμενον μέχρι . , , 

τοΟ (σχετικοΟ πάλιν) μεγίστου αγ, άντι- ! 1 ! ! ί ί 

στοίχου τής θέσεως ΑΓ. Άπό τής θέσεως ν ' “ ° 4 Β 

πάλιν αύτής άρχεται έλαττούμενον μέχρι Γι.β« 

μηδενισμοΟ του. 




Παραιήρηοις. Έάν είς τά μήκη τών προβολών προσδώσωμεν ση- 
μεΐον κατά τά έν § 412, θά θεωρώμεν τάς προβολάς αδ θετικάς, 
άρνητικάς τάς αε, μεγίστην τιμήν αύτών τήν αβ καί έλαχίστην 
την αγ. 
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ΠρόβΙημα 301—III 

1078. Διά σημείου Α ληφθένχος εντός χόχλου, νάάχθή χορδή τοιαύτη, 
ώστε ή διαφορά των προβολών τών δύο τμημάτων, εις ϊ διαιρείται - 

υπό τοΰ Α, έπΐ δοθείσαν ευθείαν ΧΥ νά 
είναι ή μεγίστη. 

ΘεωροΟντες τήν όμόκεντρον τής δο- 
θείσης περιφέρειαν (Ο, ΟΑ), πσρατη- 
ροϋμεν άμέσως δτι, έπειδή τά τμήματα 
ΑΒ καί ΔΓ μιάς τυχούσης χορδής ΒΑΓ 
εΐναι Τσα. ή διαφορά τών προβολών 
τών τμημάτων ΑΓ καί ΑΒ είναι Τση 
πρός τήν προβολήν αδ τής χορδής ΑΔ 
τής περιφέρειας (Ο, ΟΑ). Τό μέγιστον 
έπομένως τοΟ μήκους αύτοΟ άντιστοι- 
χεϊ, κατά τήν προηγουμένην άσκησιν 
(§ 1077), εις τήν θέσιν ΗΑΕΘ τής με¬ 
ταβλητής χορδής διά τοΟ σημείου Α. 

Ή θέσις ΑΖ τής χορδής Αντιστοιχεί 
ε(ς ϊν δεύτερον (σχετικόν) μέγιστον, ή έλάχιστον (§ 417) έάν θεω- 
ρΟμεν τάς προβολάς αη, αβ ώς έχούσας Αρνητικά μήκη. 



Πράβίημα τον Ριππα! 302 


1079. Νά εύρεθή σημεΐον τοΰ όποιου τό άθροισμα τών άποστάσεων 
άπό τών κορυφών τριγώνου είναι έλάχιστον. 

"Εστω Ο τό σημεΐον τοΰτο καί ΑΟ-|-ΒΟ-}-ΓΟ έλάχιστον. 

ΠαρατηροΟμεν κατά πρώτον, δτι τό σημεΐον τοΟτο πρέπει νά 
είναι έσωτερικόν τοΟ τριγώνου ή κείμενον έπί τής περιμέτρου του. 
Διότι έάν ήτο έξωτερικόν εις τήν Θέσιν Ε λ. χ., όνομάζοντες Μ 
τό σημεΐον τομής τής ΒΕ καί τής πλευράς ΑΓ καί φέροντες τάς 
ΕΑ καί ΕΓ, Θά εΤχομεν 

ΕΑ + ΕΓ + ΕΒ > ΑΓ + ΕΒ = 

= ΜΑ+ΜΓ + ΕΜ-|-ΜΒ> ΜΑ + ΜΓ+ΜΒ 


καί έπομένως τό σημεΐον Μ Θά ε-Τχεν άθροισμα τών άποστάσεών 
του άπό τάς τρεις κορυφάς μικρότερον 
τοΟ Αντιστοίχου Αθροίσματος διά τό ση¬ 
μεΐον Ε καί κατ' Ακολουθίαν τό τελευ- 
ταίον τοΟτο δέν θά ήτο τό έλαχίστου 
Αθροίσματος. 

θεωρήσωμεν τώρα τήν περιφέρειαν 
(Α, ΑΟ) καί τό έσωτερικόν τής γωνίας Α 
τόξον της (τ) έφ' οδ θά κεΐται τό σημεΐον Ο 
κατά τήν προηγουμένην παρατήρησιν. Ε¬ 
πειδή τό σημεΐον Ο ύπετέθη τό έλαχί- 
στου Αθροίσματος, τοΟτο θά πρέπει νά 
είναι τό σημεΐον έκεΐνο τοΟ τόξου (τ) διά 
τό όποιον τό άθροισμα ΒΟ + ΓΟ γίνεται /λάχιστον. Λέγω δτι τό 
σημεΐον αύτό είναι έκεΐνο διά τό όποιον ή έφαπτουένη ΕΟΔ τής 
περιφέρειας είναι Ισον κεκλιμένη πρός τάς ΒΟ καί ΓΟ ή διά τό 
όποιον αί γωνίαι ΑΟΒ καί ΑΟΓ είναι ΐσαι. 
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Πράγματι, Βιά πάν άλλο σημεϊον Ζ του τόξου (τ) θά έχωμεν 
έκ του σχήματος 

ΒΖ-)-ΖΓ> ΒΘ + ΘΓ> ΒΟ + ΟΓ 

Συλλογισμοί όμοιοι δεικνύουν άτι καί αί γωνίαι ΑΟΓ, ΒΟΓ θά 
πρέπει νά είναι Τοαι. Είναι λοιπόν τό σημεϊον Ο έκεϊνο έκ του 
όποιου αί τρεις πλευραί τοϋ τριγώνου φαίνονται ύπό γωνίαν 120° 
ή τό κοινόν σημεϊον τών τόξων (Α, Β, 120°), (Β, Γ, 120«), (Γ, Α, 120·). 

Σημείωσες. Τό άνωτέρω πρόβλημα προετάθη ϋπό τοΟ Ρετπι&Τ 
εις τόν ΤοΓΓΪοίΙΗ, Βστις καί τό ϊλυσεν, καθώς καί οΐ Οπνβΐίβτί καί 
νίνΐεπί. (Α. Αιιδτν : Εΐιιάε έΐέηιεηίαϊνε β?ι>· Ια ΙΗέοήε άει ιιιαχιηια 
εΙ (Ιε» ηιίηίηια, σ. 49). 

(Βλ. σχετ. ΑηηαΙεε (Ιε (Ια·<ιο»ηε, Ιοιιιε 1, 1810- 1811, σ. σ. 285, 
297, 373 καί 375). 

Πρόβλημα 302—I 

1079 α. Δύο οικισμοί Α καί Β εύρίσχονται πρός τό αΰτό μέρος μιας 
εύθυγράμμου διώρυγος ΧΥ. Νά εύρεθή ή θέοις ένός σημείου Γ τοιούτου, 
ώστε εύθεΐα όβός ΓΟ, κάθετος έπί τήν διίύθυνσιν τής Βιώρυχος, νά 
διέρχεται βιά σημείου Ο μέ άθροισμα αποστάσεων άπό τών κορυ¬ 
φών τοΰ τριγώνου ΑΒΓ έλάχιστον. 

ΟΙ τρεις εύθύγραμμοι δρόμοι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ θά συνσντώνται 
ύπό γωνίας 120·. Έπί τής χορδής ΑΒ καί πρός τό μέρος τής διώ- 
ρυγος γράψομεν τόξον δεχόμενου γωνίαν 120·* (στω Δ τό μέσον 
τοΟ συαπληροΟντος τήν περιφέρειαν τόξου καί Δ Ο κάθετος έπί 
τήν ΧΥ τέμνουσα τό πρώτον τόξον εις Ο. Τό σημεϊον τοΟτο είναι 
έκεϊνο διά τό όποιον τό Αθροισμα ΟΑ-|-ΟΒ + ΟΓ είναι έλάχι¬ 
στον βιά πάσαν θέσιν του σημείου Γ έπί τής ΔΟ. 

Σημείωσες. Τό πρόβλημα τοΟτο διηρευνήθη άπό πόσης άπόψεως 
εις έν ώραϊον Αρθρον τών .4«. ιί. Οενς. (1810-11, Ιοπιβ I, σ. 373, 
Υβοΐβπ). Βλ. έπίσης ΗουεσΙ, ΙηίεοάιεεΙίοη α Ια Οέο>ηέίείε δηρίτίειιεε, 
σ. 138- 144. 

Πρόβλημα 303 

1080. Έχ τών τριγώνων τών έχόντων βάσιν ώρισμένου μήκους καί 
περιγεγραμμένων εις τόν αυ¬ 
τόν κύκλον, ποϊον τό έλαχί- 
στης περιμέτρου; 

Εις προηγούμενου πρό¬ 
βλημα (§ 1060), εϊδομεν, 

Ατι έκ τών τριγώνων τού¬ 
των, τό ϊχον τήν μεγίστην 
γωνίαν είς τήν κορυφήν 
είναι τό Ισοσκελές ΑΒΓ, 

Λέγω Οτι αύτό είναι καί 
τό έλαχίστης περιμέτρου. 

Πράγματι, ή περίμετρος 
τοΟ τυχόντος έξ αύτών 
ΕΖΔ είναι 

ΕΡ + ΡΖ + ΖΝ + ΝΔ + 

+ ΔΒ = 2(ΖΝ) + 2ΑΒ, 
έπειδή ΖΝ = ΖΡ. ΕΡ + ΔΝ = ΔΕ = ΑΒ. Γίνεται λοιπόν ή περί* 

Γεωμετρία 30 
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μπρος έλαχίστη διά τήν έλαχίστην τιμήν τοΟ τμήματος ΖΝ. 

Αλλ' εΙς τά όρθογώνια καί {χοντα τάς καθέτους πλευράς ΟΜ. 
ΟΝ Ισας τρίγωνα ΟΜΓ, ΟΝΖ, είναι γωνία ΟΖΝ<γων. ΟΓΜ, 
(§ 1060), άρα καί ΖΝ > ΓΜ. 

Τό Ισοσκελές έπομένως τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό έλαχίστης πε- 
ριμέτρου. 

1081. Παρατηρήοικ. 1) Τό Ισόπλευρον περιγεγραμμένον ε(ς τήν 
περιφέρειαν (Ο) τρίγωνον είναι τό έλαχίστης περιμέτρου* έπειδή 
τοΟτο θά πρέπει νά είναι Ισοσκελές, θεωρουμένης ώς βάσεως 
οίασδήποτε πλευράς του. 

2) Έν γένει, ή σπουδή τής έλαχίστης ή μεγίστης περιμέτρου 
είναι θυσκολωτέρα τής διά τάς έπιφανείας. Διά τοΟτο, εις 
πολλάς περιπτώσεις, έκ τής μελέτης της μεταβολής τής έπίφα- 
νείας ένός σχήματος προσπαθοΟμεν νά άχθώμεν εις συμπεράσματα 
έπί τής μεταβολής τής περιμέτρου του (§ 1694, Παραιήρηοα). 

Προτιμότερος έν τούτοις είναι ό άπ’ εόθείας χειρισμός τών 
προβλημάτων τούτων καί Ανεξαρτήτως έννοιών άναφερομένων εις 
τα Ιπόμενα Βιβλία τής Γεωμετρίας. 


Διάφορα ζητήματα 


θτώρημα 904 


1082. "Εοτωσαν Α, Β τά άκρα διαμέτρου ημιπεριφερείας, Γ τυχόν 

σημεΐον αυτής χαΐ ΒΔ. ΔΕ δύο ίσα 
τόξα. Φέρομεν τάς ευθείας ΑΔ, ΒΓ, 
τεμνομένας εΐ; Ζ καί τάς ΑΕ, ΓΔ, 
τεμνομένας εις θ. Δείξατε, ότι 
ή ευθεία Ζθ είναι κάθετος ΙπΙ 
τήν ΑΕ. 

Αί έγγεγραμμέναι γώνίαι Λ 
καί Γ είναι Τσάι, ένγράψιμον τό 
τετράπλευρον ΑΓΘ2. καί όρθή ή 
γωνία ΑΓΒ. "Αρα καί ή γωνία 



ΑΘΖ θά είναι όρθή. 


ΠρΛβΙημο 905 


1089. 1) Νά δρισθοϋν τά' σημεία τά Ισον άπέχοντα τριών ευθειών 
τεμνομένων άνά δύο. 3) Νά όρισθοδν αί εύθείαι αί Ισον άιτέχοιισαι 
τριών δοθέντων σημείων. 

Νά. μελετηθθ ή, κατά τήν ά^χήν τοΰ δνασμοΟ, συσχέτισις τών 
δύο αυτών προβλημάτων καί τών λύσεων των. 

"Εστωσαν Α. Β, Γ τά σημεία τομής τών εύθειών τοΰ_ πρώτου 
προβλήματος καί ύπόθέσωμεν τά Ιδια ώς τά δοθέντα σημεία εις τό 
δεύτερον πρόβλημα. "Ας παραστήσωμεν δέ διά α, β, γ τάς πλευ¬ 
ράς τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. 

1) Αί τομαί τών έσωτερικών καί έξωτερικών διχοτόμων του 
ΑΒΓ τριγώνου εΤναι τέσσαρα σημεία άπαντώντα εις τό πρώτον 
πρόβλημα: Τό κέντρον I τοΟ έγγεγραμμένου κύκλου καί τά τρία 
κέντρα Κ, Κ’, Κ" τών παρεγγεγραμμένων εις τό τρίγωνον κύκλων. 
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2) ΑΙ τρεις εύθειαι, αΐ ένοΰσαι ΑνΑ δύο τά μέσα τών πλευρών 
β, ρ, γ τοΟ Ιβίου τριγώνου, ΑπαντοΟν βΐς τό δεύτερον πρόβλημα. 

Δοα3 1 χύτης. "Αν θεωρήσωμεν θετικός τάς Αποστάσεις ΚΡ, ΚΠ, 
ώς έχοόσας τήν αότήν διεύθυνσιν, οϊαν καί α( Αποστάσεις τοΟ ση¬ 
μείου I Από τών Ιδίων πλευρών, καί τήν Απόστασιν ΚΡ' Αρνητι¬ 
κήν, ώς Ιχουσαν Αντίθετον διεόθυνσιν πρός τήν Απόοτασιν τοΟ ση¬ 
μείου I Από τής Ιδίας πλευράς, δυνάμεθα νά συσχετίσωμεν τό 
σημείον Κ πρός τήν εόθείαν ΜΝ. Επειδή καί ταύτης αΐ Αποστά¬ 
σεις Από τών κορυφών Β, Γ (Αντιστοίχων τών πλευρών ΓΑ=β, 
ΑΒ = γ) δύνανται νΛ θεωρηθοΟν θετικαί ένφ ή Απόστασίς της Από 
τής κορυφής Α (Αντιστοίχου τής πλευράς σ) Αρνητική. 



ΟΟτω δυνάμεθα νΑ συσχετίσωμεν τΑς τρεις πλευρός τοΟ τρι¬ 
γώνου ΛΜΝ πρός τΑ τρία κέντρα τών παρεγγεγραμμένων περιφε¬ 
ρειών είς τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

Τό κέντρον I, τοΟ όποιου σι Αποστάσεις Από τών τριών πλευ¬ 
ρών λογίζονται θετικαί, ΘΑ συσχετισθή πρός τήν έπ' Απειρον εό- 
θείαν τοΟ έπιπέδου. Επειδή ουδεμία εύοεία είς πεπερασμένην 
Απόστασιν δύναται νΑ άπέχή Αποστάσεις ίσας, κατά μέγεθος καί 
σημεΐον, Από τριών σημείων Α, Β, Γ μή έπ' εύθείας κειμένων. 


θ·ώρημα 306 

1084· Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται είς τρόπον, ώστε νά 
μένη δμοιον έαυτφ, μία τών ίσων πλευρών νά διέρχεται διά σταθερού 
σημείου Μ καί ή βάσις αΰτοϋ νά είναι πάντοτε χορδή περιφέρειας βο¬ 
θείσης (Ο). Δείξατε ότι καί ή δεύτερα τών ίσων πλευρών, διέρχεται 
διά σταθερού σημείου. Ο· Μ. Ε., σ. 151, Ι,ΒΐινβΓηηΓ). 

Έστω ΑΒΓ μία τυχοΟσα θέσις τοΟ τριγώνου καί ΑΟΔ τό 
Οψος έπί τήν βΑσιν αύτοΟ. Επειδή ή γωνία α είναι τό συμπλή* 
ρώμα τής σταθερός γωνίας" β, είναι καί αύτή σταθερά καί ό τό¬ 
πος έπομένως τής κορυφής Α είναι τό τόξον ΜΑΟ. δεχόμενον 
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γωνίαν Τσην πρός τήν α. Άλλ’ είναι α = α' άρα καί ΟΝ= ΟΜ 

καί τό σημεΐον Ν, 6Γ οδ διέρχε¬ 
ται ή ΑΓ, είναι ώρισμένον ση- 
μεϊον τής περιφέρειας ΟΑΜ, τής 
θέσεως τοΟ μεταβλητού οημείουΑ. 

1086. Παραΐηρήαοις. 1) Ή πε- 
ριβάλλουσα τής βάσεως ΒΓ είναι 
ϊλλειψις, ϊχουσα τά σημεία Μ 
καί Ν ώς έστίας καί έφαπτομένη 
τής δοθείοης περιφέρειας είς δύο 
σημεία (§ 2177). 

2) Ό τύπος τών προβολών Ρ 
καί Π τών σταθερών σημείων 
Μ, Ν έπί τής κινητής βάσεως, 
είναι περιφέρεια ϊχουσα κέντρον 
τό μέσον Λ τού τμήματος ΜΝ 
Γ *· Μ9 · (§ 1355)· έπειδή τό τρίγωνον 

ΜΒΡ μένει πάντοτε όμοιο ν έαυτώ 
κατά τήν κίνησιν τού σημείου Β έπί τής περιφέρειας (Ο). 

Χημιίωοις. Τό θεώρημα τούτο είναι άπλοποιημένη διατύπωσις 
τού 176ου χορΐοματοί «οδ Ενχλίί&ον. Ό Ο. Τετ τγ (/. Μ. Ε., 1890, 
σ. 35 καί 83), υπέδειξε τό πόρισμα τούτο, ώς δυνάμενοννά όδηγήση 
εις άνεόρεσιν πολλών Ιδιοτήτων τών σημιίων καί χύχίον «οδ Βπχατά. 

Άργοτερον, ό νΐυβΓΪέ άπέδειξεν τήν όρθότητα τής παρατηρή- 
σεως ταύτης. 

Τάκος 307 



1086. Διά τοί κοινοί σημείου Δ δύο περιφερειών φέρομεν μεταβλη¬ 
τήν τέμνουοαν ΑΔΒ καί είς τά άκρα της σχηματίζομεν γωνίας ΔΑΓ. 
ΔΒΓ βοθείσας. Ποίος ό τόπος τού σημείου Γ; 


Επειδή α! γωνίοα Α καί Β είναι οταθεραΐ, τά τόξα ΔΣΕ καί 

ΔΣΖ είναι έπίσης σταθερά. 
Α1 πλευραί έπομένως τής 
γωνίας Γ διέρχονται διά 
κ τών σταθερών σημείων Ε, 
Ζ. Καί έπειδή τό μέγεθός 
της είναι σταθερόν, ώς πα¬ 
ραπλήρωμα τοΟ Αθροίσμα¬ 
τος Α + Β, ϊπεται άμέσως 
δτι ή κορυφή της Γ γράφει τό 
τόξον (Ε, Ζ, 180*-(Α+Β)). 

1087 ΠαρατηρηΜίς. 1) Ή 
περιφέρεια ΕΓΖ διέρχεται 
διά τού σημείου Σ* έπειδή 
γων. ΕΣΖ = 340* — ΔΣΕ — 
— ΔΣΖ, δηλ. είναι παρα- 
Σ*. **°· πληρωματική τής γωνίας Γ. 

2) Τό μέγιστον τρίγωνον 
ΑΔΒ λαμβάνεται διά θέσιν τής ΑΒ παράλληλον πρός τήν διάκεν- 
τρον ΜΝ (ώς είς τό σχήμα), όπότε καί τό μέγεθός της γίνεται 
μέγιστον, ΑΒ = 2ΜΝ. Τό έλάχιστον Αντιστοιχεί είς θέσιν ΔΣ τής 
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ΑΒ κάθετον πρός τήν διάκεντρον, όπότε τό τρίγωνον περιορίζεται 
είς τό σημεϊον Σ. 

3) Ή διάμετρος ΣΓ τής περιφέρειας (Ο) όρίζεται. ύπό τών θέ* 
σεων Γ καί Σ, άντιστοίχων τοΟ μεγίστου καί Ελάχιστου τριγώ¬ 
νου ΑΒΓ 

Θιώβημα 308 


1088. Έάν αί διαγώνιοι ενός έξαγώνου είναι Ισαι καί αΐ πλευραί τον 
παράλληλοι άνά δυο, τοΟτο είναι έγγράψιμον είς περιφέρειαν. (ΟαΙαΙαη, 
ΜαΙΗβίί», 1Θ90, σ. 94). 


"Εστιασαν α,β, γ τά σημεία τομής 
Τό σχήμα ΑΒΔΕ είναι Ισοσκελές 
τραπέζιον. άφοΟ αί ΑΒ καί ΔΕ εί¬ 
ναι παράλληλοι καί αί διαγώνιοι 
ΑΔ καί ΒΕ Ισαι. Ή δέ διχοτόμος 
τής γωνίας ΑγΒ είναι κάθετος έπί 
τάς ΑΒ, ΔΕ είς τά μέσα των Μ, Ν 
καί διέρχεται διά τού κέντρου Ο 
τοΟ έγγεγραμμένου κύκλου είς τό 
τρίγωνον αβγ. Είναι λοιπόν τό ση- 
μεΐον Ο κοινόν τών καθέτων είς τά 
μέσα τών πλευρών τοΟ έζαγώνου 
καί κατ’ άκολουθίαν κέντρον περι- 
φερείας διερχομένης διά τών κορυ¬ 
φών του. 


τών Τσων διαγωνίων άνά δύο. 



1088. Παρατήρηοις. Τό άνωτέρω 
θεώρημα είναι τό άντίστροφον ένός γνωστού θεωρήματος ((ίαΐΒίαη, 
ΤΗέονέηΐΐί ίΐ Ρι'ο\>Ιέιη(β, 6« έκδ. σ. 132, θεωρ. Ι,ΧΥ). 


θιώρημα 308 


1090. Έάν έν τετράπλευρον ΑΒΓΔ έχη δύο απέναντι πλευράς ίοας ; 
1) Αίται είναι Ισον κεκλιμένοι πρός τήν συνδεουσαν τά μέσα Μ, Ν, τών 
άλλων πλευρών ευθείαν. 2) Αί προβολσί των έπί τήν εΰδεΐαν ΜΝ είναι 
ίοαι πρός τό τμήμα ΜΝ (όιΐίΐεη, ΜαΟιεεΐε, 1885, σ. 154). 

Σχηματίσωμεν τά παραλληλόγραμμα ΑΒΜΕ, ΔΓΜΖ καί συν- 


δέοωμεν τό σημεϊον Ν μετά 
τών Ε καί Ζ. Θά Εχωμεν 
ΜΕ = ΜΖ, τά δέ τμήματα 
ΝΕ, ΝΖ Θά κεΐνται έπ' εύ- 
Θείας- έπειδή τά τρίγωνα 
ΝΑΕ καί ΝΔΖ είναι - ίσα, 
ώς Εχοντα τάς Τσας γω¬ 
νίας Α καί Δ περιεχομέ- 
νας μεταξύ Τσων πλευρών, 
καί Επομένως ΝΕ = ΝΖ, 
γων. ΑΝΕ = γων. ΔΝΖ. 

Είς τό Ισοσκελές τρίγω¬ 
νον ΕΜΖ, ή εύθεΐα ΜΝ, 
οδσα διάμεσος έπί τήν βά- 
σιν, είναι διχοτόμος τής γωνίας είς 
τήν βάσιν. Είναι συνεπώς α! ΑΒ 



ζ 


Σ|. 6ί·2. 

τήν κορυφήν καί κάθετος έπί 
καί Γ Δ ίσον κεκλιμένοι πρός 
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τήν ΜΝ καί έχουν προβολάς έπ' αυτήν τάς αύτάς μετά τών ΜΕ 
καί ΜΖ, Βηλ. τό τμήμα ΜΝ. 

Τόπος 310 

1091. Έπί των πλευρών ΑΒ, ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν Ιοα 
μήκη ΒΔ, ΓΕ' ποιος 6 τόπος τών μέσων Μ τών εύθετων ΔΕ; (Οαΐβίεπ, 
ΜαΙΒεείί, 1885, σ. 2221. 

"Η βιάμεσος ΜΝ του τετραπλεύρου ΔΒΓΕ είναι παράλληλος 
πρός τήν Διχοτόμον τής γωνίας Α τών 
πλευρών ΒΔ, ΓΕ (§ 1090). Επομένως, 
ό ζητούμενος τόπος είναι ή βιά τού 
μέσου Ν τής ΒΓ παράλληλος πρός τήν 
Διχοτόμον τής γωνίας Α. 

Παρατήρηοις. Ή εύθεία ΜΝ Διέρχε¬ 
ται Βιά τοΟ σημείου Ο, μέσου τοΟ τμή¬ 
ματος ΑΗ,τό όποίον λαμβάνομεν άφαι- 
ροΟντες άπό τής πλευράς ΒΑ τήν μι- 
κροτέραν ΓΑ = ΒΗ. 

1091 α. Σημιίωσις. Ή εύβεια ΜΝΟ 
είναι ή ίΰάεΓα τών μέσων κατά τόν 
Εΐιβείβε, αί Βέ πλευραί τής γωνίας Α, 
έπί τών όποιων λαμβάνομεν τά Τσα 
μήκη ΒΗ = ΑΓ, ΒΔ = ΓΕ, κλπ., Δύναν- 
£ι «ι>3 ται νά θεωρηθοΟν ώς Δύο σχήματα άν- 

τιστρόφως Τσα (§ 771, β). 

θιάρημα 311 

1092. 1) Εις παν τρίγωνον, ή άπόστασις του όρθοχέντρου άπό μιας 
πλευράς ίσοΰται πρός τήν προέκτασιν μέχρι τής περιγεγραμμένης περι¬ 
φέρειας τοΰ έπί τήν πλευράν ταύτην ύψους. 

2) Ή άπόστασις μιας χορυςής άπό τοΰ όρθοχέντρου είναι Διπλάσιά 
τής άποστάοεως τοΰ κέντρου τής περιγεγραμμένης περιφέρειας άπό τής 
άπέναντι πλευράς. 

1) Πρέπει νά Βειχθή ότι ΡΗ = ΡΛ (Σχ.654). Βλ. Λίέόοίοι, § 292, 
γ. Είναι άλλωστε γων. α = β, ώς Ιχουσαι τάς πλευράς των 
καθέτους καί α .~γ, ώς βαίνουσαι έπί τοΟ αύτοΟ τόξου· έπομένως 
β = γ καί ΡΗ ΡΛ. 

2) Τό κέντρον Κ τού κύκλου τοΰ Ειιΐβτ εΤναι τό μέσον τοΟ ΟΗ 
καί τό σημείον Δ, μέσον τοΰ ΑΗ, άνήκει εις τόν κύκλον τοΟ 
Ιίιιΐβτ. Συνεπώς 

ΟΕ = ΔΗ - ΑΔ. 

θεώρημα 311—I 

1093. 1) Αί περιγεγραμμέναι περιφέρεται εις Δοθέν τρίγωνον χαϊ 
είς τά τρίγωνα, τά εχοντα κορυφάς τό όρβ-όχεντρον Η τοΰ Δοθέντος καί 
Δύο άλλας χορυφάς χοινάς μετ' αύτοΰ, είναι Ισαι. (Οβγποι). 

2) Τό τρίγωνον τό ίχον χορυφάς τά κέντρα τών τριών ανωτέρω πε¬ 
ριφερειών είναι ίσον πρός τό άρχιχόν χαϊ έχει τόν αύτόν χόχλον τών 
εννέα σημείων μετ' αύτοΰ. 

3) Τό άντισυμπληρωματιχόν (αηΐίεοπιμΙέτπεηΙαίΓε) τρίγωνον τοΰ Δο. 
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δέντος (δηλ. τό τρίγωνον τ6 έχον ώς πλευράς τάς έχ τών κορυφών τοΟ 
δοθέντος παραλλήλους πρός τός Απέναντι πλευράς αΰτοΟ), έχει ώς *έν· 
τρον περιγεγραμμένης περιφερείας τό όρδόκεντρον Η χαί ή περιφέρεια 
αΟτη έ (ράπτεται ιών τριών προηγουμένων περιφερειών. 

1) Δυνάμεθα νά άνατρέξωμεν ε(ς τάς Μ*Μου{, $ 292, ε· Αρκεί 
Αλλωστε νά παρατηρήσωμεν, βτι τά Ισα τρίγωνα ΓΗΒ, ΓΛΒ 
(Σχ. 654) θά Ιχουν καί (σας περιγενραμμένας περιφερείας. Ή 
χιριγιγοαμμίγη περιφέρεια ιΙ( ϊΑ τρίγωνον ΓΗΒ είναι ανμμπρική, ώς πρός 
τήν ΒΓ, »ήί π» ριγτγραμμίτης ·1ς τΑ ΓΛΒ, 6ηλ. τής είς τό ΑΒΓ. 

2) Τά σημεία Α', Β'. Γ', συμμετρικά τοΟ κέντρου Ο πρός τάς 
πλευράς, είναι Αντίστοιχα κέντρα τών τριών συμμετρικών περιφε¬ 
ρειών, ώς ή ΓΗΑ. Αλλά ή ΕΖ είναι παράλληλος πρός τήν Α'Β’ 
καί ΙσοΟται πρός τό ήμισυ αύτής· ή Α'Β' συνεπώς είναι Τση καί 
παράλληλος πρός τήν ΑΒ. 

Τό κέντρον Κ τής περιφερείας τών έννέα σημείων είναι τό 
κέντρον όμοιοθεσίας τών Ισων τριγώνων ΑΒΓ, Α'Β'Γ'. 

Τά Τσα ταΟτα τρίγωνα Ιχουν τόν αύτόν κύκλον τών έννέα 
σημείων. 



3) Έκ τών προηγουμένων παρατηρήσεων, δυνάμεθσ νά συμπε- 
ράνωμεν βτι τό σημεϊον Η είναι τό κέντρον τής περιγεγραμμένης 
περιφερείας είς τό τρίγωνον Α'Β'Γ' καί έπομένως καί τήν Αλή¬ 
θειαν τής 3ης προτάσεως. Γνωρίζομεν άλλωστε, βτι τά Οψη ένός 
τριγώνου ΑΒΓ είναι αί κάθετοι είς τά μέσα τών πλευρών τοΟ 
άντισυμπληρωματικοΟ τριγώνου Α”Β"Γ" τοΟ βοθέντος (§ 445), καί 
έπομένως τό Η είναι κέντρον τής περιγεγραμμένης περιφερείας 
είς τό Α''Β''Γ", ώς καί τής είς τό Α'Β'Γ'. ΟΙ κύκλοι μέ κέντρα 
Αντίστοιχα Η καί Β’ έφάπτονται είς τό σημεϊον Β". 
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θίύ/ημα 312 

1094 . 1) Έκ σημείου Η φέρομεν καθέτους έπί τάς πλευράς τριγώ¬ 
νου καί λαμβάνομεν τά; συμμετρικός αυτών ώς πρός τάς πλευράς τού 
τριγώνου. ΑΙ οΰτω όριζόμεναι έννέα εύθεϊαι τεμνονται άνά τρέΐς κατά 
τεσσαρα σημεία (τοΰ Η συμπεριλαμβανομένου είς αυτά). 

2) ’Εάν τό σημεΐον Η είναι τό όρθόκεντρον τοΰ τριγώνου, τρ τρία 
άλλα σημεία εΰρίσχονται έπί τής περιγεγραμμένης είς αυτό περιφερείας. 

1) Έστωσαν ΗΡ„ . ΗΡυ , ΗΡ Υ , αΐ κάθετοι έπί τάς πλευράς 
α. β, γ καί Η α , Ηρ , Η ν τά συμμετρικά σημεία τοΟ Η ώς πρός τάς 
(δίας πλευράς. 

ΑΙ συμμετρικά! εύθεϊαι τών ΗΡ α καί ΗΡ γ ώς πρός τήν πλευράν 
α διέρχονται διά τοΟ σημείου Η α . Επομένως α! δύο αύταί εύ- 
θεϊαι καί ή ΗΗ„ διέρχονται 6ι\ τοΟ αύτοΟ σημείου. "Ομοίως καί 
διά τάς άλλας πλευράς. 

2) Τά συμμετρικά τοΟ όρθοκέντρου ώς πρός τάς τρεις πλευράς 
εύρίσκοντάι έπί τής περιγεγραμμένης περιφερείας (§ 666). "Ωστε... 

θιώρημα 312—1 

1096· άιά τών μέσων τών πλευρών δοθέντος τριγώνου φέρομεν πα¬ 
ραλλήλους πρός δοθεΐσαν διεύθυνσιν καί λαμβάνομεν τάς συμμετρικός 
τών πλευρών τοΰ τριγώνου ώς πρός τάς ευθείας αύτάς άντιστοίχως. δεί¬ 
ξατε δτι αί συμμετρικοί αύται εύθεϊαι τέμνονται έπί τής περιφερείας 
τών έννέα σημείων τού δοθέντος τριγώνου. (Ε. Ι,ειηοϊηβ, Μ. Ε., 1880 
σ. 21, ζήτ. 305). 

"Εστω ΛΜΝ τό δοθέν τρίγωνον, ΑΒΓ τό τρίγωνον τών μέσων, 
ΓΔ ή δοθείσα διεύθυνσις, σχηματίζουσά γωνίας α καί β μετά τών 
τών πλευρών ΜΝ καί ΛΝ. 


Λ 



Έστωσαν ΑΡ, ΒΡ αί συμμετρικοί τών ΜΝ, ΛΝ· άρκεϊ νά δει- 
χθή, δτι τό σημείου Ρ άνήκει είς τήν περιφέρειαν ΑΒΓ ή δτι ή 
γωνία ΑΡΒ είναι παραπληρωματική τής ΑΓΒ ή Ν. 

"Εχομεν γωνία ΒΑΡ = Μ — 2 α 

ΑΒΡ = Λ - ΡΒΝ — Λ - (.180» — 2β) = Λ+2β — 180», 
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συνεπώς ΑΡΒ = 180® — (Μ — 2α-(-Α+213 — 180°). 

Αλλά Μ + Λ — 180» = -Ν καί 2 (β - α) = 2 Ν· 
έττομένως ΑΡΒ 180° — Ν. 

Παρατηρήσεις. 1) Τό άνωτέρω θεώρημα είναι Ισοδύναμον πρός 
τό έπόμενον: 

Δι' έκδοτης κορυφής χριγώνο, ΑΒΓ φέρομεν εΰβεΐαν αυμμειριχήν τής 
απέναντι πλευράς ώς προς ώριαμίνην καί τήν αυτήν πάντοτε Λιενδννσιν (ε). 
Αί τρεις οντω Αριζόμεναι εύδεΐαι τέμνονται Ιπ'ι τής περιγεγραμμίνης περί¬ 
φερε ία ς είς τό τρίγωνον. 

2) ' Εάν Ικτβλέσωμεν διαδογιχώς τάς ώς άνω ουμμετρίας δια άύο διευ¬ 
θύνσεις (ε), (ε'), οχηματιζούο τι πρός άλλήλας γωνίαν 45°, λαμβάνομεν ώς 
Αντίστοιχα σημεία τομής ιών δύο τριάδων ευθειών δύο ανμμετριχά σημεία 
τής περιγεγραμμίνης περιφέρειας. Επειδή πνα δύο αί εΰθείαι ΑΡ, ΑΡ' 
χλπ,, &ά είναι κάθετοι μεταξύ των. 

3) "Αντίστροφον θεώρημα. ΑΙ ενθείαι αί οννδέουσαι τάς χορνφάς 
τριγώνου μεθ' (νός σημείου τής περιγεγραμμένης περιφέρειας είναι συμμετρι¬ 
κά ι τών Απέναντι πλευρών, άνιιατοίχως, ώς πρός μίαν ώριαμίνην διεύΰννσιν. 

Τόπος 312—II 

1096, Τετράπλευρου Εγγεγραμμένου είς βοθεισαν περιφέρειαν, δύο 
απέναντι πλβυραί μεταβάλλουσιν θέσιν διατηρούσα! τά μήκη των. 

1) ΙΙσίος 6 τόπος ιών κέν.ρων τών 
περιφερειών τών περιγεγραμιιίνων είς 
τά τρίγωνα με βάσεις τάς πλευράς τού¬ 
τος καί κοινήν κορυφήν τό αημτϊον 
τομής ιών διαγώνιων ; 

2) Δείξατε, δει ή άχτι; τον τόπον 
διά τά ίν Ιχ ιών τριγώνων τούτων 
ίσον ται πρός τήν άχτίνα τής περιγε- 
γραμμίνης περιφέρειας ε(ς τό Αλλο 
τρίγωνον. 

3) Όμοιου ζήτημα, διά τά τρίγωνα 
μι βάσεις τάς Ιδίας καί κορυφήν κοι¬ 
νήν τά οημεΧον τομής τών δύο ίίΐων 
πλευρών τοΟ τετράπλευρου. 

1) "Εστιασαν ΑΒ., ΓΔ αί στα¬ 
θερών μηκών πλευραί, I τό ση- 
αεΐον τομής Τών διαγώνιων, Μ, 

Ν τά κέντρα τών περιφερειών 
ΑΙΒ. Γ1Δ. 

"Επειδή ή γωνία α είναι σταθερά, ώς μετρουμένη ύπό του ήμι- 
αθροΐσματος τών τόξων ΑΒ καί ΓΔ, έκάστη τών θεωρουμένων πε¬ 
ριφερειών βχει σταθερόν άκτΐνα, ώς περιγεγραμμένη είς τρίγωνον 
μέ σταθερόν βάσιν καί σταθερόν τήν άπέναντι αύτής γωνίαν. 
Είναι λοιπόν τά τρίγωνα ΑΜΒ, ΓΜΔ άμετάβλημα κατά μέγεθος 
καί έπομένως αί κορυφαί των Μ, Μ γράφουν δύο περιφέρειας 
όμοκέντρους τής δοθείσης καί μέ άκτϊνας ΟΜ, ΟΝ, άντιστοίχως, 

2) "Εάν λάβωμεν ΒΕ = ΓΔκαί μεταφέρωμεν τήν περιφέρειαν 
(Ν) εις τήν θέσιν (Ρ), παρατηροΟμεν, δτι ή γωνία ΑΒΕ ίσοΟται 
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πρός 180« — α καί έκάστη ιών γωνιών ΜΒΑ. ΡΒΕ Ιση πρός 90·—α. 
Είναι συνεπώς τό τμήμα ΡΒ κάθετον έπί τό ΑΒ, τό ΜΒ κάθετον 
έπί τό ΒΕ καί τό σχήμα ΟΜΒΡ παραλληλόγραμμον. Κατ' άκο- 
λουθίαν ΟΜ = ΡΒ = ΙΜ, ΟΡ = ΜΒ = ΙΜ. 

3) Έστω Κ ή τομή τών ΑΓ καί ΒΔ. Επειδή ή γωνία είς τό Κ 
είναι σταθερά, ώς μετρουμένη ύπό τής ήμιδιαφοράς τών τόξων 
ΑΒ καί ΓΔ, όμοιοι πρός τούς προηγουμένους συλλογισμοί μάς 
πείθουν Οτι οΐ τόποι τών κέντρων τών περιφερειών (ΑΚΒ), (ΓΚΔ) 
είναι όμόκεντροι περιψέρειαι τής δοθείσης, καθώς καί ότι ή άκτίς 
έκάστης τών περιφερειών τούτων είναι ίση πρός τήν άκτϊνα τής 
περιγεγραμμένης είς τό Ετερον τρίγωνον περιφερείας Ο.Μ.Ε.; 1ββ9, 
σ. 239 καί 1891, σ. 237). 

Σημ*ϊα 'τοΟ Βτοοατά 312—III 

1097. "Επί έκάστης ιών πλευρών α, β, γ τριγώνου ΑΒΓ καί πρός 
τό έσωτερικόν αύτοϋ, γράφομεν τόξα δεχόμενα γωνίας Ισας πρός τάς 
παραπληρωματικός τών γωνιών Β, Γ, Α άντιστοίχως. Δείξατε, ότι τα 
τρία ταΰτα τόξα έχουν κοινόν σημεΐον Μ χαί ότι αΐ γωνίαι ΜΑΓ, ΜΓΒ, 
ΜΒΑ είναι ΐσαι. 

(Βλ. § 906). Υπάρχουν δύο σημεία Μ· όνομάζονται αημ*ΐα τοϊ» 
ΒηκαΜ καί συμβολίζονται συνήθως διά τών γραμμάτων ω, ω\ 
Τά τόξα (Β, Γ, π — Β), (Γ, Α, π — Γ), (Α, Β, π—Α), έφάπτονται 
Ικαστον μιάς πλευράς τοΟ Τριγώνου· αΐ περιφέρειαΐ είς ήν άνή- 
κουν όνομάζονται έπισυνημμέναι περιψέρειαι. 

θεώρημα 312—IV 

1098. ΑΙ συμμετρικοί περιψέρειαι τών έπισυνημμένων περιφερειών, 
τών τεμνομένων κατά τό Ιν τών σημείων Βι-οεα τά ω, ώς πρός τός άντι- 
στοίχους πλευράς τού τριγώνου, διέρχονται διά τοΰ αΰτοΰ σημείου I. 
Τό αυτό συμβαίνει καί διά τάς συμμετριχάς τών τριών άλλων έπισυνημ¬ 
μένων περιφερειών. 

Έστωσαν 1, 3, 5 τά κέντρα τών τριών περιφερειών, τών διερ- 
χομένων διά τοΟ σημείου ω· τά σημεία Γ, 3', 5', συμμετρικά τών 
1, 3, 5 ώς πρός τάς πλευράς ΒΓ, Γ Α, ΑΒ άντιστοίχως, είναι τά 
κέντρα τών συμμετρικών περιφερειών τής έκψωνήσεως. 

"Εστω I τό σημεΐον τομής τών περιφερειών (1'), (3')· άρκεί νά 
άποδειχθή ΰτι τό σημεΐον αύτό εύρίσκεται έπί τής περιφερείας (5'). 

Έπειήή τό τόξον ΒΔΓ τής περιφερείας (Γ) είναι ίσον πρός τό 
τόξον ΒωΓ, ή Εγγεγραμμένη γωνία εις αύτό ΒΔΓ — ΒωΓ = π — Β 
καί έπομένως γων. Β1Γ = Β. Διά τόν αυτόν λόγον γων. ΓΙΑ = Γ 
καί συνεπώς γων. Α1Β = Β-)-Γ = π— Α. 

Αλλά τό τόξον ΑΖΒ τής περιφερείας (5'), συμμετρικόν δν τοβ 
τόξου ΑωΒ, Εχει έγγεγροιμμένην γωνίαν είς αύτό ΐσην πρός π—Α, 
δηλ. πρός τήν γωνίαν ΑΙΒ· διέρχεται έπομένως διά τοΟ σημείου 1. 

Τά αύτά Ισχύουν καί διά τάς συμμετρικός τών έπισυνημμέ¬ 
νων περιφερειών, τών διερχομένων διά τοΟ άλλου σημείου ω'. Τέ- 
μνονται καί αόταί εις Εν δεύτερον σημεΐον Γ. 

Παρατήρησα. Τά σημεία }, Γ είναι τά σταθερά κέντρα όμοιό- 
τητος δύο, περιγεγραμμένων καί όμοιων πρός τό άρχικόν τρίγω¬ 
νον, τριγώνων. (Βλ. έπμ. § 2487). 

1099. ΣημιΙασις. Ή σπουδή τών συμμετρικών τών περιφερειών 
τών διερχομένων έκάστης διά δύο κορυφών ένός άρχικοΟ τριγώ- 



νου (τριγώνου άναγωγής=Γέίέι·εηεβ), ήγαγεν εις Εν νέου είδους 
μετασχηματισμόν. Επειδή είς τρεις περιφέρειας, διερχομένας (άνά 
μία) διά δύο χορυφών τού τριγώνου καί διά τίνος άλλου σημείου 
Μ, άντιστοιχοΟν τρεις συμμετρικοί αύτών περιφέρειαι Εχουσαι 



έπίσης κοινόν σημεΐον Μ'. Τά σημεία Μ καί Μ' ονομάζονται θι'- 
9νμα οημεϊα. 

Τόν μετασχηματισμόν διά τών συμμετρικών περιφερειών έμελέ- 
τησεν ό δίδουΐε. 

Ώς άξιωσημείωτον ειδικήν περίπτωοιν. άναφέρομεν τήν περι- 
γεγραμμένην περιφέρειαν. Α( συμμετρικοί αυτής ώς πρός έκάστην 
πλευράν διέρχονται διά τοΟ όρθοκέντρου Η τού τριγώνου (§ 1093). 

Π*ριφ4ριια τον 312— V 

1100. Έπί έχάστης πλευράς τού τριγώνου αναγωγής καί πρός τό 
αύτό μέρος του τριγώνου τούτου, καιασκευάζομεν τρίγωνα (οογώνια 
πρός εν άλλο δοθέν ΑΒΓ. Έκαστη όμάς άποτελεΐιαι άπό εξ τρίγωνα, 
τών όποιων αί απέναντι τής ποινής βάσεως ΒΓ χορυφαί ανήκουν εις 
τήν αυτήν περιφέρειαν. 

Εις τό δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ Αντιστοιχεί τό συμμετρικόν Α'ΒΓ, 
ώς πρός τήν κάθετον είς τό μέσον τής κοινής βάσεως ευθείαν. 
Είς τά τρίγωνα ΒΓΕ, ΒΓΔ, Ακολούθως, όμοια πρός τό ΑΒΓ (καί 
κατά ιήν άντιστοίχισιν γωνιών τήν ύποδεικνυομένην ύπό τοϋ σχή¬ 
ματος) Αντιστοιχούν τά συμμετρικά αύτών ΒΓΕ', ΒΓΔ'. 

Διά νά άποδείξωμεν ότι τώ Εξ σημεία Α, Α', Δ, Δ', Ε, Ε' Ανή¬ 
κουν εις μίαν περιφέρειαν, Αρκεί προφανώς νά άποδείξωμεν, ότι 
ή περιφέρεια ήτις διέρχεται διά τών κορυφών τοΟ συμμετρικού 
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τραπεζίου ΑΑ'ΕΈ. διέρχεται καί διά τγ}<; κορυφής Δ, ή 6τι τό 
τετράπλευρον ΑΕΔΑ' είναι έγγράψιμο,ν 

ΤοΟτο είναι άληθές, 
άφοΰ 

γων. ΒΑΑ'= π — ΑΒΓ, 

έκ τοΟ τραπεζίου ΑΒΓΑ", 
καί 

γων. ΒΔΓ = ΕΒΓ = ΑΒΓ. 

έκ τής όμοιδτητος τών ΕΒΓ 
καί ΒΔΓ τριγώνων. 

1100 α. Σημτίωοις. 1) Τά 
Κξ Ισογώνια τρίγωνα Ιχουν 
τήν αύτήν γωνίαν ω τοΟ 
ΒΓοεετά καί έκλήθησαν έςηί- 
ίνοοατάίεηβ τρίγωνα. Ή πε¬ 
ριφέρεια ΑΕΔ είναι ή πε¬ 
ριφέρεια τοΟ ΝειιδεΓ£, ή 
σχετική πρός τήν πλευράν 
ΒΓ τοΟ τριγώνου αναγωγής. 

ΕΙς διάφορα άρθρα τοΟ 
νΐ£εΓΪέ είς Ιονινηαΐ ά. ΜαΙΙι. 
ίΐέτηβηίαίτεε, Οποδεικνύον- 
ται αί σημαντικώτεραι Ιδιό¬ 
τητες τών κύκλω» τον Λβκδο’9 .(1887, σ. 121, 145 καί 169). 

2) Είς πάν τρίγωνον δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν ένα άρκετά 
μέγα άριθμόν περιφερειών άξιοσημειώτων διά τάς Ιδιότητάς των. 
Ιδού μερικαί έξ αύτών : 

Πιριγεγραμμίνη. 

"Εγγεγραμμένη καί παρεγγεγραμμέναι. 

Περιφέρεια τοΰ Αάατηε (§ 2393). 

Περιφέρεια τών έννέα σημείων ή τοΟ Ειιίβτ ή τοΟ ΡευετδεςΗ (§ 27). 
'Εηισννημμέναι περιφέρεια·, πρός όρισμόν τών σημείων τοΟ Βνο- 
εανά (§ 1097). 

Περιφέρειαι τοΰ "ΑποΙΧωνΙον, αί Εχουσαι διάμετρον έπί έκάστης 
πλευράς τήν άπόστασιν τών ποΐών έπ' αύτής τών δυο διχοτόμων 
τής Απέναντι γωνίας. 

Περιφέρεια τών νψ&ν τον τριγώνου ($ 1154). 

Περιφέρεια χών Τοατν ροπών ή τών οκτώ σημείων (§§ 2410 καί 2412). 
Περιφέρειαι τοΰ Σετηοϊηβ (δ 2375 καί έπμ.). 

Περιφέρειαι τοΰ ΤιιεΚβΤ (§ 2383). 

Περιφέρεια τοΰ Τα\/ΙθΓ (8 2391). 

Περιφέρεια ιοί Βνοεατά (§ 2428). 

Περιφέρειαι τοΰ Νει&εΤξ) (§ 1100). 

Περιφέρεια τοΰ ΣοηαοΗατηρβ (/. Μ. 8., 1886, σ. 57 η* 84 καί Α.Ε., 
1897, σ. 136). 

Περιφέρειαι τοΟ ΕιιΗντηαηη, ή (χουσα διάμετρον τήν άπόστασιν 
Ην τοΟ όρθοκέντρου Η άπό τοΟ σημείου ν τοΟ ΝααεΙ (ΜαΙ/ιβή), 

1890, σ. 105). 
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Πιριφίριια τον ΜΌα\) (7. Μ. 8., Ο. 56, η° 91). 

Πιριφέρτια τον 8ςΗοιιίβ (7. Μ. 5., σ. 57, η· 93). 

Πιριφίριια (ϊΗ ή ίρ&οχιντροιιίής (οΓίδοοίηΓΟΪιΙβ!) (ΜαΙΗ., 1690, 
σ. 166 καί 1893, σ. 33). 

ΕΙς τό 1. ά. ΜαΙΗ. 8ρ4οΐαΙββ τών έτών 1686 καί 1889 ύπάρχει 
μία πολύ ΑνΒιαφέρουσα μελέτη τοΟ νΐ^αΓίέ έπΐ τών σημείων, εύ· 
θειών. περιφερειών καί Αλλων άξιοσημειώτων καμπύλων έκ τών 
όριζομένων βΐς πδν τρίγωνον. 

Παρατήρησα. ΤΑ θεώρημα τής § 529 ύπόκειται είς Αναιρέσεις. 

Ό Λ'. νώκΗετι είς τΑ περιοδικόν Ώετ ντίβπά άβτ ΪΥτβΗαηάβ 
διετύπωσε τΑ Ακόλουθον θεώρημα : 

Δύο πολύγωνα, Ιχοντα πλ»νρά{ χιριοαοτίρας τ&ν »»ο οάραν, Λύνονται 
ίχουν ν άντιοτοίχους πληράς Γσας καί ν αντιστοίχους γωνίας Γ σας, χωρίς 
είναι Ισα. 


3 - 3 - 



ΒΙΒΑΙΟΝ III 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


Άνάίογα εύ&ύγοαμμα τμήματα 


θεώρημα 313 

1101. Τό μεταξύ 8ύο πλευρών τριγώνου τμήμα 
παραλλήλου ευθείας πρός τήν τρίτην πλευράν αύτοΰ 
έχει τό μέσον του έπί τής πρός τήν πλευράν ταύτην 
βιαμέσου τοΟ τριγώνου. 

Πράγματι, α( τρεις εύθεϊαι ΑΒ, ΑΔ, ΑΓ 
σχηματίζουν δέσμην διαιρούσαν κατά τόν αότόν 
λόγον τά παράλληλα τμήματα ΒΓ καί ΕΖ· καί 
Σι. « 9 . έπειβή ή εόθεϊα ΒΓ διαιρείται είς δύο τμήματα 

ίσα ύπό τών ευθειών τούτων, τό αΰτό θά συμ- 
βαίνη καί διά τήν εόθεϊα ΕΖ. 

θεώρημα 313—1 

1102 . Τό μεταξύ δύο πλευρών τριγώ¬ 
νου τμήμα άντιπαραλλήλου ευθείας 
πρός τήν τρίτην πλευράν έχει τό μέσον 
του έπί τής πρός τήν πλευράν ταύτην 
άντιατοιχουσης συμμετροδιαμέσου τοϋ 
τριγώνου. 

*Η συμμετροδιάμεσος ΑΣ είναι 
συμμετρική τής διαμέσου πρός τήν 
διχοτόμον τής γωνίας Α (δ 148). Διά 
τήν κατασκευήν της, λαμβάνσμεν 
τμήματα ΑΒ' = ΛΒ, ΑΓ' = ΑΓ καί 
., ψέρομεν τήν διάμεσον ΑΜ' τοΟ ΑΒ'Γ' 
Γ τριγώνου. Καί είναι φανερόν Οτι τό 
χ,. οο,ι. μέσον Ζ παντός άντιπαραλλήλου 

πρός τήν ΒΓ τμήματος ΕΘ θά εόρί- 

σκεται έπί τής εΰθείας ΑΣ. 

θεώρημα 314 

1103. *Η ευθεία ΕΖ, ή άγομένη διά τών μέσων τών βάσεων τραπε¬ 
ζίου, διέρχεται διά τοϋ σημείου τομής τών διαγώνιων ώς καί διά τοϋ 
κοινοϋ σημείου τών μή παραλλήλων πλευρών αυτοϋ. 

θεώρημα 316 

1104. Τό ηοινόν σημείον τών διαγωνίων τραπεζίου διαιρεί αυτάς είς 
μέρη άνάλογα τών βάσεων. 








Τά τρίγωνα ΓΟΒ, ΑΟΔ είναι Ισογώνια* έπομένως: 


ΒΟ_ ΓΟ _ ΒΓ _ β 
ΟΔ " 0Α ~ ΑΔ ~ α ' 

Δυνάμεθα νά γράψωμεν: 

ΓΟ_β 

Γ Α α β 

Πόρισμα, Έκ τής παραλ¬ 
λήλου ΖΟΕ, λαμβάνομεν 4π(- 
σης: 

Ιχ· = «-+Τ ■ "" ΒΕ = ΑΒ ·5 ί ρ ϊ · «·> ΑΕ = ΑΒ ίΤΤ' 

θεώρημα 315—1 

1105. Τό σημείον τομή; ιών μή παραλληλίαν πλευρών τραπεζίου 



ΓΙ-^'ϋ-ΜνΤ 7 


-Ε /ν α,ι ΛΒ β β ΛΑ α 
Εχομεν (Σχ. 661) : ^ = — * λΤ = Τ ' 


Επίσης : 


ΛΑ — ΛΒ _ ΑΒ _ α — β . 
ΛΒ ~ ΛΒ — β 

ΛΒ = ΑΒ. Ρ 


α-β ’ 


ΛΑ = ΑΒ. 


Πόρισμα, θά (χωμεν έπίσης : 

ΗΓ 

ΗΑ 


θεώρημα 316—11 

1100. Είς τυχόν τρίγωνον ΑΒΓ σχηματίζομεν τραπέζια φέροντες 
παραλλήλους ΔΕ, Ζθ... πρός τήν βάσιν αΰιοϋ. Δείξατε δτι αί διαγώνιοι 
τών τραπεζίων τούτων τέμνονται έπΐ τής πρός τήν βάσιν διαμέσου τοΟ 
τριγώνου. 

θεώρημα 316—III 


1107. Έχ σημείου Α φέρομεν τεμνού* 
σας δύο παραλλήλων εύθειών δείξατε δτι 
τά σημεία τομής τών διαγωνίων τών οδτω 
σχηματιζομένων διαφόρων τραπεζίων εύρί- 
σχονται έπΐ τής αύτής εύδείας. 

Δι’ (νός έκ τών σημείων τούτων Ο 
φέρομεν εύθεΐαν ΜΝ παράλληλον πρός 
τάς δοθείσας εύθείας. θά.Ιχωμεν 
ΔΝ ΒΔ 

ΝΕ = ΤΕ“' « 1104 ' ^Ρ ισ μ«)· 
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Άλλ' είναι - ρ · £ - = ~£ο~ ή παράλληλος έπομένως πράς τάς 

εύθείας ή άγομένη διά τού σημείου Ρ, διέρχεται διά τοΟ Ν καί 
συμπίπτει Αρα πράς τήν ΜΝ. Ήτοι τά διάφορα σημεία Ο, Ρ, Π..., 
εόρίσκονται έπΐ τ^ς αάτής εύθείας. 

1108· Αντίστροφον θεώρημα. Δίδονται τρεις παράλληλοι εύθεΐαι, 
ΒΖ, ΜΠ, Γθ (Σχ. 662). Δι' έκαστου σημείου Ο τής ΜΠ φέρομεν δυο 
εύθείας, ώς τάς ΒΟΕ καί ΔΟΓ' δείξατε ότι αί εύθεΐαι ΓΒ, ΕΔ, ΘΖ 
χλπ. διέρχονται διά τοΰ αύτοϋ σημείου. 


θιώρημα 31Θ 


1109. ΕΙς πάν τραπέζιον, ή έχ τού χοινοβ σημείου Ο τών διαγώ¬ 
νιων παράλληλο; πρός τάς βάσεις τέμνεται ύπά τών άπέναντι πλευρών 
χατά τμήμα έχον Λς μέσον τό σημεΐον τούτο. 



Όμοιος 


ΖΟ = 


αβ 

ο + β 


ή ΖΟ = ΕΟ. 


Άλλαι άχοβ*ίξβις. 


1) Έχομεν 


ΟΖ _ ΔΟ _ ΛΟ _ ΟΕ 
β ~7ϋΓ~ ΑΓ ~ β ' 


"Αρα ΟΖ = ΟΕ. 

2) Επειδή ή δέσμη Λ (ΔΟΒΚ) εΤναι άρμονική, ή ΖΟΕ οδσα 
παράλληλος πράς τήν Ακτίνα ΛΚ, θά διαιρείται εις Τοα τμήματα 
Οπό τών τριών Αλλων Αχτίνων. 

Παρατήρησα. Έάν τό μήκος τοΟ τμήματος ΖΕ εΤναι λ Ιχομεν. 
τήν σχέσιν 

_2__1 « + Ρ ^ Ρ , « _ 1 . 1 

λ ΕΟ αβ αβ " Γ αβ α ' β 
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θιώρημ α 31Θ—1 

1110. Είς πάν τςαπέζιογ, ή έκ τοϋ κοινοΰ σημείου ιών μή καταλλή¬ 
λων πλευρών παράλληλος πρός τάς βάσεις, τέμνεται ύπό ιών προεκτά- 
σεων ιών βιαγωνίων χαιά τμήμα (χον μέσον το σημεϊον αυτό. 



Παρατήρησις. Έάν λ’ είναι τό μήκος τής ΙΗΚ, 

_2____1_1_ 

λ' ~ β α ' 

Διά τοΟ συνΒυασαοΟ τής σχέσεως ταύτης και τοΟ προηγουμέ¬ 
νως εύρεθείσης, εύρίοκομεν 

1,1 I ,1 1 1 

λ + λ’ ~ β κα1 λ λ' — α ’ 

θβύρι)μα 316—II 

1111. Ε(ς τυχόν τετράπλευρου ΑΒΓΔ διαιροΟμεν τάς άκέναντι πλευ¬ 
ράς κατά δοθέντα λόγον · άρχόμενοι άπό τών αντικειμένων κορυ¬ 
φών Α καί Γ. Δείξατε ότι τά σημεία βιαιρέσεως είναι χορυφαΐ παραλ¬ 
ληλογράμμου. 

Επειδή 

ΑΕ ΑΘ μ 

ΈΒ ΘΔ ν 

ή εύθεΐα Εθ είναι παράλληλος πρός 
τήν ΒΔ, ώς καί ή ΖΗ· είναι λοιπόν αί 
Εθ καί ΖΗ παράλληλοι, καθώς καί αί 
ΕΖ, ΘΗ, καί τό σχήμα ΕΖΗΘ παράλ¬ 
ληλό γραμμον. 

Παρατηρήσεις. 1) Τήν Ιδιότητα χαύιην 
Ιχει καί τό στρεβλόν τετράπλευρον. 

2) Τό θεώρημα τής παραγράφου 
542 είναι μερική περίπτωσις τοΟ άνω- 
τέρα 1111. 

θεώρημα 317 

1112. Έάν αί ΑΒ καί ΓΔ είναι καοάλληλοι πρός τήν μίαν τών δε 
γωνία» τοΟ τετράπλευρου ΕΗΖΘ, αί 
ΑΓ καί ΒΔ τέμνονται έπϊ τής άλλης 
διαγωνίου. 

Επειδή 

ΑΛ ΕΟ _ ΓΜ 
ΒΛ — ΖΟ ’ ΔΜ ' 

ΑΙ τέμνουσαι, έπομένως, ΑΓ, Λ Μ, 

ΒΔ τέμνονται ε(ς τό αότό σημεϊον. 

1112 α. Αντίστροφον θεώρημα. 

Συνδέομεν Εν τυχόν σημεϊον Ν τής μιας 
διαγωνίου ΘΗ μετά τών σημείων Α, Β 

Γεωμετρία 31 
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μιας παραλλήλου προς χήν δευτέραν διαγώνιον, δι' εύθειών τεμνουοών 
τάς Αλλος πλευράς βΐς χά Γ καί Λ. Δείξατε ΰχι ή εύθεΐα ΓΔ είναι πα¬ 
ράλληλος πρός χήν ΕΖ. 

Θεώρημα 318 

1113. Έάν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίας άντιστοίχως Τοας καί δύο 
άλλας παραπληρωμα-ιχάς, αΐ πλευραί αί Απέναντι τών Ισων γωνιών 
είναι ανάλογοι χών άπένανχι χών παραπληρωματικών γωνιών. 

(Μί&οίοι, § 150). 

Θεώρημα 319 

1114. "Εκ τυχόντος σημείου Ρ τής βάσεως ΒΓ χριγώνου ΑΒΓ φερο- 
μεν παράλληλον ΡΜΝ πρός χήν διάμεσον έκ χής κορυφής Α, τέμνουσαν 
χάς πλευράς ΑΒ. ΑΓ είς χά σημεία Η καί Ν. Δείξατε δτι χό άθροισμα 
ΡΜ + ΡΝ είναι σταθερόν. 

(Μέθοδοι, § 266). 

Παρατήρηαΐί. Έάν τό' σημεϊον Ρ, εϋρίσκεται έπί τής προεκτάσεος 
τής ΒΓ Εν τών μηκών ΡΜ, ΡΝ πρέπει νά ληψθβ ώς άρνητικός 
Αριθμός. 

θεώρημα 919—1 

1116. Έκ σημείου είς χό Εσωτερικόν Ισοπλεύρου χριγώνου ευρισκο¬ 
μένου, φέρομεν εύθύγραμμα τμήματα μέχρι ιών πλευρών καί συνανχώνχα 
αύχά ύπό χήν αΰχήν γωνίαν. Δείξαχε δη χό άθροισμα χών τριών τούτων 
τμημάτων είναι σταθερόν. 

(Μέθοδοι, § 289 α). 

Θεώρημα 319—II 

1116. Τρείς εύθεΐαι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ διέρχονται διά χοΟ αύχοΰ σημείου. 

Δείξατε, ότι έάν Εν σημεϊον Μ χι· 
νήται έπί χής μιας έξ αύχών, αί 
Αποστάσεις του άπό χών δύο άλλων 
ευθειών έχουν σταθερόν λόγον. 

"Ας είναι Μ, Ν δύο τυχοΟσαι 
Θέσεις τοΟ κινητοΟ σημείου. 
"Αρκεί νά δειχθή δτι 
ΜΔ _ ΝΖ 
ΜΕ - Νθ ’ 

1117. "Αντίστροφον θεώρημα. Έάν Εν τρίγωνον ΜΔΕ μεταβάλλε¬ 
ται είς τρόπον, ωσχε νά μένη δμοιον έαυχφ, δύο χορυφαί του νά γρά¬ 
φουν δοθείσας ευθείας καί αί όμάλογοι πλευραί των, ως αί ΝΘ, ΜΕ, 
νά μένουν πάντοτε παράλληλοι, ή τρίτη χορυφή αυτού γράφει ευθείαν 
διερχομένην 6ιά τοΰ κοινού σημείου χών δύο πρώτων. 

Θεώρημα 319—III 

1117 α. Έστω γωνία Α καί παράλληλα τμήματα ΒΓ, Β’Γ'. . . μεταξύ 
τών πλευρών της. Δείξατε δτι αί έκ χών Β, Β',.. καί Γ, Γ'... άγόμεναι 
παράλληλοι πρός δύο τυχούσας άντιστοίχως διευθύνσεις, τέμνονται είς 
σημεία Μ, Μ'... κείμενα έπ’ ευθείας διερχομένης διά τής κορυφής Α. 
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Φέρομεν τήν ΑΜ καί έκ του Β' παράλληλον πρός τήν ΒΜ, 
τέμνουσαν τήν ΑΜ εις Μ'. θά δείξωμεν οτι ή Γ'Μ' είναι παράλ¬ 
ληλος πρός τήν ΓΜ. 

Έχομεν 

ΑΒ _ _ΒΓ_ _ Β^Μ 
ΑΒ - ΒΤ' “ Β'Μ' ’ 

καί κατά συνέπειαν τά τρίγωνα 
ΓΒΜ, Γ'Β'Μ' είναι δμοια, ώς 
ίχοντα μία γωνίαν Ισην περιε- 
χομένην μεταξύ πλευρών άναλό- 
ων, καί α( πλευρά! ΓΜ, Γ’Μ' 
ά είναι παράλληλοι. Έάν λοι¬ 
πόν φέρωμεν άπ’ εΟβείας τάς 
Β'Μ', Γ'Μ' άντιστοίχως παραλλήλους πρός τάς ΒΜ, ΓΜ, ή ευθεία 
ΜΜ' θά διέρχεται διά τού Α. 

1117β. Παρατηρήα*ις. I) Τό θεώρημα τοΟτο χρησιμοποιείται διά 
τήν άγωγήν, έκδοθέντος σημείου Μ, ευθείας διερχομένης διά τοΟ 
σημείου τομής δύο άλλων, τεμνομένων έκτός τοΟ χάρτου σχέ¬ 
διά σεως. 

2) Ή θεώρησις ένός βοηθητικού στερεοΟ (§ 169 κ. έπμ.Κ ώς λ.)ζ. 
ένός τριέδρου τεμνομένου Οπό παραλλήλων έπιπέδων ΒΓΜ, Β'Γ'Μ , 
έρμηνεύει ευκόλως τό άνωτέρω θεώρημα. 

3) Τό προηγούμενον θεώρημα όδηγεί είς μίαν πολύ άπλήν άπό- 
δειξιν τοθ Επομένου θεωρήματος τοΟ Ρεεοβί. (Βλ. έπμ. § 1117 γ). 

Έξάγραμμον τον Ρακαί 310— IV 

1117 γ. Τά σημεία τομής των απέναντι πλευρών ένός έξαγώνου έγγε- 
γραμμένου είς περιφέρειαν χείνται έπ* ευθείας. 

Έστω ΑΒΓΔΕΖ τό έξάγωνον καί ΒΕ,ΖΓ δύο διαγώνιοι αύτοΟ. 

'ΥποΘέσωμεν τάς εύθεΐας ΑΙ, ΑΗ καί ΔΙ, ΔΗ σταθεράς καί 




θεωρήσωμεν μεταβλητήν περιφέρειαν διερχομένην διά ιών Α καί 
Δ. Τά σημεία τομής Β, Γ, Ε, Ζ, τής περιφερείας ταύτης μετά τών 
σταθερών ευθειών θά κινούνται έπ’ αύτών. 
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Επειδή έκάστη τών ευθειών ΒΕ, ΕΖ, ΒΓ διατηρεί σταθερών 
βιεύθυνσιν (§ 659), τό τρίγωνον ΒΕΚ θά Ιχη πλευράς παραλλή¬ 
λους πάντοτε πρός σταθεράς διευθύνσεις καί δύο κορυφάς - του, 
τάς Β, Ε, διαγραφούσας σταθεράς ευθείας διερχομένας διά τοΟ 
Η, τάς ΗΑ καί ΗΕ. 

Κατά τό προηγούμενον ίπομένως θεώρημα, ή τρίτη κορυφή του 
Κ θά κινήται έπ’ εύθείας, διερχομένης διά τού κοινού σημείου Η 
τών δύο πρώτων εύθειών. 

"Αλλά καί τά τρίγωνον ΓΖΚ βχει πλευράς μέ σταθεράς Απίσης 
διευθύνσεις, αί δέ κορυφαί του Γ καί Ζ διαγράφουν τάς σταθεράς 
εύθείας 1Δ καί ΙΑ. Άρα ή τρίτη κορυφή του Κ θά εύρίσκεται Απί 
εύθείας βιερχομίνης διά τοΟ κοινού σημείου I τών δύο πρώτων. 

Διά πάσαν, κατά συνίπειαν τών άνωτίρω, θέσιν τών σημείων 
τομής τήν μεταβλητής περιφέρειας μετά τών πλευρών τών γωνιών 
ΙΑΗ καί ΙΔΗ, τά σημεΐον τομής Κ τών ΒΓ καί ΕΖ θά εύρίσκεται 
ίπί τής ΙΗ. Ήτοι τά τρία σημεία τομής τών άπίναντι πλευρών 
ίξαγώνου ίγγεγραμμίνου εις περιφέρειαν εύρίσκονται έπ’ εύθείας 
γραμμής. 

11171. ΕΙύιχαϊ περιπτώσεις. Μία ή περισσότεροι πλευραί ΤοΟ Αγ- 
γεγραμμίνου ίξαγώνου δύνανται νά περιορισθούν είς σημεΐον. 
Εις τήν περίπτωσιν αύτήν, θεωροΟμεν τήν Αφαπτομίνην τής περι¬ 
φέρειας είς τήν άντίστοιχον κορυφήν καί λαμβάνομεν νέα θεωρή¬ 
ματα. Άργότερον θά Αξετάσωμεν έκ τούτων τά σχετιζόμενα πρός 
τό έγγεγραμμίνον τετράπλευρον. Ιδού τό σχετικόν πρός τρίγωνον. 



θεώρημα. Τά σημεία τομή; Λ, Μ, Ν τών πλευρών έγγεγραμιιένου 
τριγώνου ΔΕΖ μετά τών έφαπτομενων τής περκρερείας είς τάς άπίναντι 
κορυφάς, κείνται έπ’ εύθείας γραμμής. Τό Αναλλακτόν πρός αΰτό 
θεώρημα είναι τό έπόμενον ; 

θεώρημα. Αί-τρεις εύθείαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, αί συνδέουσαι τάς κορυ¬ 
φάς ενός περιγεγραμμένου τριγώνου μετά τών σημείων έπαφής τών άπέ- 
ναντι πλευρών, τέμΑοντσι εις τό αΰτό σημεϊον Ρ. 
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Τό σημεϊον Ρ είναι ό πόλος της ΜΝ, καί, άντιστρ'όφως, ή εύ- 
βεϊα ΛΜΝ ή πολική τοΟ σημαίαν ιοΰ Οβν$οηη£ Ρ τοΰ τριγώνου ΑΒΓ 

1117·. Σημοΐωοτς. Τό θεώρημα τοΰ ίξαγράμμον τον ΡακαΙ άπο- 
δεικνύεται κατά πολλούς τροπους· βλέπε σχετικώς είς Ν. Α., 1903, 
ο. 56 η· 10, θρθρον τοΰ . 

Ή πολύ άπλή άπόδειξις τήν όποιαν ΐδώοαμεν Ανωτέρω όφεί- 
λεται είς τόν Ρειτοά (/ ομγ τιαΐ άβ Κ«ί6β*·ί, 1902, ο. 41). 


θοώρημα 319—V 


1118. 1). Αϊ αποστάσεις από τών πλευρών γωνίας δύο τυχόντων ση¬ 
μείων έπΐ δύο ευθειών Ισογωνίων πρός τάς πλευράς τής γωνίας, είναι 
άντιστρόφως Ανάλογοι. 

2) ΟΙ πόβες των τεσσάρων καθέτων, ιών Αγόμενων έκ ιών σημείων 
αυτών έπί τάς πλευράς τής γωνίας, είναι σημεία τής αυτής περιφέρειας. 

3) Ή ευθεία ή συνβέουσα τούς πόδας τών έκ τού ενός σημείου κα¬ 
θέτων τούτων είναι κάθετος έπΐ τήν έτέραν Ισογώνιον. 


Όνομάζονται Ισογώνιοι εύθεϊαι, 
πρός τάς πλευράς γωνίας ΔΑΕ, δύο 
εύθεϊαι ΑΜ, ΑΝ διά τής κορυφής 
τής γωνίας άγόμεναι καί συμμετρι¬ 
κοί πρός τήν διχοτόμον αίιτής. 

1) Έστω Μ' τό συμμετρικόν τοΟ 
Μ πρός τήν διχοτόμον τής γωνίας 
Α- θά Εχωμεν προφανώς 

Μ'Δ'_ - ΜΔ __ ΝΗ 

ΜΈ _ Νθ η ΜΕ ~ΤΠ5" 

_ΑΔ^ _ _ΑΕ' ΑΔ _ ΑΕ 
' ΑΗ ~ Αθ' η ΑΗ “ Αθ ’ 

Α1 εύθεϊαι ΔΕ, ΘΗ είναι άντι- 
παράλληλοι, τό τετράπλευρου άρα 
ΔΕΗΔ έγγράψιμον. Τό κέντρον τής 
περιγεγραμμένης περιφερείας είναι 
τό μέσον τής ΜΝ. 

3) Επειδή τό τετράπλευρον 
ΑΘΝΗ είναι έγγράψιμον, γωνία 
ΝΘΗ = ΝΑΗ = ΘΑΜ- άλλά ή Αθ 
εΤναι κάθετος έπΐ τήν ΘΝ, 4ρα και 
ή ΑΜ θά εΤναι κάθετος έπΐ τήν ΘΗ. 
"Ομοίως, ή ΔΕ είναι κάθετος έπί 
τήν ΑΝ. 


Α 



1118 α. θεώρημα Αντίστροφον. ’Εάν , 

ΜΕ Νπ 

καί Ν Ανήκουν είς ευθείας Ισογωνίους. 


τά σημεία Μ 


θεώρημα 320 

1119. Είς πάν τρίγωνον, τό σημεϊον τομής τών καθέτων είς τά μέσα 
τών πλευρών, τό σημεϊον τομής τών διαμέσων καί τό σημεϊον τομής τών 
ΰψών εΰρίσκονται έπί τής αυτής ευθείας. 
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Ή άπόστασις τών δύο τελευταίων σημείων είναι διπλάσιά τής 
άποστάσεως τών δύο πρώτων. (Ευΐετ, .1765). 

"Εστω Η τό όρθόκεντρον καί Μ τό κοι¬ 
νόν σημεϊον τών διαμέσων. 

"Ας προεκτείνωμεν τήν ΗΜ κατά μήκος 
ΜΟ Τσον πρός τό ήμισυ τοΟ ΗΜ καί δς συν- 
δέσωμεν τό σημεϊον Ο μετά τών μέσων Ζ 
καί θ. Αρκεί νά δειχθή βτι αί εύθεΐαι ΟΖ, 
Οθ είναι κάθετοι έπϊ τάς ΓΒ καί ΓΑ, άντι- 
στοίχως. 

2 

Α1 διάμεσοι τέμνονται εις τά -γ τοΟ μή¬ 
κους των- Επομένως ΜΒ = 2.ΜΘ, καί έπειδή 
ΜΗ έλήφθη Ισον ποός 2.ΜΟ, τά τρίγωνα 
ΒΜΗ, ΘΜΟ είναι όμοια, ώς Ιχοντα μίαν 
ίχ· βιι. γωνίαν ϊσην περιεχομένην μεταξύ άναλόγων 

πλευρών. 

Εΐνάι, δρσ, ή ΘΟ παράλληλος πρός τήν ΒΗ καί κάθετος έπο¬ 
μένως έπί τήν ΑΓ. 

"Ομοίως, ή ΖΟ είναι κάθετος έπί τήν ΒΓ καί τά σημεϊον Ο 
κοινόν σημεϊον τών μεσοκαθέτων έπί τάς πλευράς τοΟ τρι¬ 
γώνου. "Ητοι τά σημεία Η, Μ, Ο εύρίσκονται έπ’ εύθείας καί 
ΜΗ = 2.ΜΟ. 

1120. Παρατηρήσεις. 1) Τό πρώτον μέρος τοϋ θεωρήματος δύνα- 
ται νά διατυπωθή ώς έξής : Εις πάν τρίγωνον, τό χέντρον τής περι- 
γεγραμμένης περιφέρειας, τό κέντρον βάρους καί τό όρθόκεντρον εδρί- 
σχονται έπ* ευθείας γραμμής. 

2) Τό χέντρον τοΰ κύκλου τών έννέα αημείων σχηματίζει μετά τών 
Ο, Μ, Η αρμονικήν τετράδα | βλ. έπομ. § 1262, 2)]. Ή παρατήρησις 
αϋτη άνήκει εις τόν δείιηοη (Οέοτηέ(ι·ίβ αηαίμίίφκβ, σ. 109). 

3) Ή άπάστασις μιας κορυφής άπό τοΰ όρθοχέντρου είναι διπλάσιά 
τής άποστάσεως τοϋ κέντρου τής περιγεγραμμένης περιφερείας άπό τής 
απέναντι πλευράς. 

Πράγματι, ΒΗ = 2. ΘΟ, άφοΰ ΒΜ = 2. ΘΜ. 

1120 α. Σημείωσις. Τό θεώρημα τοΟτο όφείλεται εις τόν Ειιΐβτ 
(1765, Μέιηοίτΐ» άβ 8αίη1 - Ρέ<ύηί>οΐίΓ$). Ή εύθεϊα, ή ένοΟσα τό 
όρθόκεντρον μετά τοΟ κέντρου τής περιγεγραμμένης περιφερείας, 
ώνομάσθη ενόεϊα τοϋ ΕιιΙβτ'. (Βλ, ΒεΚζετ, ΡΙαηχηιέΙήο, § 12, η° 8). 
Ή ευθεία αϋτη διέρχεται διά τοΟ κέντρου βάρους τοΟ τριγώνου 
καί τοΟ κέντρου τοΟ κύκλου τών έννέα σημείων (§ 719). 

Το θεώρημα τον ΒοιιΙίη (§ 1242, ο), άποδεικνύει μίαν ένδιαφέ- 
ρουσαν Ιδιότητα τής ευθείας τοΰ Επίετ. 

Ενδιαφέρον έπίσης είναι καί Εν άρθρον τοΰ Τετηιιειη έπί τών 
γραμμικών σχέσεων μεταξύ ώρισμένων σημείων τοΟ τριγώνου. 
(Ν. Α., 1842, σ. 79). 

Εις τό ΐοΗνηαΙ ά. ΜαΙΙι. έΐέπχ. βΙ ερέείαΐεε (1879 καί 1880). 
ύπάρχει πληρεστάτη σπουδή τοΟ τριγώνου Οπό τοΟ ^ιηοβ Βοοίΐι, 
μέλους τής Βασιλικής Εταιρείας τοΟ Λονδίνου (ΐ 1878). 

θεώρημα 321 

1121. Εις πάν τρίγωνον τό χέντρον τής έγγεγραμμένης περιφερείας, τό 
σημεϊον τομής τών διαμέσων καί τό χέντρον τής περιφερείας τής έγγε- 
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γραμμένης είς ιό μέβον τρίγωνον, εύρίσχονται έπϊ ευθείας γραμμής* ή 
Μ απόστασις τών δύο πρώτων σημείων είναι διπλάσιά τής όποστάσεως 
τών δύο τελευταίων. (Βλ. ΙηΙΐ'οάιΐίΙίοη ά Ια Οέοτ ηέΐήί ειψέηβΜΓε, 
Οπό Ηουβεί, σ. 123). 


Έστω Μ τό κέντρον τής έγγεγραμμένης περιφερείας είς τό 
τρίγωνον ΑΒΓ καί Ν τό κέντρον τής είς 
τό τρίγωνον ΔΕΖ έγγεγραμμίνης. 

ΑΙ διχοτόμοι ΑΜ, ΕΝ τών Αντικειμέ¬ 
νων γωνιών Α καί Ε τοΟ παραλληλογράμ¬ 
μου ΑΔΕΖ είναι παράλληλοι πρός άλλή- 
λας· τό αΰτό συμβαίνει καί διά τάς ΒΜ 
καί ΖΝ. Τά 64 τρίγωνα ΑΜΒ, ΖΝΕ είναι 
όμοια, άφοΟ ή γωνία ΒΑΜ είναι τό ήμισυ 
της Α καί ή ΝΕΖ τό ήμισυ τής Ε, Τσης 
πρός τήν Α· έπίσης, γων. ΝΖΕ = ΜΒΑ. 

Άλλ’ είναι ΕΖ = -4^- · 


άρα 


ΕΝ : 


ΑΜ 



Έστω τώρα θ τό κοινόν οημεΐον τής διαμέσου ΑΕ καί 
εύθείας ΜΝ, 

Έκ τών όμοίων τριγώνων ΑΜΘ καί ΕΝΘ λαμβάνομεν 
οχέσεις 

Εθ _ _ΝΘ_ _ ΕΝ 1 
Αθ ~ Μθ — ΛΜ' — 2 ’ 


τής 

τάς 


αϊτινες δεικνύουν δτι τό σημεϊον θ είναι τό σημεΐον τομής τών 
διαμέσων καί ότι Μθ = 2.ΘΝ. 

1122. θεώρημα. Είς παν τρίγωνον, τό κέντρον τής έγγεγραμμένης 
περιφερείας, τό κέντρον βάρους τής έπιφανείας τοΟ τριγώνου καί τό 
κέντρον βάρους τής περιμέτρου αύτοϋ, είναι τρία σημεία έπ* ευθείας 
γραμμής κείμενα. *Η δέ όπόστασις τών δύο πρωτων σημείων είναι δι· 
πλασία τής αποστάσιως τών δύο τελευταίων. 

Πρόκειται περί άλλης ίκφωνήσεως τοΟ προηγουμένου Θεωρήμα¬ 
τος* έπειβή τό σημεϊον τομής τών διαμέσων εΤναι τό κέντρον βά¬ 
ρους τής έπιφανείας τοΟ τριγώνου, τό δέ σημεϊον τομής τών δι¬ 
χοτόμων τοΟ μέσου τριγώνου κέντρον βάρους τής περιμέτρου τοΟ 
άρχικοΟ τριγώνου. 

1123. Σημβίωαις. 1) Τό Θεώρημα τοΟτο ($ 1121), μολονότι παρε- 
λήφθη έκ τοΟ Ιργου τοΟ Ηουεε], χρονολογείται τουλάχιστον άπό 
τοΟ 1842 καί είναι πολύ πιθανόν νά άνήκη είς τόν Τετςαεπι· έπειβή 
άναφέρεται είς ϊν άξιοσημείωτον άρθρον τοΟ συγγραφέας αύτοΟ 
(Ν. Α.. 1849, τόμος I, σ. 79, η» 2* έπίσης Ν. Λ„ 1860, σ. 354). Πράγ¬ 
ματι είναι τό θεώρημα I τοΟ Νε£β1. 

2) Τό σημεϊον Μ, κέντρον τής έγγεγραμμένης είς τό ΑΒΓ πε- 
ριφερείας, είναι τό σημεϊον τοΟ. Τί»κ«1 τοΟ μέσου τριγώνου ΔΕΖ 
(βλ. έπμ. § 1142 α). Τό σημεϊον Ο, κέντρον τής περιγενραμμένης 
περιφέρειας ε(ς τό ΑΒΓ, είναι τό όρθόκεντρον τοΟ ΔΕΖ* δσον 
άφορά τό σημεϊον θ, τοΟτο είναι τό κοινόν κέντρον βάρους τών 
δύο τριγώνων καί κέντρον όμοιοθεσίας αύτών. 


488 


3) Ή εύθεϊα ΜΘΝ <οχ. 672). ή συνδέουβα τά κέντρα τών έγ- 
γεγραμμένων περιφερειών είς τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ, θά ήδίι- 
νατο νά όνομασθή ευθεία του Ηοιιεβΐ, ώς έκ τής άναλογίας της 
πρός Τήν εύθείαν τοΟ ΚιιΙογ (§ 1120). 

Τό κέντρον τής έγγεγραμμένης περιφέρειας είς τό μέσον τρί¬ 
γωνον είναι ίπίσης καί ριζικόν κέντρον τών τριών παρεγγεγραμ- 
μένων περιφερειών είς τό τρίγωνον ΑΒΓ (ΒιιΙΙεΙίη άε ΜαΐΜτηαΙί- 
ηι*β$, τών ΟέεβΓίΙ καί ΜϊοΗεΙ, 1902- 1903, σ. 261). 


θεώρημα 321—1 


1123 α. Είς τρίγωνον διά τό όποιον ή .πλευρά α, ή ΒΓ, είναι ή μέση 
τών πλευρών β καί γ (Ισοΰται δηλ. πρός τό ήμιάθροισμα αυτών) : 


1) Ή άκτίς τής εγγεγραμμένης περιφέρειας είναι τό τρίτον τοΰ ύφους 
7πί τήν μέαην πλευράν α. 

2) Τό κέντρον τής έγγεγραμμένης περιφέρειας, τό κέντρον βάρους τον 
τριγώνου, τό οημεϊον τον Να$(1 αυτοί καί τό κέντρον βάρους τής περιμέ¬ 
τρου τον τριγώνου, ενρίσκονται έπ' ευθείας γραμμής, παραλλήλου πρός τήν 
μέοην πλευράν. 

3) Ή ευθεία ΑΙ α διαιρείται είς δύο ίσα μέρη υπό τής μέθης πλευράς. 
(Ι„ είναι τό κέντρον τής πορεγγεγραμμένης είς τήν γωνίαν Α πε¬ 
ριφέρειας). 

4) Ή άπτίς ρ α είναι ίοη προς υ α ■ 

5) Ή έκ τοΰ κέντρον Ο τής περιγεγραμ^ιένης περιφέρειας κάθετος άπό- 
οταοις δπό τής μέθης πλευράς είναι Ιση πρός Κ — ρ. 

6) Τό άθροισμα τών άποοιάσεων τοΰ Ο άπό των β καί γ Ισον τα* 
πρός 2 ρ. 

7) Τό τμήμα τής διχοτόμου τής γωνίας Α, άπό τοΰ Α μέχρι τής περι- 
γεγραμμένης περιφέρειας, διαιρείται υπό τον κέντρον I τής έγγεγραμμένης 
περιφέρειας εις δύο Γοα μέρη. 

8) Τό κέντρον I καί τό κέντρον τής περί φερεέας τοΰ Εΐιϊβν ενρίσκον ται 
έπ' ευθείας καθέτου έπί τήν μέαην πλευράν. 

9) Ή κοινή έφοπτομένη τής εγγεγραμμένης π.ριφερείας καί τής τοΰ 
ΕηΙΐΤ είναι παράλληλος πρός τήν μέαην πλευράν. 

10) Μεταξύ τών α, Κ, Ρ υπάρχει ή οχέαις : α* = 4 (2 Κ. — ρ) ρ· 
(ΙοτινηαΙ άε Μ . Ε. τοΟ ί.οηαοδαηιρΒ, 1894, σ. 193* Ι)γοζ - Ρατον. Επί¬ 
σης, ΒιιΙΙβΙίη άε Μ. Ε. του Οίί. ΜΐοδεΙ, 1910, σ. 197, η° 2611· Ρε- 

ΚΟΓίίΓ). 



θεώρημα 322 

1124. 'Εάν ίχάατη τών πλευρών 
μεταβλητού παραλληλογράμμου διέρ¬ 
χεται καί δι’ ένός σταθερού σημείου 
δοθείσης ευθείας γραμμής, τότε καί 
αί διαγώνιοι αυτού θά βιέρχωνται διά 
δύο σταθερών σημείων τής Ιδίας 
ευθείας. 

(ΝοιτνεΙΙε εοιτεεροηάατια ιηαΐΜ- 
ιηαΐίςηε τοΰ ΟαίαΙαη, 1877, σ. 146). 


ΜΕ _ _ΜΑ_ _ 7ΛΘ 
ΙΛΖ ~ ΜΓ — ΜΗ 


Εχομεν: 
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Λαμβάνεται, έπομένως, τό σημεΐον Μ διά διαιρέσεως τοΟ τμή¬ 
ματος ΘΕ είς μέρη άνάλογα ιών σταθερών μηκών ΘΗ καί ΕΖ. 
Είναι άρα τοΟτο σταθερόν σημεΐον, ώς καί τό Ν. 


θίώρημα 323 


1126. Τρίγωνον ΑΒΓ μεταβάλλεται είς τρόπον, ώστε νά παραμενη 
όμοιον έαυτφ, μία κορυφή του Α νά είναι σταθερόν σημεΐον ένφ μία 
άλλη κορυφή Β νά διαγραφή δοθεΐσαν εύδεΐαν ν. Νά δειχδή ότι ή 
τρίτη κορυφή του Γ διαγράφει έπίσης εϋθεϊαν. ' ' ' 


1η Άπόδβιξκ. θεωρήσωμεν τό τρίγωνον 
καθ’ ήν ή πλευρά ΑΒ είναι κάθετος 
έπί τήν εϋθεϊαν γ. Έάν διά τοΰ ση¬ 
μείου Γ φέρωμεν εϋθεϊαν ζχ κάθετον 
έπί τήν θέσιν τής ΑΓ, αϋτη θά είναι ό 
τόπος τής κορυφής Γ. 

"Ας θεωρήσωμεν, πράγματι, μίαν τυ· 
χοϋσαν θέσιν ΑΒ' τής πλευράς ΑΒ καί 
άς σχηματίσωμεν τήν γωνίαν ΒΆΓ' 
ίρην πρός τήν ΒΑΓ. Τό νέον τρίγωνον 
ΒΑΓ' είναι δμοιον πρός τό ΑΒΓ’ 
έπειδή τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΒΒ', 
ΑΓΓ'. ώς ίχοντά Τσην μίαν όξεΐαν γω¬ 
νίαν, τήν ΒΑΒ'=ΓΑΓ', είναι Ισογώνια 
καί έπομένως 


εις τήν ειδικήν θέσιν, 



ΑΒ _ ΑιΒ; 
ΑΓ ~ ΑΓ' ' 


τά 6έ τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΒ'Γ' είναι έπίσης δμοια, ώς έχοντα μίαν 
γωνίαν ίσην καί τάς περιεχοϋσας αύτήν πλευράς άναλόγους. 
Έάν λοιπόν κατασκευάσωμεν άπ' εύθείας έν τρίγωνον ΑΒΤ' 
δμοιον πρός τόν ΑΒΓ καί ϊχον τήν κορυφήν Β' έπί τής ν, ή 
κορυφή του Γ' άναγκαίως θά εύρίσκεται έπί τής ιχ.λ 


ΑΒ 

Έ- 


>α ΆηόΛιιξ κ. Ό άκόλουθος τρόπος άποδείξεως δύναται νά 
χρησιμοποιηθώ έπωφελώς διά πάν 
σχήμα μεταβαλλόμενον είς τρόπον, 
ώστε νά παραμένη δμοιον έαυτφ, 
μία του κορυφή νά είναι σταθερόν 
σημεΐον, ένω μία άλλη νά διατγράφη 
τυχοϋσαν δόθεϊσαν γραμμήν. 

Έπί τής προεκτάσεως ττϊς 
λαμβάνομεν χμίή^σ^ ΒΓ,=^ΒΓ. 

πειδή ό λόγος είναι 

σταθερός, ό τόπος τοΟ σημείου Γ, 
είναι εϋθεϊα ιι,ζ,, παράλληλος πρός 
τήν χγ (§ 63). Έάν λοιπόν μεταφέ- 
ρωμεν (έπί τών τόξων τοϋ σχήμα¬ 
τος), τό σημεΐον Γ, εις Γ, τό Γ,' είς Γ' κλπ., σχηματίζοντες γω¬ 
νίας ΓΒΓ, = Γ'ΒΤ,' = ... 180· — ΑΒΓ = σταθ., τά σημεία τής ευ¬ 
θείας α,ζ, λαμβάνουν θέσεις έπι τής εύθείας υζ καί ή όποια, κατά 





490 


συνέπειαν, θά είναι ά τόπος τής τρίτης κορυφής Γ τοΟ μεταβλη¬ 
τού. τριγώνου (*·). 

θεώρημα 324 

112Θ. 'Εάν ή ήμιπεριφέρεια, ή μέ διάμετρον τήν πλαγίαν πλευράν 
ένΟς Ορθογωνίου τραπεζίου, τέμνη τήν άπέναντι πλευράν, Εκαστον των 
σημείων τομής διαιρεί τήν πλευράν αυτήν είς τμήματα των Οποίων τό 
γινόμενον είναι Ισον πρός τό γινόμενον ιών βάσεων το· 7 τραπεζίου. 

(Μί&οΛοι, § 24). 

Θεώρημα 324—1 

1127. Δύο κάθετοι ΑΒ, ΓΔ Επί τήν εθθεΐαν ΒΓ (Σχ. 8) εύρίσκονται 
Εκατέρωθεν αυτής, ή δέ περιφέρεια μέ διάμετρον ΑΔ τέμνει τήν εν- 
θεΐαν ΒΓ είς σημεία Μ καί Ν. Δείξατε Οτι τά γινόμενα τών τμημάτων 
ΜΒ, ΜΓ καί ΝΒ, ΝΓ είναι ίσα πρός τό γινόμενον τών καθέτων τμη¬ 
μάτων ΑΒ καί ΓΔ. 

(Λ/Εθοόοι, § 24, Παρ/σις 4). 

Θεώρημα 324—II 

1128. Ή άπόστασις τυχόντος σημείου ήμιπεριφερείας άπό τού ση¬ 
μείου Επαφής σταθερός Εφαπτομένης είναι μέση άνάλογος τής διαμέ¬ 
τρου καί τής άποστάσεως τού θεωρουμένον σημείου άπό τής σταθερός 
Εφαπτομένης. 

Πρέπει νά άποδειχθή δτι (Σν. 676): α’ = 2 ρ . ε. 

Φέρομε ν τήν διάμετρον ΜΟΘ καί τήν χορδήν Αθ. Τά Ορθο¬ 
γώνια τρίγωνα ΑΕΜ, ΘΑΜ είναι δμοια, έπειδή ή γωνία θ είναι 
Ιοη πρός τήν ΜΑΕ. Επομένως 



ϊ*. ο'ϋ. Στ. ετλ 

"Α11η άπόίειξίί (Σχ. 677). Φέρομεν τήν κάθετον ΜΗ έπΐ τήν 
διάμετρον ΑΒ. θά (χωμεν 

ΜΑ* = α* = ΑΗ . ΑΒ = 2 ρ . ε. 

α’ 

Παρατηρήοικ. 1) Έχ τής ανωτέρω αχέοεως ί.κται ε = — · 


56. £ η μ. μετ. Βλ. § 1349. 
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2) Τό προηγούμενον θεώρημα δύναται νά θεωρηθή ειδική περί- 
τιτωσις του έπομένου γνωστού : 

Τό γινόμενόν όνο πλενρώ 1 τριγώνου Ιοοΰται προς τό γινόμενον τον Ιπΐ 
τήν ιρίτην πλευράν ύψους επί την ίιάμετρον τής περιγεγραμμΐνης περιφέρειας. 

Πράγματι, Οταν αΐ δύο κορυφαί τής βάσεως τριγώνου συμπέ¬ 
σουν είς Ιν σημεΐον, ή πλευρά αΟτη καθίσταται έφαπτομένη τής 
περιγεγραμμένης περιφερείας. ΑΙ δύο άλλαι πλευρά! καθίστανται 
Τσάι πρός τήν χορδήν τήν συνδέουσαν τήν τρίτην κορυφήν πρός 
τό σημεΐον έπαφης, τό δέ ύψος γίνεται ή κάθετος έκ τής έν λόγω 
κορυφής έπί τήν έψαπτομένην. "Αρα... 

3) Τό θεώρημα τοΟτο δέν είναι παρά είδική περίπτωσις τοΟ 
θεωρήματος τοΰ Παππού, τοΰ οχεΤΙκσΟ πρός τό έγγεγραμμένον τε· 
τράπλευρον (§ 1214). Είναι βμιος προτιμότερον νά τό παρουσιά- 
σωμεν άπ' ευθείας, έπειδή όδηγεϊ Οχι μόνον είς νέαν άπόδειζιν 
τοΟ θεωρήματος έπί τοΟ τετραπλεύρου άλλά καί είς διαφόρους 
άλλας ένβιαφερούσας έπεκτάσεις (§§ Π76, 1178, 1179, 1222, 1224). 


θεώρημα 325 


1129. Ή άπόατασις τυχόντος σημείου περιφερείας άπό δοθείσης χορ¬ 
δής αυτής είναι μέση ανάλογος τών αποστάσεων τοΰ σημείου άπό των 
έφαπτομένων είς τά άκρα τής χορδής· 


(ΜΗτΛοι, § 25). 

ΆΙΛη άπύίειξ,ς. "Ας είναι ΜΑ = σ, ΜΒ = β, ΜΔ = δ, ΜΕ = ε, 
ΜΖ = ζ. 

θά έχωμεν 2ρ,δ = αβ 
α'β» 


δ> — 

4 ρ* 

Άλλ' είναι α* = 2ρ.ε 
α’ 


(§ Π?θ) 


Επίσης 


ζ = 


2ρ 


&ρα 


δ* = 


2 Ρ 2ρ 


= ε.ζ. 



Όμοιότης καί ΌμοιοΦεσΙα 

1130. Όρεαμοί. Δύο πολύγωνα είναι Ομοια έάν έχουν τάς γω¬ 
νίας άντιστοίχως Τσας καί τάς Ομολόγους πλευράς άναλόγους. 
Τά πολύγωνα ταΟτα άναλύονται είς τρίγωνα Ομοια καί όμοιος 
κείμενα. 

Δύο καμπύλα σχήματα είναι Ομοια έάν δύνανται νά θεωρη- 
θοΟν ώς Ορια όμοιων πολυγώνων. 

Εις μέγα πλήθος περιπτώσεων, δέν είναι άναγκαία ή άνάλυ- 
σις είς τρίγωνα πρός διαπίστωσιν τής όμοιότητος δύο σχημάτων. 
"Αρκεί ή χρησιμοποίησες τών έπομένων παρατηρήσεων καί συλλο¬ 
γισμών και τών συνεπειών αύτών (§§ 1131 καί 1133). 
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Όμοιόθετα οχήματα Ονομάζονται τά βμοια καί Ομοίως κείμενα 
οχήματο. 

Σημείωσες. Ή σπουδή τών όμοίων σχημάτων Οφείλεται είς τόν 
θολήν. Ή θεώρησις τών σχημάτων, τών βχι μόνον δμοίων Αλλά κοί 
όμοίως χειμένων, Εγινε όπό τοΟ ΡοηεβΙεΙ τό 1822 (ΤναχΙέ άεε ρνορυίέ- 
Ιέβ ·ρνο]βύΗνβε άαβ /’ίςιιηε, Ιοιηε I, εΗαρ. III). Ό βρος, τέλος, 
όμοιόθετα οχήματα ίδόθη όπό τοΟ Οδεβίεβ τό 1827 (Αη. ά. Οβταοηηβ, 
ίοπιβ XVIII, σ. 280). 

1131. Κυρία μέθοδος. 1) Μιιά τόν χαθορχαμόν τών Αναγκαίων καί 
Ικανών συνθηκών διά την Ισότητα τών οχημάτων, διαιηροΰμεν τήν Ισότητα 
τών γωνιών καί άντικαθιατώμεν την Ισότητα Αντιστοίχων γραμμών διά λό¬ 
γων Ισων. 

Παράδειγμα. Δύο παραλληλόγραμμα είναι Ισα 4άν Εχουν μίαν 
γωνίαν Ισην περιεχομένην μεταξύ Ισων πλευρών. Επομένως, δυο 
παραλληλόγραμμα είναι Ομοια έάν Εχουν μίαν γωνίαν περιεχομένην 
μεταξύ άναλόγων πλευρών. 

2) Τα δεδομένα, άτινα έπιτρέπουν τήν χατασκενήν Ινός σχήματος χαϊ 
μόνον Ινός, ύδηγοΰν είς κερίπτωοιν Ιοάτητος χαί κατά συνέπειαν είς περί- 
πτωοιν όμοιότητος. 

Παράδειγμα. Μέ βάσιν δοθεϊσαν, ϋψος έπ’ αύτήν δοθέν καί Απέ¬ 
ναντι αυτής γωνίαν, δοθεϊσαν, δέν δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν 
παρά μόνον έν τρίγωνον· 4ρα, δύο τρίγωνα είναι Ισα έάν Εχουν 
μίαν γωνίαν Ισην, καί Απέναντι πλευράν καί έπ’ αύτής Οψος Ισα. 

Κατ’ Ακολουθίαν: 

Δύο τρίγωνα είναι δμοια έάν Ιχουν μίαν γωνίαν Ισην, βάσεις δε χαί ύψη 
Ιχ' αύτάς Ανάλογα. 

1132. Παρατήρησις. “Εάν τά δεδομένα είναι τοιαντα, ώστε νά Ανή¬ 
κουν είς πολλά σχήματα, διάφορα Αλλήλων χατά μορφήν καί μέγεθος, δέν 
δυνάμεθα νά Αποφανθώμεν έπί τής Ιοάτητος δύο σχημάτων έχόνχων τά αυτά 
(ώς Ανω) δεδομένα, οΰδ'ε έπί τής όμοιότητος τών σχημάτων δτινα δίνονται 
νά κροχύχμονν Ιχ ιών πρώτων. 

Οϋτω λ. χ. είς δοθεϊσαν περιφέρειαν άκτϊνος ρ ύπάρχουν δύο 
τρίγωνα Εγγεγραμμένα, Ισοσκελή καί ίχοντα δεδομένον ΐό άθροι¬ 
σμα βάσεως καί ϋψους (§ 214). Δέν δυνάμεθα, Επομένως, νΑ ίσχυ- 
ρισθώμεν Οτι δύο Ισοσκελή τρίγωνα' είναι Ισα έάν είναι Εγγε¬ 
γραμμένα είς Ισας περιφερείας καί Εχουν τό αύτό Αθροισμα βά- 
σεως καί ύψους άντιστοίχως. Άνάλογον έπιψύλαξιν θά πρέπει νά 
Εχωμεν καί διά τήν Ομοιότητα αύτών. 

Μία έπί τοΟ προκειμένου άληθής πρότασις είναι λ. χ. ή Επομένη: 

■ ΕΙς δύο περιφέρειας Αχτίνων ρ καί ρ’ έγγράφομεν δύο Ιοοακελή τρίγωνα, 
Ιχοντα λ καί λ' ώς Αντίστοιχα Αθροίσματα τής βάαεως καί ύψους αύτών. 
Οντω λαμβάνομεν δύο τρίγωνα Τ χαΐ Σ είς τόν κύκλον (ρ) καί δύο Αλλα 
Τ’ καί Σ' είς τόν κύκλον (§'). Τά τρίγωνα Τ, Τ’ είναι δμοια μεταξύ των, 
ώς καί τά Σ καί Σ', έάν νφίοταται ή αχέαις : 

Ρ’ λ ’ 

1133. Συνέετειαε. 1) Πάντα τά σχήματα ένος δοθέντος είδους είναι 
δμοια Ιάν τό σχήμα Αρίζεται ίξ ένος μόνον μήχσυς. 
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ΠαράΑιιγμα. Τά τετράγωνα είναι όμοια σχήματα. Τό αότό 
Ισχύει καί διά τά Ισόπλευρα τρίγωνα, τά κανονικά πολύγωνα Ενός 
ώρισμένου πλήθους πλευρών, τάς παραβολάς, τάς άρχιμηδείους 
Κλίκας, τάς κυκλοβιδεΐς. 

2) Έχ τών οχημάτων ένός δοόεντος είδους, ιών όριζομενων έκ όνο μη¬ 
κών, δύο τυχόντα Ιξ αυτών είναι όμοια έάν τά όνο ταϋτα μήκη είς τό ΐν 
όχημα είναι εν&έως Ανάλογα ιών άντιοτοίχων |Ι( τό δεύτερον σχήμα. 

Παράδειγμα. Δύο όρθογώνια είναι όμοια έάν αΐ βάσεις των είναι 
άνάλογοι τών υψών. 

Δύο Ελλείψεις είναι δμοιαι έάν οΐ άξονες τής μι&ς είναι άνά- 
λογοι τών άξόνων τής άλλης. 

3) Έχ των σχημάτων ΐνός όο&έντος είδους, ιών όριζομενων έχ γωνιών 
χαΐ ώριομένων μηκών, όνο τυχόντα έ( αυτών είναι όμοια Ιάν αί γωνίαι εις 
τό ίν σχήμα είναι ίοαι ιερός ιά( αντιστοίχους γωνίας εις τό άλλο, τά δε 
ομόλογα μήκη Ανάλογα. 

Παράδειγμα. Δύο κυκλικοί τομείς είναι όμοιοι ίάν Εχουν τήν αύ- 
τήν Επίκεντρον γωνίαν. 

Δύο παραλληλόγραμμα είναι όμοια Εάν Εχουν μίαν γωνίαν 
Τσην καί τάς περιεχούσας αύτήν πλευράς άναλόγους, 

4) Τό αυτό ζήτημα όνναται Ινίοτε νά διατνκω&ή κατά όνο διαφόρους 
τρόπους, άναλόγως τής όεωρήοεως μηκών ή γωνιών. 

Παραδείγματα. Δύο ρόμβοι είναι όμοιοι Εάν Εχουν μίαν γωνίαν 
ΐσην, η καί, δύο ρόμβοι είναι όμοιοι έάν αί διαγώνιοι τοΟ Ενός 
είναι άνάλογοι τών διαγωνίων τοΟ άλλου. 

Δύο Ισοσκελή τρίγωνα είναι όμοια έάν Εχουν τήν αύτήν γωνίαν 
είς τήν κορυφήν, ή καί, όταν αί βάσεις είναι άνάλογοι τών υψών 
αυτών. 

1134, άιάφοροι προτάσεις. Ή θεώρησις τών περιπτώσεων (σότη· 
τος δύο σχημάτων ή- τών άναγκαίων δεδομένων διά τήν κατα¬ 
σκευήν Ενός σχήματος, Επιτρέπει τήν μόρφωσιν μεγάλου πλήθους 
προτάσεων. Περιοριζόμεθα νά προσθέσωμεν είς τάς άνωτέρω δο- 
θείσας καί μερικάς άναφερομένας είς τά τραπέζια. 

Δύο τραπέζια εΤναι όμοια όταν Εχουν: 

1) Τάς γωνίας Τσας καί τάς βάσεις άντιστοίχως άναλόγους. 

2) Τάς γωνίας Τσας καί τάς διαμέσους άναλόγους τών ύψών, 

3) Τάς τέσσαρας όμολόγους πλευράς άναλόγους. 

4) Τάς βάσεις καί διαγωνίους άνμλόγους. 

5) Τάς γωνίας Τσας καί τάς διαγωνίους άναλόγους. 

ΕΙς τήν χελευταίαν ταύτην περίπτωσιν, εόρίσκομεν δύο διάφορα 
ζεύγη όμοίων τραπεζίων· Επειδή ύπάρχουν δύο διάφορα τραπέζια 
Εχοντα γωνίας καί διαγώνιους δοθείσας (§ 1132). 

θεώρημα 32Θ 

1136. ΑΙ εύϋεΐαι, αί Ισοι κεχλιμέναι πρός τήν διχοτόμον μκϊς γω¬ 
νίας, όρίζουν τρίγωνα όμοια. 

1) Έάν αί εύθεΐαι είναι παράλληλοι, ή πρότασις είναι φανερά. 

2) Έάν αί εύθεΐαι είναι άντιπαράλληλοι πρός τήν διχοτόμον. 
Εκ τής ίσότητος τών γωνιών ΑΟΔ καί ΒΘΑ Επεται δη τά τρί¬ 
γωνα ΑΟΔ καί ΒΘΑ είναι Ισογώνια καί Β = Δ. Καί τά τρίγωνα, 
άρα, ΑΒΓ καί ΑΔΕ είναι ισογώνια καί όμοια. 
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Δυνάμεθα έπίσης 

Λ 



νά φέρωμεν τήν ΖΘΗ παράλληλον πρός χήν 
Δ Εν έπειδή θά είναι τότε χά τρίγωνα 
ΑΒΓ, ΑΖΗ Ισα καί τά ΑΒΓ, ΑΔΕ δμοια. 

Παρατήρηβις. ΑΙ άντιπαράλληλοι ΒΓ, 
ΔΕ είναι εΰθείαι Ισοκί,ιηΤς πρός τάς πλευ¬ 
ράς τής γωνίας Α (§ έπμ. 2458): 

θεώρημα 326—1 

1135 α. ΕΙ; παν τρίγωνον ΑΒΓ, πάσα πα 
ράλληλος ΔΝΕΖ πρός τήν διάμεσον ΑΜ όρί 
ζει έπί ιών πλευρών τής γωνίας Α τμήματα 
ανάλογα τών πλευρών τούτων. 

Πρέπει νά δείζωμεν δτι 


ΑΔ _ ΑΒ 
"Αΐ' ~ ΑΓ ' 


"Ας φέρωμεν τάς ΑΝ κ«» ΕΗ παραλλήλους πρός τήν βάσιν. Τό 
σημεΐον Ν είναι τό μέσον τής ΔΕ, 
έπειδή ΑΝ = ΘΕ = ΘΗ, καί ή ΘΝ πα- 
α ράλληλος, έπομένως, πρός τήν ΔΗ. 

Ε Αρα ΔΝ - ΘΑ καί ΔΑ = ΑΗ. 

Επειδή δέ ή παράλληλος ΕΗ διαι¬ 
ρεί τάς πλευράς είς μέρη άνάλογα, θά 
Εχωμεν 

ΑΗ ή ΑΔ ΑΒ 



ΑΕ 


ΑΓ 


θεώρημα 327 

1136. ΑΙ εύθεΐαι, αί σννδέουσαι άνά 
δύο τούς πόδας τών ΰήιών τριγώνου, δρί- 
ζουν τρία τρίγωνα όμοια πρός τό αρχικόν. 


"Η ήμιπεριφέρεια, ή γραφομένη έπί τής ΒΓ ώς διρμέτρου, διέρ¬ 
χεται διά τών ποδί·ν Ε, Ζ δυο 


λ 



ύψών· είναι, έπομένως, ή ΕΖ άν- 
τιπαράλληλος πρός τήν ΒΓ καί 
τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΕΖ δμοια. 

Τό αότό Ισχύει καί διά τά 
τρίγωνα ΒΔΖ καί ΓΕΔ. 

Παρατήρηαις.Ύύ τρίγωνον ΔΕΖ 
τών ποδών τών ύψών, είναι τό 
όρφιχόε τρίγωνον τοΟ ΑΒΓ (§§ 292 
ν καί 664 β). 

θεώρημα 327—1 

1137. Τά ύψη τριγώνου είναι 
διχοτόμοι τών γωνιών τον όρΰιχοΰ 
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Τά τετράπλευρα, ώς τό ΓΔΗΕ, εΤναι έγγράψιμα έπειδή 60ο 
άπέναντι γωνίαι αυτών είναι όρθαί. Άρα 

γων. ΑΔΕ = μ, ΑΔΖ = ν. 

Άλλ' είναι μ = ν έπομένως 

γων, ΑΔΕ = ΑΔΖ. 


θιάρημα 327—11 


1138. 'Εάν, βίς τρίγωνον ΑΒΓ, 60ο εύόεΐαι ΒΜ, ΓΝ τέμνωνται έπί 
τοΟ ύψους ΑΔ, τό ύψος τούτο είναι Διχοτόμος τής γωνίας ΗΔΝ (Σχ. 682). 

"Ας φέρωμεν τάς καθέτους έπΐ τήν ΒΓ, ΜΕΖ καί ΝΘΗ. 

Τά τρίγωνα ΟΜΕ, ΟΘΝ είναι Ισογώνια, άψοΟ θ = Μ, ώς 
έντός έκτός έναλλάξ γωνίαι, καί αΐ γωνίαι των είς τό Ο κατά 
κορυφήν. Άρα 

ΜΕ ΟΕ ΔΖ 

ΤΓ^ — ϋΤΓ — "ΔΪΤ ί ; 

(ΔΖ. ΔΗ εΤναι Τσάι πρός τά Οψη τών όμοίων αύτών τριγώνων) 
Αλλά 

ΜΕ ΑΟ Νθ 
7 ΛΤ~ ΑΔ — ΝΗ ’ 


έκ τής όποίας Αναλογίας ίττετΟι: 

ΜΕ _ ΜΖ 
ΤΓ^ - - ΝΗ ' 

’Εκ συγκρίσεως τών (1) καί (2) εύρίσκομεν τήν σχέσιν 
ΔΖ ΜΖ 
ΔΗ —ΓΤΡΓ ’ 


( 2 ) 


καί τά όρθογώνια τρίγωνα ΔΖΜ, ΔΗΝ άποδεικνύονται Ομοια, ώς 




Ιχοντα μίαν γωνίαν Τσην καί τάς πβριεχούσας αύτήν πλευράς 
άναλόγους. Επομένως, γων. ΜΔΖ = ΝΔΗ καί τό Οψος ΑΔ διχο¬ 
τομεί τήν γωνίαν ΜΔΝ. 


’ΑΙΙη άχόδιιξις. Τά σημεία Ρ, Π (Σχ. 6Θ3) διαιροΟν άρμονικώς 
τό τμήμα ΜΝ, ή 6έ γωνία ΡΔΠ είναι όρθή. ΕΤναι, έπομένως, ή 
ΔΠ διχοτόμος τής γωνίας ΜΔΝ. 
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Παρατήρηαι; . Τό θεώρημα 1137 είναι είδική περίπτωσις τοΟ θεω¬ 
ρήματος τούτου. 


θεώρημα 328 


1139. Μέ πλευράς ιός διαμέσους δοθέντος τριγώνου χατασχευάζομεν 

3 

τρίγωνον. Δείξατε ότι α( διάμεσοι τού νέου τριγώνου είναι τά - 7 - ιών 

4 

πλευρών τοΰ αρχικού. 

"Εστω ΑΒΓ τό δοθέν τρίγωνον· α! διάμεσοι αύτοΟ τέμνονται 
2 

είς Ο καί είς τά γ τών μηκών των. 

Λαμβάνοντες ΔΜ = ΔΟ, σχηματίζομεν παραλληλόγραμμον 

2 

ΒΟΓΜ καί τρίγωνον ΟΓΜ, τοΟ όποιου αΐ πλευρσί είναι τά 
τών πλευρών τοΟ ΑΒΓ· έπειδή, 

ΟΜ = -?-ΑΔ, ΟΓ = -|-ΖΓ καί ΓΜ = ΒΟ = -|-ΒΕ. 


Έάν λοιπόν διά τοΟ 



Σ*. 084. 


σημείου Β φέρωμεν τήν Βθ, παράλλ. πρός 
τήν ΑΓ, θά Εχωμεν ΘΓ = ΒΕ, ή 64 ίθ 
θά είναι παράλληλος πρός τήν ΟΜ· έπει- 

δή, αί ΓΟ καί ΓΜ είναι τά γ τών ΓΖ 

καί Γθ. Ή ΟΜ, Επομένως, είναι ίση πρός 

τά γ τής Ζθ καί Ζθ = ΑΔ. 

Είναι, άρα, τό τρίγωνον ΓΖΘ τό ϊχον 
ώς πλευράς τάς διαμέσους τοΟ άρχικοΟ 
ΑΒΓ. Καί έπειδή ή ΔΗ, οδσα τό ημισυ 
τής ΔΓ, είναι καί τό ήμισυ τής' ΔΒ, ϊπβ- 
ται βτι ή διάμεσος ΓΗ τοΟ νέου τριγώνου 
2 

είναι τά γ τής πλευράς ΒΓ. 

Τό ίδιον συμβαίνει καί διά τάς άλλας 
διαμέσους του τριγώνου ΘΓΖ. 


Παρατήρηαΐί. Τά σημεία θ, Δ, Ε εύρίσκονται έπ* εύθείας γραμ¬ 
μής καί ή ΘΛ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΒ. 


θεώρημα 328—1 

1140. Δίδεται τρίγωνον 1. Μέ πλευράς τάς διαμέσους αύτοΟ, σχημα- 
τίζομεν τρίγωνον 2 ' μέ τάς διαμέσους τοΰ τριγώνου 2 σχηματίζομεν τρί¬ 
γωνον 8 χ.ο.χ. Δείξατε βτι τά τρίγωνα περιττής τάξέως, 1, 3, 6 ... είναι 
όμοια πρός άλληλα, ώς καί τά τρίγωνα 2,4,6 ... άρτιας τάξεως. ΕΙς έχά- 

2 

στην δέ όμάδα, αί πλευρά! ένός τριγώνου είναι τά - 5 - ιών πλευρών τοΟ 

Ο 

προηγουμένου αύτοΟ τριγώνου (Ν. Α. 1863, σ. 93 καί 419, σ. 640). 
θεώρημα 328—II 


1140 α. Έπΐ τών πλευρών τυχόντος τριγώνου χατασκευάζομεν Ισό¬ 
πλευρα τρίγωνα, κείμενα πρός τό Εξωτερικόν τοΰ τριγώνου πάντα ή 
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πάντα πρός τό Εσωτερικόν αύταϋ. Δείξατε ότι τά κέντρα τών τριγώνων 
τούτων είναι κορυφαί Ισοπλεύρου τριγώνου. 


ΕΤδομεν (§ 754) δτι : ΑΔ = ΕΒ = ΓΖ. Άφ' έτέρου, 

γων. ΜΓΛ = ΑΓΔ = Γ -|-6 0° 

ΜΓ ΓΛ 1 
και -τι-- = γ- 4 - = · 

ΑΓ ΓΔ Υ3 

Τά τρίγωνα, έπομένως, ΑΔΓ καί 
ΜΛΓ είναι δμσια, ώς Εχοντα μίαν 
γωνίαν Τσην καί τάς περιεχούσας 
αύτήν πλευράς άναλόγους. Τά αύτό 
συμβαίνει καί διά τά τρίγωνα ΑΓΖ, 

Μ ΑΝ καί ΓΖΒ, ΝΒΛ. ι Αρα 

ΜΛ__ ΜΝ _ Ν^__1_ 

ΑΔ ~ ΕΒ “ ΖΙ-Υ3 - 

ή ΜΛ — ΜΝ = ΝΛ, 

άφοΰ ΑΔ=-ΒΕ = ΓΖ. 



ΙΙαρατήρηοις. Τό θεώρημα Εξακολουθεί νά ίσχύη καί διά τήν 
ειδικήν περίιττωσιν, καθ' ήν αί κορυφαί Α, Β, Γ εύρίσκονται Επ' 
εύθείας γραμμής (Σχ. 684 β). 

Κατά ταύτην, τό κέντρον τοΟ 
τριγώνου ΛΜΝ εύρίσκεται έπί τής 
ΒΓ. Επειδή ή τεταγμένη τοΰ ση¬ 
μείου τούτου (ή άπόστασίς της άπό 
τής ΒΓ) είναι μηδέν, άφοΰ είναι 
αϋτη ό μέσος δρος τών τεταγμέ- 
νων ( 4 ’) τών τριών κορυφών Μ, Ν, Λ, 
ή 6έ τεταγμένη τοΟ Λ είναι Τση 
πρός τό άθροισμα τών τεταγμένων 
τών δύο άλλων κορυφών Μ, Ν, άκρι- 
βώς ΰπως καί ή τεταγμένη τοΰ Δ 
είναι άθροισμα τών τεταγμένων τών 
Ε καί Ζ. 

1140β. Σημ*ία>σις· 1) "Οταν τά ση¬ 
μεία Β. Α, Γ εύρίσκωνται έπ' εύ- 
θεΐας γραμμής καί λάβωμεν έπί τών 
μεσοκαθέτων τών ΒΑ, ΑΓ, ΒΓ τμή¬ 
ματα άνάλογα τών τμημάτων τούτων, αί εύθεϊαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ ιαΙ 
άνάλογοι τών τοΟ σχήματος 684 β), τέμνονται ε[ς τό αύτό ση- 
μεϊον Ο. 

Έάν ό λόγος μεταβάλλεται, ό τόπος τών σημείων Ο είναι εύ-' 
θεϊα ΟΡ κάθετος έπί τήν ΒΓ. Έάν δέ θέσωμεν ΒΓ = α, ΑΓ = β. 
ΒΑ — γ θά Εχωμεν 

Β ρ _ αν (° + ν) 

α’ + β' + Υ' 



γ*. β 


καί 


Γ ρ _ «β(α + β) _ 

α ! + Ρ ! + Υ’ ' 


57. ϊημ. μ ε τ. Λαμίανομένων κατ' απόλυτον τιμήν ίαριθμητικήν)* 
Γεωμετρία .ϊ- 
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2) Έάν κατασκευάσωμεν τετράγωνα έπί τών πλευρών τοΟ τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ καί ένώσωμεν άνά ούο τά κέντρα αύτών, λαμβάνομεν 
Τρίγωνον Α'Β'Γ'. Έάν έπαναλάβωμεν τήν Ιδίαν κατασκευήν καί 
έπί τών πλευρών τοΟ Α'Β'Γ' λαμβάνομεν νέον τρίγωνον Α"Β"Γ" 
^.ο.κ. Ή άκολουθία τών τριγώνων Α'Β'Γ', Α"Β"Γ”... Ιχει δριον 
τρίγωνον ισόπλευρον, οΐονδήποτε καί άν είναι τό άρχικόν τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ. (Ε. Οο11Ϊ£ηοη, Α. Ρ. 1891, ΜαγμΠΙο, § 3 *4ηβ άβ ίηαηρίεε, 
σ. σ. 43 · 52). 

θιώρημα 329 

1141. Τά Ορθογώνια τά περιγεγραμμένα εις τετράπλευρον τοΰ 

όποιον αϊ διαγώνιοι τέμνονται χαθέτως, 
, είναι όμοια μεταξύ των. 

' Δύο όρθογώνια είναι όμοια έάν 
κ ό λόγος ούο προσκειμένων πλευρών 
τοΟ ένός είναι ό αύτός πρός τόν 
Γ λόγον δύο προσκειμένων πλευρών 

τοΟ άλλου (§ 1133, 2). 

Έστω ΕΖΘΗ Εν περιγεγραμμέ- 
νον Ορθογώνιον. 

Διά τών σημείων Α καί Δ φέρο- 
μεν παραλλήλους πρός τάς πλευ- 
Η 4 0 ράς. Τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΚΓ, 

Στ. ββί. ΔΙΒ είναι Ομοια, έπειδή α( πλευραί 

των είναι άντιστοίχως κάθετοι. 

.. „ ΑΚ ΑΓ , , 

Αρα “ΔΪ - = ~ΔΒ* = ^Υ°? σταθερός. 



θιώρημα 929—I 

1142. Ό τόπος τών σημείων τομής τών διαγώνιων τών περιγεγραμ- 
μενών Ορθογωνίων (εις τήν προηγουμένην άσκησιν), είναι ή περιφέρεια 
μέ διάμετρον τό τμήμα ΜΝ, τό ένοΟν τά μέαα τών διαγιονίων τοΰ 6ο- 
θέντος τετράπλευρου. 

Πράγματι, τό κοινόν σημεϊον τών διαγώνιων ένός τυχόντος έκ 
τών όρθογωνίων αύτών συμπίπτει πρός τό κοινόν σημεϊον τών 
ένουσών τά μέσα τών άπέναντι πλευρών του καί αϊτινες εύθεΐαι 
διέρχονται, προφανώς, διά τών μέσων Μ, Ν τών διαγώνιων τοΟ 
τετράπλευρου. Ό τόπος, έπομένως, τών σημείων Λ είναι ή περι- 
φέρειά ΜΟΝ. 

θιώρημα 329—11 

1142 α. Έάν Εν τετράπλευρον ΑΒΓΔ, έγγεγραμμένον εις περι¬ 
φέρειαν (01, στρέφεται περί τό κέντρον Ο, αΐ τομαί τών Ομολό¬ 
γων πλευρών, εις δύο τυχούσας θέσεις τοΰ σχήματος, εϊναι κορυ- 
φαί παραλληλογράμμου. (Ε. Ββγεπε ΛΓαΙΛβίά, Ιοπιε IX, 1889, σ. 
149, ζήτ. 624 καί σ. 150, 3). 

θιώρημα 330 


1143. Έάν συνδέσωμεν σημεϊον Ο δι’ ευθειών μετά τών κορυφών 
Α, Β, Γ, Δ ... τυχόντος σχήματος χαί λάβωμβν έπί τών εύθειών αύτών 
σημεία Α', Β', Γ’, Δ'... τοιαΰτα, ώστε : 


ΟΑ _ ΟΒ _ _ΟΓ 
ΟΑ' — ΟΒ' — ΟΓ' 


= σταθερόν, 
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τά πολύγωνα ΑΒΓΔ..., Α'Β'Γ'Δ'... είναι όμοια σχήματα καί δμοίως 
κείμενα ή, Αλλως, δμοιόόετα (§§ 1130, 1144). 

Τά τρίγωνα, ώς τά ΑΟΒ, ΑΌΒ' είναι όμοια, έπειδή Εχουν μίαν 
Γ* Α 



γωνίαν ΐσην 

Άρα 

καί 

Έπίοης, 


περιεχομένην μεταξύ Αναλόγων όμολόγων πλευρών. 

ΑΒ _ ΑΟ _ μ 

Τ^Β' ~ Α Ό ~ "ν ’ 
γων. ΟΑΒ —ΟΑ'Β’. 

• Λ^ι = — , γων. ΟΑΔ = ΟΑ'Δ'. 

Α Δ ν ' 


Επομένως: γων, ΒΑΔ ■» ΟΆ'Δ', 

καί τά τρίγωνα ΒΑΔ, ΒΆ’Δ' είναι όμοια, ώς ίχοντα μίαν γωνίαν 
Τσην καί τάς περιεχούσας αύτήν πλευράς άναλόγους. Κατ’ Ακο¬ 
λουθίαν, τΑ πολύγωνα ΑΒΓΔ, Α'Β'Γ'Δ' είναι όμοια, ώς άποτε- 
λούμενα έκ τοΟ αύτοΟ Αριθμού τριγώνων όμοιων καί όμοΐως 
κειμένων. 

1143 α. θεώρημα Αντίστροφον. Αί εύθεΐαι, αΐ συνδέουααι τά όμό- 
λογα αημεΐα 8ύο δμοιοθέτων σχημάτων, διέρχονται διά τοδ αΰτοϋ 
σημείου. 

1144. * Ορισμοί. ΤΑ σημεΐον Ο καλείται κέντρον όμοιοιηιος ή 
όμοιοΰιοίας καί Αξιο* όμοιοΰεσίας π&σα εύθεΐα ΟΑ Α' διερχομένη διά 
τοΟ κέντρου όμοιότητος. 

Ή δμοιοθεσία είναι εν&βϊα ή Αττική, έΑν τΑ πολύγωνα ΑΒΓΔ, 
Α'Β'Γ'Δ' εύρίσκωνται πρός τό αύτά μέρος τοΟ κέντρου όμοιο-* 
θεσίας Ο. 

Αί όμόλογοι Ακτίνες ΟΑ, ΟΑ', Εχουσαι τήν αυτήν διεύθυνσιν, 

ΟΑ 

Εχουν μήκη μέ τό αυτό σημεΐον καί ό λόγος ^ είναι θετικός. 

Ή όμοιοθεσϊα όνομάζεται άνιϊστροφος ή άρνητιχη έάν τά πολύ¬ 
γωνα ΑΒΓΔ, Α'ΒΤ'Δ' εύρίσκωνται έκατέρωθεν τοΟ Ο· αί Ακτίνες 
ΟΑ, ΟΑ’ Εχουν τότε Αντιθέτους διευθύνσεις, τά σημεία τών μη- 

ΟΑ 

κών των λαμβάνονται Αντίθετα καί ό λόγος ~ο^: είναι Αρνητικός. 

Σημτίοοσις. Ό όρος χίνιρον όμοιότητος, ώς καί ή σπουδή τών ση¬ 
μείων τούτων, όφείλεται εις τόν Ειιΐβτ (Αείεε άε ΰαίπΐ Ρέίεηύοιιτρ, 
σ. 154 — Βϊΐίζετ, Όίε ΕΙετηεηΙε άεν ΜαίίιεηιαΙίΙί, § 7, η 0 3). 

1145. θεώρημα. Πάσα ευθεία άγομένη διά τού κέντρου όμοιοθεαίας 
δύο πολυγώνων τέμνει τάς πλευράς, ή τάς προεκτάσεις αυτών, κατά ση· 
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μεϊα όμόλογα χαΐ όρίζει επ’ αυτών τμήματα ανάλογα (από όμολόγων 
κορυφών άρχόμενα). 

Άντιστρόφως, πάσα ευθεία συνβέουσα δύο όμόλογα σημεία, είναι 
«;ων όμοιοθεσίας χαΐ διέρχεται διά τοΰ κέντρου όμοιότητος. 


1146· * Ορισμοί . 1) Ενδίως 6/ 



Α' 


ϊ, εκο α 

σημείων τών δύο σχημάτων, αί δ 
λόγων σημείων Ιχουν λόγον Τσον 
δύο όμοίων σχημάτων. 


επίπεδα οχήματα. Δύο σχήματα 
κείμενα είς τό αύτό έπίπεδον 
λέγονται εύθέως Ομοια, έάν 
άντιστοιχοΟν είς δύο σχήματα 
εύθέως Ισα (Σχ. 6Θ6 α). 

2) Κέντρον όμοιότητος ή δι- 
πΐονν οημεΐον ( 5ί ). "Ονομάζεται 
κοινόν κέντρον όμοιότητος ή 
διπλοΟν σημεϊον δύο σχημά¬ 
των εύθέως όμοίων, εν σημεϊον 
Ο τοιοΰτον, ώστε, συνδέοντες 
αύτό μετά δύο τυχόντων ση¬ 
μείων Μ, Ν τοΟ ένός σχήμα¬ 
τος καί μετά τών- όμολόγων 
αύτών Μ’. Ν' τοΟ άλλου σχή¬ 
ματος, νά λαμβάνωμεν δύο 
τρίγωνα ΟΜΝ, ΟΜ'Ν' εύ¬ 
θέως Ομοια. 

Τό διπλοΟν σημεϊον δύνα- 
ται νά θεωρηθη προκΟπτον έκ 
συμπτώσεως δύο όμολόγων 
: άποστάσεις του άπό δύο όμό- 
πρός τόν λόγον όμοιότητος τών 


θιώρημα 330—1 


1146 α. Δύο επίπεδα σχήματα χαΐ εύθΐως όμοια, ορίζουν έν κοινόν 

κέντρον όμοιότητος ή διπλοΟν οη- 
μείον τών δύο σχημάτων. 

Αρκεί νά θεωρήσωμεν δύο 
όμόλογα τμήματα ΑΒ. Α'Β'. Διά 
τοΰ κοινού σημείου Δ τών εύ- 
θειών ΑΒ, ΑΒ' καί δύο ζευγών 
όμολόγων σημείων, Α, Α', Β, Β' 
γράφομεν περιφερείας. Τό δεύτε¬ 
ρον κοινόν σημεϊον Ο τών περι¬ 
φερειών αύτών είναι τό ζητού- 
μενον διπλοΟν σημεϊον. 

Πράγματι,τά τρίγ. ΑΟΒ, Α'ΟΒ'· 
είναι εύθέως Ομοια. Επειδή αί 
γωνίαι ΑΟΑ', ΒΟΒ' είναι ΐσαι 
πρός τήν γωνίαν Δ καί έπομένως 
γων. ΑΟΒ=^ΑΌΒ'· τά δέ πα¬ 
ραπληρώματα τών άμβλειών γω¬ 
νιών ΒΑΟ, ΒΆΌ μετροΰνται ύπό του ήμίσεος τοΰ αύτοΟ τόξου ΔΟ. 



58. 21 η μ. μ * τ. Βλέπε σχετιχώς : Ηαάαιπαεά, Ι,εςοπε ιΐε Οέοηιύ- 
ΤΓΪε, Τ, § 150, ώς καί έπμ. § 1147. 
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1146β. Παραιήρηηα. Τό σημεϊον Ο κατασκευάζεται άκριβέστε- 
ρον διά τής άγωγής τής διχοτόμου ΜΕΟ τής γωνίας ΒΟΒ'. Αρ¬ 
κεί πρός τούτο νά διαιρέσωμεν τό τμήμα ΒΒ' ε(ς μέρη άνάλονα 
τών ΟΒ καί ΟΒ'. δηλ. άνάλογα τών τμημάτων ΑΒ καί Α'Β 1 . 
άπότε τό σημεϊον Ο όρίζεται ώς τομή τής περιφέρειας ΒΔΒ' καί 
τής συνδεούσης εύθείας τό σημεϊον διαιρέσεως Ε μετά τοΟ μέσου 
Μ τοΟ τόξου ΒΜΒ'. 

Πρόβλημα 380—II 

1146γ. Δοθέντων δυο ευθέως όμοιων έπιπέδων σχημάτων, νά άχθοϋν 
ταΰτα βϊς θέσεις ώστε τό εν νά είναι όμοιόθετον τοϋ άλλου. 

Όρίζομεν πρώτον τό διπλοϋν σημεϊον Ο τών δύο σχημάτων 
καί άκολούθως, διά καταλλήλου στροφής, φέρομεν τό Α' εις Α'', 
έπΐ τής ευθείας ΟΑ, τό Β’ εις Β'' κλπ. 

Ή όμοιοθεσία θά είναι εύθεϊα έάν τά τμήματα ΟΑ καί ΟΑ" 
είναι όμόρροπα' άλλως, ή όμοιοθεσία είναι άντίστροφος. 

Θεώρημα 330—III 

11169. Έάν Ιχωμεν δύο εύθέως όμοια σχήματα ΑΒΓ. . Α’Β'Γ'. .. 

καί διαιρέσωμεν τά όμόλυγα τμήματα ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' κατά τόν αυτόν 
λόγον, τό σχήμα τών σημείων διαιρέσεως Α", Β", Γ"... είναι όμοιον 
πρός τά δύο πρώτα. 

θεωρήσωμεν τά δύο δμοια τρίγωνα ΑΒΓ, Α'Β'Γ'. 

Μέ κατάλληλον παράλληλον μεταφοράν, άς μεταφέρωμεν τό 



τρίγωνον Α'Β'Γ' εις τήν θέΛν Α, Β,', Γ,' καί άς διαιρέσωμεν τά 
τμήματα ΒΒ' καί ΒΒ,', ύστερον τά ΓΓ' καί ΓΓ,' κατά' τόν δοθέντα 
λόγον. 'Εάν συνδέσωμεν τά όμόλογα σημεία Α'\ Β”. Γ", τό τρί¬ 
γωνον Α"Β"Γ" θά εϊναι ίσον πρός τό ΑΒ,"Γ,", τό όποιον όμως 
είναι δμοιον πρός τά δύο θεωρηθέντα τρίγωνα. Είναι, έπομένως, 
τό Α'ΤΓΤ" βμ,οιον'πρός τό ΑΒΓ ή Α'Β'Γ'. 

1146 1 . Παρατηρήσει;. 1) Τό προηγούμενου ζήτημα όδηγεϊ εις τό 
έπόμενον, πολύ ένδιαφέρον, θεώρημα. 

Λνο οχήματα ευ&έοι; <> μ·αα καί χΎιιενα εΐ; τό αυτό ίτίκεόον, όνναν τα ι 
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*ά διωρη&ονν ώς δύο διάφοροι δίοτις Ινδς οχήματος μιταβΧητοΰ μδν κατά 
μίγτδος αλλά άμιταβΧήιον κατά μορφή ν καί τον όποιον τα διάφορα οημιΤα 
όΧιοδαίνονν /πί ίΰδιιών. 

2 ) Μεταξύ τών διαφόρων τροχιών τάς όποιας δύνανται νά δια¬ 
γράψουν τά διάφορα σημεία ένός σχήματος Α'Β'Γ'... διά νά άχθή 
βΐς σύμπτωσιν ( Μ ) πρός τό βμοιον πρός αύτό σχήμα ΑΒΓ..., θά 
πρέπει νά άναφέρωμεν καί τάς λογαριθμικός έλικας (βλ. έπμ. 
§ 2509). 

3) Τό θεώρημα τής § 1146 δ δύναται νά θεωρηθή ώς έπέκτασις 
τοΟ τής § 1143. τοΟ σχετικοΟ πρός δύο σχήματα εύθέως όμοιόθετα. 

4) Έάν έπΐ τών ΑΑ', ΒΒ’, ΓΓ' κατασκευάσωμεν δμοια τρίγωνα 
ΑαΑ', ΒβΒ', ΓγΓ', τό τρίγωνον αβγ θά είναι βμοιον πρός τά ΑΒΓ 
ή Α'ΒΤ'. (ΐ,βίεαηΤ, ΜαΙΗειίε, 1894, σ. 164, η° 12). 


κλπ. 


θεώρημα 381 

1147. Δύο όμοια πολύγωνα ΑΒΓΔ, Α'Β'Γ'Δ', οΐανδήποτε θέσιν καί δν 
έχουν πρός, άλλη λα έν τφ αΰτφ έπιπέδφ, όρίζουν Εν κέντρον όμοιότητος. 

Πρέπει νά άποδείξωμεν βτι εύρίσκεται Εν σημεΐον Ο τοιοΟτον, 
ώστε νά (ρχύουν αΐ σχέσεις: 

ΟΑ _ ΟΒ _ _ΟΓ 
ΟΑ’ ΟΒ' — ΟΓ' 
καί βτι: γων. ΑΟΑ'= ΒΟΒ'= ΓΟΓ’... 

"Ας προεκχείνωμεν δύο όμολόγους πλευράς ΑΒ, Α'Β' καί διά 
του κοινού σημείου Μ τών εύθειών αύτών δς γράψωμεν τάς περι¬ 
φέρειας ΑΜΑ' καί ΒΜΒ’. Τό δεύτερον σημεΐον τομής Ο τών πε¬ 
ριφερειών τούτων είναι τό ζητούμενον σημεΐον. 

"Ενεκα, πράγματι, τών έγνεγραμμένων τετράπλευρων ΑΟΑ'Μ, 
ΒΟΒ'Μ, αΐ γωνίαι ΑΟΑ', ΒΟΒ' είναι Τοαι, ώς παραπληρωματι¬ 
κοί τής αύτής γωνίας Μ· είναι δρα γων. Α0Β = ΑΌΒ’. 

Άφ* έτέρου καί γων. ΟΑΒ = ΟΑ'Β', ώς παραπληρωματικοί 
έπίσης τής γωνίας ΟΑ'Μ. Είναι, έπομένως, τά τρίγωνα ΟΑΒ καί 
ΟΑ'Β' βμοια, ώς Ισογώνια, καί 


ΟΒ ΑΒ 


= -^ν = = λόγος όμοιότητος τών δύο σχημάτων. 


ΟΑ 
ΟΑ' 

"Επειδή δέ τά τρίγωνα ΒΑΔ, ΒΆ'Δ' είναι βμοια έξ ύποθέσεως 

ΑΔ _ μ _ ΟΑ 

Α'Δ' — ν — ΟΑ' ’ 

Επεται βτι καί τά τρίγωνα ΑΟΔ, Α'ΟΔ' είναι βμοια, ώς έχοντα 
τάς γωνίας Α — Α' καί τάς περιεχούσας αύτάς πλευράς άναλό- 
γους. "Αρα 

ΟΔ _ ΟΑ_ _ _μ 
ΟΔ' ΟΑ’ ν 

Τό αύτό συμβαίνει καί διάδύο τυχούσας άλλας όμολόγους κο- 
ρυψάς καί έπομένως τό σημεΐον Ο δύναται νά θεωρηθή ώς τό κέν- 
τρον όμοιότητος τών δοθέντων πολυγώνων. 


γων. ΑΟΔ = Α’ΟΔ' καί 


59. 2 η μ. μ ( τ. Κατά τήν έννοιαν τής 1). 
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ΑΙ όμόλογοι άκτΐνες, ώς αΐ ΟΑ καί ΟΑ' ή ΟΒ καί ΟΒ', σχη¬ 
ματίζουν γωνίας ΑΟΑ', ΒΟΒ' σταθερός- έπει&ή αδται είναι Τσάι 
πρός τήν παραπληρωματικήν τΒς γωνίας Μ, τής σχηματιζομένης 
όπό Βύο τυχουσών όμολόγω· -λευρών. 



1147 α. Παρατηρήοιις. 1) Έάν στρέψ.ωμεν τό πολύγωνον Α'Β'Γ'Δ' 
περί τό σημεϊον 0 είς τρόπον, ώστε νά λάβη τήν θέσιν αβγδ, τά 
Βύο σχήματα ΑΒΓΔ καί αβγΒ γίνονται εύθέως όμοιόθετα άλλή- 
λών. Είς τήν θέσιν α'β'γ'Β' τοΟ Α'Β'Γ'Δ', τά σχήματα ΑΒΓΔ καί 
α'β'γ'δ' είναι άντιστρ, ;>ως όμοιόθετα άλλήλων. (§ 1125, 2α άπό- 
Βειξις). 

2) Έάν προεκτείνωμεν Βύο τυχούσας άλλας όμολόγους πλευ¬ 
ράς, ώς τάς ΒΓ καί Β'Γ', μέχρι τής τομής των Ν, αί περιφέρειαι 
ΒΝΒ’, ΓΝΓ' Βιέρχονται Βιά τοΰ προηγουμένως εύρεθέντος ση¬ 
μείου Ο. 

2) Τό κίνχρον όμοίότητος Βύο όμοιων πολυγώνων είναι καί τό 
ίιπλοΰν οημιΐον τών σχημάτων αύτών έπειΒή προκύπτει έκ τής συμ- 
πτώσεως Βύο όμολόγων αύτών σημείων. 

4) Αί άποστάσεις τοΟ Βιπλοΰ σημείου άπό Βύο τυχουσών όμο¬ 
λόγων πλευρών ϊχουν λόγον, 8ν καί αί πλευραί αδται (§ 2500 
καί έπμ.). 

5) "Οταν τά Βύο οχήματα είναι άντιστρόψως όμοια, ύποθέ- 
τουν άξονα συμμετρίας καί δέν Βυνάμεθα νά τά καταστήσωμεν 
όμοιόθετα άλλήλων είμή 'Βιά στροφής τοΰ ένός έξ αύτών, ιΐς ιόν 
χώρον, περί τόν άξονα συμμετρίας. Τό όιπλοϋν οημιΐον ή κίνχρον 
ομοιότητας εύρίσκεται έπί τής ΛιπΧής ινβτι'ας. Αϋτη συμπίπτει πρός 
τόν άξονα συμμετρίας. (Βλ. § 2500 καί έπμ.). 

θτώρημπ 331—1 

1148. Δοθέντων πολυγώνου ΑΒΓΔ χαί σημείου Ο, φέρομε ν τάς συν- 
Δέουσας τό σημεϊον Ο μέ τάς χορυφάς τοΟ πολχγώνου. ευθείας χαί χα- 
τασχευάζομεν γωνίας ΑΟΑ', ΒΟΒ' · · - ΐσας πρός δοθείσαν φ. Έάν τά 
σημεία Α', Β'... έχλεγοΰν ούτως, ώστε νά εχωμεν : 

ΟΑ ΟΒ μ - . .. 

ΟΑ' = ΟΒ 5 = " ' = V = 0Τθθΐρ0ς λ6γ0ς> 
τό πολύγωνον Α'Β'Γ'Δ' είναι δμοιον πρός τό άρχιχόν. 
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Τό θεώρημα τούτο είναι συνέπεια τού προηγουμένου (§ 1147). 
Διό τήν άπόδειζίν του, παρατηροΟμεν δτι τά σημεία α', β', γ', δ' 
(τοΟ προηγουμένου οχήματος) εύρίοκοντσι έπΐ τών προεκτάσεων 
τών ΑΟ, ΒΟ,... καί φέρονται είς τάς θέσεις Α’, Β’... διά |κα- 
ταλλήλου) στροφής περί τό σημεϊον Ο (§ 1125, 2α άπόδειξις). 

θεώρημα 331 — 11 

1149. Τά τρία κέντρα όμοιότητος τριών όμοιοθέτων, άνά δύο, πο¬ 
λυγώνων ενρίσχονται έπι τής αυτής εύθείας. 

"Εστω Μ τό κέντρον όμοιότητος τών πολυγώνων (Α) καί (Β), 
Ν τό τών (Α) καί (Γ). Θά δείζωμεν δτι ή εύθεϊα ΜΝ διέρχεται 
διά τού κέντρου όμοιότητος Ο τών πολυγώνων (Β) και (Γ). 

Ή εύθεϊα ΜΝ, ώς διερχομένη διά τοΰ Μ, είναι άξων όμοιότη¬ 
τος διά τά πολύγωνα (Α) καί (Β) καί ώς διερχομένη διά τού Ν 



είναι άξων όμοιότητος διά τά (Α) καί (Γ). Είναι, άρα, ή εύθεϊα 
αυτή άξων όμοιότητος διά τά πολύγωνα (Β) καί (Γ) καί ώς 
τοιαύτη διέρχεται κατ' άνάγκην διά τού σημείου Ο. 

Παοαιήρήαα. Ή πρόταοις δύναται νά άποδειχθή καί διά τών 
θεωρημάτων έπί τών διατεμνουσών. 

Τά θεωρηθέντα κέντρα όμοιότητος είναι καί τά τρία έξωτερικά 
ή δύο έξωτερικά καί έν έσωτερικόν. 

Επίπεδα σχήματα άντιστρόψως όμοια 

1160. Όριαμύς. Δύο σχήματα τού αύτοΰ έπιπέδου λέγονται 
ύ,νΐιατρόψωι ή ίμμτηως (ίηάίτβείβηιριιΐ) όμοια, έάν άντιστοιχούν εις 
δύο σχήματα άντιστρόψως Τσα (§ 77) κλπ.). 

Ή σπουδή τών άντιστρόψως όμοιων σχημάτων είναι πολύ 
χρήσιμος διά τήν βαθυτέραν γνώσιν τών Ιδιοτήτων τών άντιστρό- 
φως ίσων σχημάτων. 

Θεώρημα 332 

1160 α. Α’ί διχοτόμοι τών γωνιών, τών σχηματιζομένων ΰπό τών 
ομολόγων πλευρών δύο άντιστρόφως όμοιων επιπέδων πολυγώνων, είναι 
παράλληλοι μεταξύ των. 

Ή άπόδειξις όμοια ώς καί είς τό σχετικόν πρός δυο άντιστρό- 
φως Ισα σχήματα θεώρημα (§ 771 α). 
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θεώρημα 332 — I 


1150 β. Ό τόπος ιών σημείων ιών διαιρούνχων χά τμήματα, τά συν· 
δέονχα ζεύγη ομολόγων σημείων δύο άντισχρόφως όμοίων σχημάχων, 
κατά χόν λόγον όμοιότητος αύχών, είναι ευθεία γραμμή, πτράλληλος 
πρός ιός διχοτόμους χών γωνιών ιών αχηματιζομένων ντχό ομολόγων 
πλευρών. 


Διά τήν άπόδειξιν, θά έργαοθώμεν ώς καί προκειμένου περί 
δύο άντιστρόφως ίσων σχημάτων (§ 771 γ)_ 

"Ας διαιρέσωμεν τό τμήμα ΑΑ' είς 
μέρη άνάλογα τών όυολόγων τμημά¬ 
των ΑΒ, Α'Β' και διά τοΟ σημείου 
διαιρέσεως Μ άς φέρωμεν τάς ΜΔ καί 
ΜΔ', παραλλήλους καί ϊσας πρός τάς 
ΑΒ καί Α'Β', καθώς καί τήν ΔΔ’. 

θά άποδείξωμεν δτι ή τομή Ν τών 
ΔΔ' καί ΒΒ' διαιρεί τήν ΒΒ' είς μέρη 
άνάλόγα τών θεωρηθέντων τμημάτων 
καί δτι ή ευθεία ΜΝ είναι παράλλη¬ 
λος πρός τήν κοινήν διεύθυνσιν τών 
διχοτόμων τών γωνιών τών όμολόγων 
πλευρών. 

Πράγματι, τά βμοια τρίγωνα ΒΔΝ, 

Β'ΔΝ δίδουν 



ΒΝ ΔΝ _ ΒΔ ΑΜ ΑΒ 

Β'Ν ~ Δ Ή “ Β'Δ' ~ ΑΜ “ Α'Β'' 


ή δέ ευθεία ΜΝ είναι διχοτόμος τής γωνίας ΔΜΔ',.άφοΰ τά τμή¬ 
ματα'ΔΝ καί Δ'Ν είναι άνάλογα τών ΜΔ καί ΜΔ'. Είναι, έπο· 
μένως, ή εύθεία ΜΝ ό τόπος τής έκφωνήσεως καί είναι παράλ¬ 
ληλος, προφανώς, πρός τάς διχοτόμους τών γωνιών τών όμολό¬ 
γων τμημάτων Α'Β καί Α'Β', ΑΓ καί ΑΤ' κλπ. 


θεώρημα 332—11 

1150 γ. Δύο Επίπεδα σχήματα, άντισιρόφως όμοια, ορίζουν μίαν δι¬ 
πλήν ευθείαν, δηλ. βύο όμολόγους ευθείας έπί χοϋ αύχοϋ φορέως (Επί 
τής αύτής ευθείας). 

Ή εύθεία ΜΝ, ή διαιρούσα τά τμήματα ΑΑ’, ΒΒ', ΓΓ' κατά 
τόν λόγον όμοιότητος, έάν θεωρηθή ώς άνήκουσα είς τό Εν σχήμα, 
έχει ώς όμόλογον Εν τω δευτέρψ σχήματι τόν Εαυτόν της. τά δέ 
σημεία αυτής Εχουν ώς όμόλογα σημεία κείμενα πάλιν Επ' αύτής. 

11506. Παρατηρηθεί;. 1) Ή εύθεία αυτή τών άναλόγων διαιρέ¬ 
σεων, δέν άποτελεΐται άπό .διπλά σημεία, διότι τά δύο σχήματα 
Εχουν Εν μόνον διπλοΟν σημεϊον. Κατωτέρω δίδομεν μερικάς λε¬ 
πτομέρειας έπί τών όμοίων σημειοσειρών. 

2) Τήν διπλήν εύθεϊαν ΜΝ δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν ώς τήν 
τομήν δύο Επιπέδων, σχηματιζόντων πρός άλληλα γωνίαν 180». 

3) Δύο Επίπεδα σχήματα άντιστρόφως δμοια όρίζουν καί δεύ¬ 
τερον ζεύγος συμπιπτουσών όμολόγων εύθειών, δηλ. μίαν δευτέ- 
ραν διπλήν εύθεϊαν. 
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1150 ε. ' Ορισμοί. I) .Σημειοσειρά. Μία Ακολουθία σημείων α β 
*π· εύθείας γραμμής *Ρ»ζβ» μίαν ευθεία* σημειοσειρά* Ιή καί Απλώς 
μιαν σημεισσειρα*. 

2) Όμοια» σημειοσειρά!. Δύο σημειοσειραί Α, Β, Γ... α Β ν 
καλοΟνται Βμοιαι, ίΑν όρίζουν Ακολουθίαν ίσων λόγων 

ββ _ Ρν _ γΒ __ 

ΑΒ ΒΙ-ΤΧ- 


.,.ΟΙ,ί^Τ.ιΑ... .Ο. _ΤΓ- : · . ~ . 

* * V ίί α α.' Β' γ 1 ,ν " 

ϊ*· «2». 


ΑΙ (έπί τής αότής ευθείας ή έπί παραλλήλων εύθειών) σημειο- 
σειραί Α, Β, Γ..., α, β, γ,,. λέγονται (ύθέως Βμοιαι, έάν α! 
άκολουθίαι τών όμολόγων σημείων βαίνουσι κατά τήν Αύτήν Β·εύ- 
θυνσιν. Άλλως, λέγονται Αντιστρόφως Βμοιαι. 

3) Αίπλσΰν αημ/ϊον. Δύο Βμοιαι καί έπί τής αότής εύθείας (ίπΐ 
τοΟ αύτοΟ φορέως) σημειοσειραί έχουν Εν μόνον κοινόν (ή ΒιπλοΟν) 
ΟημεΙον, Βηλ. Εν μόνον σημεϊον όυμπίπτον πρός τό όμόλογόν 
του. Οϋτω, άν Α, Β ... καί α,.β... είναι αΐ δύο σημειοσειρά!, 
ύπδρχει Εν Καί μόνον σημεϊον Ο τοΟ φορέως των, Βιό τό όποϊον 


αΟ _ αβ _ γδ 
ΑΟ - ΑΒ ~ΤΔ 


κλπ. 


θεώρημα 332 — III 

1150 ζ. Έάν προβάλίομεν (··) έπί τής Βιπλής εύθείας ΜΝ (Σχ. 691) 
τά όμόλόγα σημεία Α, Β, Γ . .., Α', Β', Γ'.. ., λαμβάνομεν δύο ευθέως 
όμοιας σημειοσειράς. Επειδή είναι φανερόν βτι α( τεταγμέναι τών 
σημείων Α, Β, ... (·*)■ Εχουν λόγον πρός τός τεταγμένας τών άντι- 
στοίχως όμολόγων αύτών σημείων Α', Β'. .. Τοον πρός τόν λόγον 
όμοιότητος, τό αότό δέ συμβαίνει καί διό τός Αποστάσεις τών πο- 
Βών α, β,..., καί α', β'... 

αβ _ βγ _ γα __ _ ΑΒ _ 

α'β ~ β'γ' — γ'α' Α’Β' ~ ν 

Α! φοραί, τέλος, τών Βύο σημειοσειρών είναι αΐ σύταί. 

1150η. Παραχήρηοίί. ΑΙ τομαί των ζευγών όμολόγων πλευρών, ώς 
α! ΑΒ χαΐ Α'Β’, μετά τής εύθείας ΜΝ όρίζουν επίσης Βύο εύθέως 
όμοιας σημειοσειράς. 

θεώρημα 332—IV 

1150 &. Δόο Επίπεδα σχήματα αντιστρόφως όμοια όρίζουν Εν διπλοΰν 
σημεϊον, ό δέ λόγος τών Αποστάσεων αυτόν Από δύο τυχόντα όμόλογα 
σημεία είναι Ισος πρός τόν λόγον όμοιότητος τών δύο σχημάτων. 


60. 2 η μ. μ ε τ. Παραλλήλως πρός τυχούααν βιεύθυνσιν («). 

61. 2ημ. μ ε τ. ΑΙ πλάγια», κατά τήν (ε), Αποστάσεις τών σημείων 
αδτών Από τής ΜΝ. 
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Έστω ΜΝ ή διπλή ευθεία καί Α", Β", Γ"... τά συμμετρικά 
σημεία τών Α', Β', Γ'... πρός τήν εύθεϊαν αύτήν. 

Τά τμήματα ΑΒ, / "Β'" είναι παράλληλα καί, κατά τά προη¬ 
γούμενα, άΐ εύθείαι ΑΑ", ΒΒ" τέμνονται έπϊ τής εύθείας ΜΝ. Τά 
δέ κοινόν σημείον αύτών Ο είναι τά διπλοϋν σημείον, έπειδή|τοΟτο 



είναι σημείον τοΟ σχήματος ΑΒΓ συμπϊπτον πρός τό όμόλογόν 
του τοΟ σχήματος Α'Β'Γ’. θά Ιχωμεν 

ΟΑ _ _ΟΒ_ ΑΒ 
ΟΑ' ΟΒ' — Α'Β' ’ 

1150 1 . Παρατηρήσας . 1) Ή ευθεία ΟΜΝ, τών άναλόγων διαι¬ 
ρέσεων, είναι διχοτόμος πασών τών γωνιών, ώς αΐ ΑΟΑ', τών 
σχηματιζομένων οπό δύο όμολόγων εύθειών. 

2) Έάν τά δοθέντα σχήματα είναι άντιστρόφως Τσα, τό όιπ<Ιοΰν 
σημείον εύμίσκεται ε(ς άπειρον. 

θεώρημα 332— V 

1160 η. Δύο έπίηεδα οχήματα άντιαιρόφως όμοια όρίζουν δύο εύ¬ 
θείας όμολόγους άντιστρόφως σνμπιπτούσας. 

Διά τοΟ διπλοΟ σημείου 0 (Σχ. 693) φέρομεν κάθετον ΧΟΧ’ 
έπΐ τήν διπλήν εύθεϊαν ΟΜΝ. Επειδή αΐ όμόλογοι εύθείαι τών 
δύο σχημάτων όρίζουν έπϊ τής εύθείας ταύτης σημειοσειράς άντι- 
στρόφως όμοιας (§ 1150 ε, 2), δυνάμεθα νά ϋποθέσωμεν αύτήν ώς 
προκύπτουσαν έκ συμπτώσεως 60ο όμολόγων ευθειών τών έν λόγω 
σχημάτων. 

11501. Παρατηρήσεις. 1) Ή εύθεϊα ΧΟΧ' όρίζει έπϊ τών εύ- 
θειών ΑΑ', ΒΒ·... τμήματα ΜΆ, ΜΆ’ κλπ. ίχοντα λόγον ίσον 
πρός τόν λόγον όμοιότητος τών δύο σχη·.ιάτων. Δυνάμεθα. έπομέ- 
νως. νά είπωμεν δτι ή εύθεϊα ΜΝ ή ιΥ' είναι ή εν&εία τών ανάλο¬ 
γων διαιρέσεων, ή δέ ΧΧ' ή εύφιΐα τών άντιατρόφοις άναλόγων Λιαιρέ- 
αιών τών δύο δοθέντων σχημάτων. 

2) Α1 δύο διπλαί εύθείαι ΥΥ', ΧΧ' είναι κάθετοι έπ' άλλήλας· 
ή πρώτη είναι παράλληλος πρός τάς έσωτερικάς διχοτόμους τών 
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γωνιών τών όμολόγων πλευρών τών "δύο σχημάτων καί ή δευτέρα 
παράλληλος πρός τάς έξωτερικάς διχοτόμους τών Ιδίων γωνιών. 

Όνομάζομεν δέ έσωτεριχήν διχοτόμον τής γωνίας δόό εΰθυγράμ* 
μων τμημάτων, τήν διχοτόμον τής όξείας, ή άμβλείας, γωνίας, τής 
σχηματιςομένης ύπό δόο τμημάτων τής αυτής διευθύνσεως, άγο- 
μένων έκ τοΟ σημείου τομής τών φορέων τών δοθέντων τμημάτων. 

3) Εις τήν περίπτωσιν σχημάτων άντιστρόψως Τσων ή εόθεΐα 
ΧΟΧ' εύρίσκεται εις άπειρον.« 

4) Είναι άναγκαία ή σπουδή τών όμοιων σχημάτων διά τήν 
καλλιτέραν γνώσιν τών ιδιοτήτων τών Τσων σχημάτων, άκριβώς 
όπως. ώς εΓναι γνωστόν άπό τής έποχής τοΟ Ροηοείεΐ, θά πρέπει 
νά μελετήσωμεν τάς τομάς δύο κωνικών τομών, τοΟ αϋτοΟ έπιπέ- 
δου, διά νά γνωρίσωμεν καλλίτερον έκείνας δύο περιφερειών. 

ΕΙδιπή περίπτωσις 332 — VI 

1150 μ. Δύο περιφέρειαι τον αύτοΰ έπιπέδου δύνανιαι κατ’ άπειρους 
τρόπους νά θεωρηθούν ώς δύο σχήματα είτε ευθέως, είτε άντιστρόφως 
όμοια (Σχ. 694). 

Άρκεΐ πρός τοΟτο νά έκλέξωμεν δύο τυχόντα σημεία Α, Α' 
έπί τών περιφερειών τούτων ώς άντίστοιχα καί άπό τών σημείων 
αύτών, ώς άρχών, νά λαμβάνωμεν τόξα όμοια (*■) άνά δύο, ώς 
τά ΑΒ καί Α'Β' κλπ. ΑΙ περιψέρειαι τότε Θά δύνανται νά Θεωρη¬ 
θούν ώς σχήματα εύθέως δμοια, έάν αί φοραί τών τόξων ΑΒ, 
Α'Β' είναι αί αύταί, καί ώς άντιστρόφως όμοια, έάν αί φοραί 
αΒται είναι άντίθετοι. 

'Εάν 1 είναι τό έσωτερικόν κέντρον όμοιοθεσίας καί Ε τό έξω· 
τερικόν, ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΙΕ είναι ό τόπος τών σημείων 
τών όποιων αί άποστάσεις άπό τά Ο καί Ο' έχουν λόγον Τσον 
πρός τόν λόγον όμοιότητος (§ 61). 

θεώρημα 332— VII 

1160 ν. Τό διπλοϋν σημεϊον δύο περιφερειών, θεωρουμένων ώς εύ¬ 



θέως όμοιων σχημάτων χαΐ διά δοθείσας άρχάς Α χαί Α’, εύρίσκεται 
έπί τής περιφερείας ΙΕ τών άναλόγων αποστάσεων. 


62 . 2 η μ. μ»τ. Τών ιϋτών Ιπιχέντ^ων γωνιών. 
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’Εστωσαν (Ο) καί (Ο') α( περιφέρειαι, θεωρούμενοι ώς δια- 
γραφόμεναι κατά τήν αύτήν φοράν ΑΒ ή Α'Β'. Τό διπλοΟν ση- 
μεΐον τοΟ συστήματος αύτών πρέπει νά εϋρίσκεται έπΐ τής περι- 
φερείας ΙΚ, άφοΟ α( άποστάσεις του άπό τών διαφόρων Ομολό¬ 
γων σημείων τών εύθέως όμοιων αύτών σχημάτων θά πρέπει νά 
βχουν λόγον Τσον πρός τόν λόγον όμοιότητος. 


1160 ξ. Παρατηρήσεις. 1) Έάν διαιρέσωμεν τά τμήματα ΑΑ’, ΒΒ' ... 
κατά ώρισμένον λόγον . ό τόπος τών σημείων διαιρέσεως Μ, Ν ... 
είναι περιφέρεια κύκλου έχουσα τό κέντρον της έπΐ τής διακέντρου τών 
δύο περιφερειών. Έάν ό λόγος είναι Ισος πρός τόν λόγον όμοιότη¬ 
τος τών περιφερειών, ό τόπο; είναι περιφέρεια μέ κέντρον τό έσωτερι* 
κόν χέντρον όμοιότητος τών δύο περιφερειών. 


Ή πρότασις αίπη είναι είβική περίπτωσις τής έν § 1146 δ. Διά τήν 
άπ’ εύθείας άπόδειζίν της, γράφομεν περιφέρειαν όμόκεντρον τής 
(Ο) καί ΐσην πρός τήν (Ο') καί έκ τοΟ Α' φέρομεν τμήμα Α'Γ, 
παράλληλον καί Ισον ΤΙρός τήν διάκεντρον ΟΌ. Ή εκ τοΟ ση¬ 
μείου Μ παράλληλος πρός τήν βιεύθυνσιν ταύτην τέμνει τήν ΑΓ 

ι . „ ., ΑΔ μ , ΜΔ ΜΔ μ 

είς σημειον Δ τοιοΟτον, ώστε =-£- καί -αΤ = 00 = μ+ν 

ή ΜΔ = — = οταθ. μήκος. Επειδή τό τρίγωνον ΓΟΑ είναι 

σταθερόν, τό μήκος ΟΔ είναι προφανώς τελείως ώρισμένον. Ή 
αύτή κατασκευή έπαναλαμβανομένη καί διά τό τμήμα ΒΒ' (**), 
όδηγεί είς, άνάλογον πρός τό ΓΟΑ, τρίγωνον Γ,ΟΒ (μή φαι- 
νόμενον είς τό σχήμα) Τσον πρός τό ΓΟΑ καί διά τό όποι¬ 
ον ή άντίστοιχος πρός τήν ΟΔ εύθεία ΟΔ, είναι Τση πρός 
τήν ΟΔ. 


Είναι έπομένως πάντοτε ΟΔ = ΟΔ, = ... Κ = σταθερόν μήκος 
Καί ό τόπος τών σημείων Δ, Δ,... περιφέρεια (Ο") όμόκεντρος 
τής (Ο)· ό δέ ζητούμενος τόπος τών σημείων Μ, Ν... ή προκύ- 
πτουσα έκ παραλλήλου πρός Δ Μ ( β4 ) μεταφοράς τής (0'') πε¬ 
ριφέρεια. 

2) Έάν διαιρέσωμεν τά τμήματα ΑΑ', ΒΒ’... έξωτερικώς κατά 
ώρισμένον λόγον, ό τόπος τών σημείων διαιρέσεως είναι πάλιν 
περιφέρεια μέ κέντρον έπί τής διακέντρου τών δοθεισών πε¬ 
ριφερειών. 

3) Αί περιπτώσεις 1) καί 2) είναι, ώς είπομεν, είδικαί της προ- 
τάσεως τής § 1146 6. 


Σημείωσες. Ή περιφέρεια Ε1 τών όναλάγωτ άποοτάοεων έκλήθη 
ύπό τοΟ Νβιι6βΓ{{ καί κύκλος όμοιότητος ή διχοτόμος περιφέρεια. 

(Βλ. ΜαίΗββίβ, 1908, σ. σ. 152 καί 154). 


θεώρημα 332—VIII 

1160 ο. Δύο περιφέρεια! τού αύτοΰ έπιπέβου, θεωρούμενοι ώς δύο 
σχήματα άντιστρόφοβς όμοια, ορίζουν: 1) Δύο διπλός εύθείας καθέτους 


63. 2 η μ. μ ε τ. Καί τήν όποιαν άς χίμρ ό άναγνώστης ! 
64 2ημ. μ * τ. Πρός τό σταθερόν βιάνυμα ΔΜ. 
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έη' άλλήλας. 3) "Εν διπλό Ον σημεϊον, κείμενον έπΐ τής πεςιφεςείας ΕΙ 
τών αναλογών άποσιάοεων. 

1) Βλ. § 1150 γ, δ κλπ. 

2) Τό σημεϊον τομής Ρ τών διπλών ευθειών είναι τό διπλοΟν 
σημεϊον τοΟ συστήματος καί τό μόνον κοινόν τών δύο άντιστρό- 
ψως Αμοίων σχημάτων. Εύρίσκεται δέ Επί τής περιψερείας ΕΙ τών 
άναλόγων Αποστάσεων, Επειδή ή ΜΝ διέρχεται διά τοΟ σημείου 
I καί ή Μ'Ν’ διά τοΟ Ε. 

"Ας φέρωμεν, πράγματι, τήν εύθεϊαν Β’ΙΒ'", τήν διχοτόμον ΟΔ 
τής,γωνίας ΒΟΒ", καθώς καί τήν ΔΙΔ'. Τά οημεϊα Δ, Δ' διαιροΟν 



τά τόξα ΑΒ καί Α'Β' κατά τόν αίιτόν λόγον καί είναι Επομένως 
όμόλογα οημεϊα τών δύο άντιστρόφως όμοίων σχημάτων. ’Επειδή 
βέ τά τμήματα 1Δ καί ΙΔ' Εχουν λόγον Τσον πρός τόν λόγον 
όμοιότητος, τό σημεϊον 1 θά άνήκη είς τήν εύθεϊαν ΜΝ (§ 1150 β), 
καθώς καί τό σημεϊον Ε είς τήν ΜΤΓ. Τό σημεϊον τομής Ρ, Επο¬ 
μένως, τών καθέτων τούτων εύθειών εύρίσκεται έπΐ τής περιφε- 
ρείας μέ διάμετρον ΕΙ. 

1160 η. Σιιμιίωσις. Βλ. είς ΜαΙΗβ*ί» (1902, σ. σ. 85 - 89) Εν Εν¬ 
διαφέρον Αρθρον τοΟ I. Νβιι8εΓ£ Επί τής όμοιότητος τών πιριφτρτιώτ. 


ΆριΦμητιχαϊ σχέσεις είς τό Τρίγωνον 


1161. Δυνάμεθα νά εϋρωμεν ιιέγα πλήθος Αριθμητικών σχέσεων 
μεταξύ τών πλευρών Ενός τριγώνου καί τών κυρίων γραμμικών 
στοιχείων αύτοΟ, ώς είναι τά Οψη, αί διάμεσοι, αί διχοτόμοι αύ- 
τοΟ η τά τμήματα τά συνδέονται διάφορα ώρισμένα σημεία Επ’ 
αύτών. 

ΧρησιμοποιοΟμεν πρός τοΟτο τά Ομοια τρίγωνα καθώς καί άλ· 
λας σχέσεις Εκ τών ήδη άποδειχθεισών. Συχνότατα Επίσης άνα- 
ψερόμεθα καί είς Τό Πνόαγόριιον θιώρημα. 
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θεώρημα 333 

1161 α. Δύο τυχόντα ύψη ένάς τριγώνου βίναι άντιστρόφως ανάλογα 
τών αντιστοίχων βάσεων. 

Έάν α, β είναι τά μήκη δύο πλευρών τοΟ τριγώνου καί α', β' 
τά έπ’ αίιτάς Οψη, τά Ορθογώνια τρίγωνα μέ 
πλευράς α, β' καί β, α' είναι Ομοια, ώς ϊχοντα 
μίαν γωνίαν όζεΐαν Τσην· άρα 

_ Ρ 

β' α ' 

Μετά τήν μελέτην τοΟ IV Βιβλίου, Βυγάμεθα 
νά δώσωμεν καί τήν άκόλουθον άπόδειζιν: Τά Σ*. 696. 

Βιπλάσιον του έμβαδοΟ τού τριγώνου ΙσοΟται 
πράς αα' ή ββ', ή 

2 Ε = αα' = ββ'· δθεν = — · 

ΓΓ β α 



θεώρημα 334 

1162. Δύο τυχοϋσαι πλευραί ένάς τριγώνου έχουν λόγον Ιοον πράς 
τάν λόγον τών 1 προβολών τής μια; έπί τήν 
άλλην. 

"Εστωσαν α' καί β' αΐ προβολαΐ τής α 
έπΐ τήν β καί τής β ίπΐ τήν α άντιστοΐ- 
χως. Τά Ορθογώνια τρίγωνα ΓΔΑ καί 
ΓΒΕ είναι Ομοια, ώς Ιχοντα μίαν όζεΐαν 
γωνίαν Τοην. Επομένως 

α _ α^ 
β - ρ· ' 

θεώρημα 334—1 

1163. Τά γινόμενα ΑΓ.ΑΕ καί ΑΔ.ΑΖ, τά Οριζόμενα χατά τά οχήμα 
697, είναι Ιαα. 

Επειδή τά τετράπλευρον ΓΔΖΕ είναι έγράψιμον καί έπομένως 
ΑΓ.ΑΕ = ΑΔ.ΑΖ. Βλ. έπίσης Μέ(Μο>, § 292, ζ. 

θεώρημα 334—11 

1164. Έπί έκάοτου τών ύψών τριγώνου, τά άρόόκεντρον αϋτοϋ Ορί¬ 
ζει δύο τμήματα τών Οποίων τά γινόμενον είναι τά αύτά χαΐ διά τά 
τρία ύψη. 

(ΑΤέΛώοι, § 292, η). 

Σημείακτ ις. Κύκλος τών ύψών Ονομάζεται ά κύκλος μέ κέντρον τά 
άρθάκεντρον τριγώνου καί άκτΐνα τήν μέσην άνάλογον τών 8όο 
προηγουμένων τμημάτων έπί έκάοτου ΰψους. 

Ή περιφέρεια αΟτη Ιχει διαφόρους Ιδιότητας, άναψερομέγας 
ε(ς Ν. ΑηηαΙβ» άβ ΜαΙΜτηαΗηηΐ* οπά τών δίεΐοει-, δεττεΐ, Μβηΐϊοη 
(1849, ,σ. 453: 1850 ο. 5· 1864, ο. 535). Ιδιαιτέρως, είναι ό τόπος 
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τών κέντρων τών Ισοσκελών υπερβολών, τών έφαπτομένων τών 
πλευρών του τριγώνου (θεώρημα τοΰ ΜεηΙίοη, Ν. Α. 1865, ο. 30). 

θιώρημα 334—III 

1155. Έκ δοθέντος ση- 

--- [\ λ. μείου Μ φέρομεν καθέτους 

/ 1 \ ΜΒ, ΜΓ έπί ιός πλευρά; δο- 

/ ( λ\ / ■ \ θείσης γωνίας Α καί προεκτεί- 

/ ( \γ\ / ; \ νομεν αΰτάς έως διού έκαστη 

I · ψ ΐ I συνάντηση καί χήν άλλην 

\ \ Ρ* ; / πλευράν τής γωνίας είς Δ καί 

\ \ '·, «\ 1 / Ε άντιστοίχως. Δείξατε τάς 

\ σχέσεις 

\. ΑΒ . ΑΕ = ΑΓ . ΑΔ 

καί ΜΒ.ΜΔ=ΜΓ.ΜΕ. 

Γ*. 898. 

Εκ τοΟ ίγγραψίμου τε· 
τραπλεύρου ΒΓΔΕ.Επίσης: 

ΔΑ . ΔΓ = ΔΜ . ΔΒ, ΕΑ . ΕΒ = ΕΜ . ΕΓ. 


θιώρημα 334— IV 

1155 α. Έκαστη τών εσωτερικών διχοτόμων παντός τριγώνου διαι¬ 
ρείται υπό τοΰ κοινού αυτών σημείου είς δυο τμήματα. 1) Τα τμή¬ 
ματα ταϋτα είναι πρός άλληλα ώς τό άθροισμα τών περιεχουσών τήν 
διχοτόμον πλευρών πρός τήν τρίτην πλευράν. 2) Τό μεγαλότερον τμήμα 
έχει λόγον πρός τήν όλην διχοτόμον, δν τό άθροισμα ιών περιεχουσών 

αύτήν πλευρών πρός τήν περίμετρον τοΰ 
Λ τριγώνου. Β) Είς τά τρίγωνα σταθερός πε· 
/ \ ριμέτρου καί τών όποιων τό άθροισμα δύο 
/ / 1 πλευρών είναι έπίσης σταθερόν μήκος, ή 
/ / 1 προβολή τής υπό τών πλευρών αυτών πε· 

/ / 1 ριεχομένης διχοτόμου έπΐ τήν μίαν έξ αύ· 

/■■— ·. I τών είναι τμήμα σταθεροΰ πάλιν μήκους. 

/ '■.} “Εστω 1 τό κέντρον τοΰ 4γγεγραμ- 

χ/, 1 μένου κύκλου. 

ιχ · ^Ί\ 1) Έκ ιών διχοτόμων ΒΙ, ΓΙ, ϊχομεν: 

/ ν ΐ ΑΙ ΑΒ ΑΓ . 

£—-^ΙΔ ~ ΒΔ ΓΔ 


ϊ*. 6!Μ >■ 


ΑΙ ΑΒ + ΑΓ 

ΙΔ ~ ΒΓ 


2) Έκ τής σχέσεως ταύτης συνάγομεν 

ΑΙ _ ΑΒ + ΑΓ _ β+γ 
ΑΔ “ ΑΒ + ΒΓ + ΑΙ-2Τ 


3) “Εστω ΙΚ ή άκτϊς ε!ς τό σημεϊον έπαφής μετά τήε ΑΒ κοί 
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ΑΡ ή προβολή τής διχοτόμου ΑΔ έπί τήν πλευράν αύτήν. θά 
(χωμεν : 

ΑΡ ΑΔ 2 τ 

ΑΚ ΑΙ β + γ ’ 


κοί έπειδή ΑΚ = τ 


ΑΡΑΚ 


2 τ 

Ρ+υ ' 


α, 

ΑΡ = 


2 τ . (τ — α) 

Ρ + υ 


δηλ. ποσότης σταθερά, άφοΟ τά 2 τ καί β + Υ ϋπετέθησαν στα¬ 
θερά μήκη. 

θεώρημα 335 


1166. Έάν έπί τήν ύποιείνουσαν ορθογωνίου τριγώνου φέρωμεν κά¬ 
θετον ΡΜΝ, τέμνουσαν τάς καθέτους πλευράς εις 
Μ καί Ν καί τήν υποτείνουσαν ε(ς Ρ, ιό γινόμενον 
ΡΜ. ΡΝ είναι Ισον πρός τό γινόμενον τών δύο 
τμημάτων τής ΰποτεινούσης, ε(ς ά διαιρείται αΰτη 
ύπδ τοΟ Ρ. 

Τά όρθογώνια' τρίγωνα ΡΜΒ καί ΡΓΝ 
είναι όμοια, άψοΟ αι γωνίαι Μ καί Γ αύτών 
είναι Τσάι. Άρα 

ΡΜ ΡΓ! 

71Γ - ΤΪΓ 


ή ΡΜ . ΡΝ = ΡΒ . ΡΓ. 



1166 α. Παρατηρήοιΐ(. 1) Έάν Β,Γ καί Ρ είναι σταθερά σημεία 
καί Μ, Ν μεταβλητά, ώστε ΡΜ . ΡΝ = ΡΒ . ΡΓ = κ·, ό τόπος τών 
τομών Α τών ευθειών ΒΜ, ΓΝ είναι ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΒΓ. 

2) Έκ τών έγνραψίμων τετραπλεύρων ΑΒΡΝ καί ΜΑΡΓ, πορι- 
ζόμεθα άκόμη τάς σχέσεις 

ΜΑ.ΜΒ = ΜΝ.ΜΡ καί ΝΑ . ΝΓ = ΝΜ . ΝΡ. 


θεώρημα 336—1 


1167. Έάν διά τής κορυφής Β τριγώνου ΑΒΓ φέρωμεν ευθείαν ΒΑ 
μέχρι τής απέναντι πλευράς καί τέμνου¬ 
σαν αύτήν, ή τήν προέχτασίν της, «Ις τρό¬ 
πον, ώστε γων. ΓΒΔ = ΓΑΒ, ή πλευρό 
ΒΛ θά είναι μέση ανάλογος τών τμημά¬ 
των ΑΔ καί ΓΔ. 

Έκ τών ισογωνίων καί όμοιων τρι¬ 
γώνων ΑΒΔ, ΒΓΔ, Ιπεται: 


ΑΒ 

ΒΔ 


ΒΔ 

ΎΤ 


ή ΒΔ’ = ΑΔ . Γ Δ. 



Θεώρημα 336 

1168. Έάν ή διαφορά τών παρά τήν βάσιν γωνιών ένός τριγώνου 
Γεωμετρία 33 
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είναι μία όρθή γωνία, χό ΰψος χοΰ χριγώνου είναι μέσον άνάλογον χών 
χμημάχων είς & διαιρεί χήν βάσιν ό πούς αύχοϋ. 

"Εστω ΑΒΓ — Γ = 90°. 

"Ας λάβωμεν ΗΔ = ΗΒ. Θά Βχωμεν 
γων, ΗΑΔ — ΗΑΒ — Γ, 

άρα 

ΔΑΓ =90* 
καί 

ΑΗ’ = ΗΔ . ΗΓ = ΗΒ . ΗΓ. 



θιώρημα 337 

1159. ΕΙς παν χρίγωνον ΑΒΓ, αΐ παράλληλοι χ, γ πρός χάς ΑΒ 
καί ΑΓ, αΐ Αγόμενοι έχ χυχόνχος σημείου χής ΒΓ χαΐ περαχούμεναι είς 
χάς πλευράς αΰχάς, πολλαπλασιαζόμβ^ι έπΐ Αριθμούς άναλόγους ιών 
μηχών χών ΑΓ καί ΑΒ Ανχισχοίχοις, Ιχουν Αθροισμα σχαθερόν. Δηλ. 

έάν , θά είναι χαΐ ν.χ μγ === σχαθ. 

(Βλ. ΜίΜο,, § 271). 


θιώρημα 337—I 

1160. Έχ χυχόνχος σημείου χής βάσεως χριγώνου φέροαεν παραλλή¬ 
λους πρός χάς Αλλας πλευράς χαί περαχουμένας είς αύχας, Τό άθροι¬ 
σμά χών λόγων χών οδχω λαμβανομένων χμημάχων πρός χήν πλευράν 
πρός ήν ίκασχον είναι παράλληλον, είναι ποσόχης σχαθερά. 



π ΒΔ ν ΔΑ , α , ν ΒΔ-{-ΔΑ_, 

Τ“ "ΒΤΓ’ Τ - ΑΤ' δρα -ρ- + —~ ΒΑ ■ - '· 

Ή σχέσις αΟτη είναι καί ή έξίσωσις χής ευθείας ΑΒ πρός 
άξονας Γι», Γν κατά χάς πλευράς ΓΑ καί ΓΒ. 

θιώρημα 337—11 

1160 η. Έχ χυχόνχος σημείου χής βάσεως χριγώνου φέρομεν χάς χα· 
θέχους Άποοχάσεις αύχοΟ Από χών Αλλων πλευρών χοΐ χριγώνου. Δεί- 
ξαχε όχι χό Αθροισμα χών λόγων έχάσχης Αποσχάσεως διά χής πλευράς 
πρός ήν δέν είναι χάθβχος είναι σχαθερος Αριθμός. 
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θά Ιχωμεν 


Τ = ο' = σταθ- ’ 


( 1 ) 


Απειθή α! κάθετοι χ, γ είναι εύθέως Ανάλογοι τών μηκών « καί ν 
τής προηγουμΑνης άσκήσεως. 

Ή σταθερά Αξαρτάται Ακ τής γωνίας Γ καί είναι εΟκολον νά 
τήν όπολογίσωμεν, άφοΰ 

_ X _ 7 

'ημ Γ ' 


καί ή σχέσις 


γίνεται 


ή καί 


ημΓ· 




Τ + Τ = '“ Γ · 

αχ -}- βγ = αβ ημ Γ = 2 Ε, 


( 2 ) 


ΰπου Ε τό Αμβαδόν τοΟ τριγώνου. 

Κ&Ι άπ’ ευθείας θά ήδυνάμεθα νά Αφθάνομεν είς τήν σχέσιν 
(2), παρατηροΟντες βτι αχ καί βγ είναι τά διπλάσια τών Αμβα· 
οών τών τριγώνων ΓΔΒ καί ΓΔΑ. Άρα 

αχ βγ = 2 . ΑΒΓ = 2 Ε. 


θιώρημα 337—III 

11β1. Ε(( χδ ίοοοχελές τρίγωνον ΑΒΓ μέ βάσιν ΒΓ φέρομεν τδ δψος 
αύτοΟ ΓΛ. Δείξατε όχι ιό άθροισμα των τετραγώνων τών τριών πλευ¬ 
ρών τοΟ τριγώνου (οοΰται πρδς 

ΔΒ· + 2ΔΑ· + 3ΔΓ*. 

Επειδή: 

ΓΒ’ = ΔΓ· + ΔΒ* 

ΑΓ· = ΔΓ· + ΔΑ» 

ΑΒ· = ΑΓ* = ΔΓ· + ΔΑ* καί 

ΑΒ· + ΛΓ·-{-ΒΓ* = ΔΒ· + 2ΔΑ»+3ΔΓ>. 

θιώρημα 333 

1162. 1) Ή διαφορά τών τετραγώνων δύο πλευρών τριγώνου (οοΰται 
πρδς τήν διαφοράν τών τετραγώνων τών Αντιστοίχων προβολών των 
έπί τήν τρίτην πλευράν. 

Έστωσαν α, β αΐ πλευραί, α’, β' αί προβολαί των έπΐ τήν τρί- 
την πλευράν θά Ιχωμεν 

α· - β* = α'* - β'·. 


Α 



Σι 703. 
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θεώρημα 330 


1163. Ή διαφορά των τετραγώνων δύο πλευρών τριγώνου ίσοϋται 
πρός τό βιπλάσιον γινόμενον τής τρίτης πλευράς χαί τής προβολής έπ’ 
αυτήν τής υπό των άλλων πλευρών περιεχομένης διαμέσου. 



Πράγματι, εις τό τρίγωνον Γ3Δ 
Ιχομεν 

α* = δ* + μ’+ 2 μν, (1) 
είς δί τό ΓΔΑ 

β· = δ» + μ» - 2 μν (2) 
Έξ άφαιρέσεως λαμβάνομεν : 
α’ — β’ = 4 μν = 2 γν. 


ο»·_ β· 

Παρατήρηαα. Δυνάμεθα νά γράψωμεν: ν =-- -— — · Έάν ή 

πλευρά γ καί ή διαφορά α* — β* είναι σταθεραί ποσότητες, τό μή¬ 
κος ν είναι έπίσης σταθερόν. Επομένως, ό τόπος τών σημείων Γ, 
διά τά όποια ή διαφορά τών τετραγώνων τών άποστάσεών των 
άπό δύο σταθερά σημεία Α καί Β είναι σταθερά ποσότης, είναι 
εύθεία ΗΓ κάθετος έπί τήν ΑΒ καί είς άπόστασιν άπό τοΟ μέσου 
αύτής Δ 


ΔΗ = ν 


α* — β* 


2γ 


: σταθ. 


’Ο τόπος οδτος είναι ήδη γνωστός (§ 71)· άλλά χρήσιμον είναι 
νά άποδε,κνύωμεν τάς προτάσεις διά διαφόρων τρόπων. 


θεώρημα 33Θ—Ι 

1164. Δύο τρίγωνα δύνανται νά έχουν τρεις γωνίας Ισας καί δύο 
πλευράς ΐσας, μίαν πρός μίαν, χωρίς νά είναι ίσα. 

Είς τήν περίπτωσιν αύτήν, αί πλευραί χ, γ, ζ τοΟ πρώτου καί 
αί πρός αύτάς όμόλογοι, γ, ζ, υ τοΟ δευτέρου θά εύρίσκωνται 
κατά γεωμετρικήν πρόοδον, ή 


χ γ ζ 

γ ζ υ 

"Ο λόγος τής προόδου αύτής πρέπει νά περιέχεται μεταξύ 


/5^Τ 

2 


καί 


V 5+ 1 
2 


έξαιρουμένης τής μονάδος. 

Λ. χ. ώς-όμολόγους πλευράς δυνάμεθα νά λάβωμεν 

8 12 18 

ή 12 18 27 κλπ. 

Σημιίωοις. Τό ξενίζον πως θεώρημα τοΟτο όφείλεται εις τόν 
άββάν Οεΐϊη. ( Νοην. οοττεβροηάαηα τηαΙΗέτηαϋςμβ, 1876. σ. 338). 
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θεώρημα 340 

1166. “Εάν δύο όρθογώνια .ρίγωνα είναι δμοια, το γινόμενον ιών 
υποτεινουσών αύτών είναι Ισον πρός τό άθροισμα τών γινομένων τών 
ομολόγων πλευρών. (ΠοεΙοτ, ΓΗ. Α., 1369, σ. 433). 

Έστωσαν α, β, γ καί α', β’, γ',αί πλευραϊ τοΟ ένός καί αΐ όμό- 
λογοι πρός αύτάς τοΟ άλλου. ’Εάν μ είναι ό λόγος όμοιότητος, 

α' = αμ, β' = βμ, γ' = γμ· 

Ή βεικτέα σχέσις 

αα'= ββ'+γγ', 

δύναται νά γραφή καί ώς έξης : 

ααμ = ββμ+γγμ, 

καί άληθεύει, άφοΟ άνάγεται εις τήν γνωστήν 

α·=β» + γ·. 

θεώρημα 340—1 

1166. Έάν έχ τού μέσου μιας τών χαθέτων πλευρών όρθογωνίου 
τριγώνου άχθή χά θειος έπί τήν ίποτείνουσαν, ή 
διαφορά τών τετραγώνων τών έπί τής ύποτεινού· 
οης τμημάτων ΙσοΟται πρός τό τετράγατνον τής 
άλλης καθέτου πλευράς. 

Έστω ΑΔ = ΔΒ, ΕΓ = μ, ΕΒ — ν. Είναι ο 
μ· = ΔΓ*- ΔΕ*, 
ν’ = ΔΒ* — ΔΕ*· 

άρα 

μ* — ν· = ΔΓ* - ΔΒ* = ΔΓ* — ΔΑ» = β», 
θεώρημα 340—II 

1166 α. Εις όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ, φέρομεν τό ύψος ΑΔ έπί 
τήν Υποτείνουσαν καί έγγράφομεν περιφέρειαν εις έκαστον τών δύο σχη- 
ματισθέντων τριγώνων ώς χαί εις τό άρχιχόν. Δείξατε ότι ή άπάστασι; 
τών κέντρων τών περιφερειών τούτων εις τά δύο πρώτα τρίγωνα (σου- 
ται πρός τήν πλευράν τοΟ έγγεγραμμένου τετραγώνου είς τήν τρίτην 
περιφέρειαν. (Α. δίΐνε',. 

Τά εΰθύγραμμα ταήματα, τά συνδέοντα τό σημεΐον έπαφής 
τής ύποτεινούσης καί τής έγγεγραμμένης εις τό ΑΒΓ περιφε* 
ρείας, μετά τών τριών κέντρων είναι Τσα, τά δέ άκρα τμήματα 
είναι κάθετα μεταξύ των. "Αρα... {ΗβυίεΙα άβ ΜαΙβηχαΙΐαχ», 8αη- 
(ίαςο, 1904, σ. 245). 

Παραχήρηαις. Τό σχήμα τής προτάσεως αώτής όδηγεί εις διά* 
φορά στοιχειώδη θεωρήματα. Βλ. έπίσης §§ 742, 1599. 

θεώρημα 340— III 

1167. Διά τήν κατασκευήν τοΟ μέσου ά να λόγου τμήματος δύο δοθέν* 
των μηκών α καί β, δννάμεθα νά έργασθώμεν ώς έξής : 



Σι. 705. 
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Έ.ί ί δυύιίοης ίνύιίας λυμβάνομιν μήκος ΑΒ — β α χαί, Ιχατέρτ, ι>Λτχ 
αντον, μήχη ΑΒΓ = ΒΑΔ = α. Λ/« κέντρα τά Γ χαί Δ χαί αχτίνα α 
γράφο/ιιν τόξα τιμνόμινα ιΐς Ο. Το μήκος ΟΑ — ΟΒ «/ναι τό ζητονμινον 
μίοον άνάΐογον των α χαί β. (ΓΗ. Α. 1857, ο. 125). 



"Ας φέρωμεν τήν κάθετον ΟΜ. θά 
Ιχωμεν 

0Α»= ΜΑ* + ΜΟ’, 

Β’ 

ΑΜ’= -Ε-. 

4 

ΜΟ>= ΔΟ>- ΔΜ»= σ'- (α - 


= ®β ~ 4 


Επομένως: 


ΜΑ’ -}- ΜΟ 3 = ΟΑ’ = αβ. 


1167 α. Σημνΐωσις. Ή κατασκευή αΰτη, Αρκετά άπλουστέρα τής 
κλασικής, όφείλεται εις τόν ΓΛοτπίί 8ΐι·οάβ (/. Μ. Ε. χαί 8ρ., 1885, 
σ. 159) καί έθημοσιεύθη Οπό τοΟ ΐνβΐΐίβ τό 1865. 


θτώρημα 341 

1168. Έάν έχ τής κορυφής τής δρθής γωνίας τριγώνου όρθογωνίου 
φέρωμεν τό ύφος αύτοΟ, 6 λόγος τών κύβων τών καθέτων πλευρών εί¬ 
ναι ίσος πρός τόν λόγον τών προβολών έπΐ τάς πλευράς ταύτας τών 
8ύο τμημάτων ε(ς α διαιρείται ή υποτείνουσα ΰπό τοΰ ποδός τού ύψους. 

Έστωσαν ΑΓ = β, ΑΒ — γ. ΔΓ = μ, ΔΒ = ν, ΓΕ = ρ, ΒΖ = ρ. 
Έχομεν; 



καί έκ τών όμοιων όρθογωνίων τριγώνων ΑΓΔ, ΔΕΓ : 



θνώρημα 341—1 


1169. "Εστω μ ή προβολή τής β έπΐ τήν υποτείνουσαν, μ ( ή προ 
βολή τής μ έπΐ τήν β, μ, ή τής μι έπΐ τήν υποτείνουσαν χλπ. θό 
Ιχωμεν 


Ρ 1 _ μ Ρ* _ μ. Ρ* __ μ, Ρ χ _ μ«~» 

ν’ ν ’ γ> V, ’ γ> ν, ■" γ* ν*-* 
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θεώρημα 942 

1170. Τό άθροισμα ιών τετραγώνων τών διαμέσων τριγώνου Ισαΰιαι 

0 

πρύς ίά — χοΟ Αθροίσματος χών τετραγώνων χών πλευρών αίιχοΟ. 

Έσχωσαν β, ε, ζ α( πρός τάς πλευράς α, β, γ, άντιστοίχως, 
διάμεσοι. Έκ τοΟ θεωρήματος τής διαμέσου, λαμβάνομιν τάς 
σχέσεις : 

26*+-^=Ρ' + Υ* 

2ε>+-^-=γ· + «*’ 

2ζ*+^- =θ’ + Ρ·. 

Άρα, διά προσθέσεως : 

δ.+ Ε » + ζ. = 2.( α . + β. + γ .). 

θιώρημα 942—1 

1171. Τό άθροισμα χών τετραγώνων χών διαμέσων χών όρθογωνίων 
τριγώνων μέ σταθερόν υποτείνουσαν α, είναι έπίσης σταθερά ποσότης. 

Επειδή : 

δ« + ϊ , + ζ , = 4( α, + Ρ* + >’> = Τ (α, + β ’ ):= 

= α* = σταθ. ποσότης. 
θιώρημα 942—11 

1171α. Τό άθροισμα χών τετάρτων δυνάμεων χών διαμέσων χριγώ· 
9 

νον είναι (οον πρός χά —ττ χοΟ όμοίου Αθροίσματος διά χάς πλευράς 
16 

αίτιοί. (Ε. ΟβββΓΟ, ΜαίΗαύ, 1882, σ. 115). 

Έκ τών προηγουμένων σχέσεων, 

4β» = 2β·4-2γ'-α*, 

4ε* = 2γ* + 2α'-β\ (1) 

4ζ* — 2α· 2β· — γ*· 

δι' ύψώσεως είς τό τετράγωνον καί κατά μέλη προσθέσεως, λαμ- 
βάνομεν: 

16 (δ* ε 4 ζ 4 ) = 9 (α 4 + β 4 + Υ° ( 2 ) 

1171 β. Παρατήρηοκ. ΕΟρομεν προηγουμένως δτι: 

4(δ·+ε· + ζ , ) = 3(α* + β* + γ·). (3) 

ΆφαιροΟντες κατά μέλη τάς σχέσεις (2) καί (3), άφοΟ ύφώσω- 
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μεν άμφότερα τά μέλη της τελευταίας είς τό τετράγωνον, εόρί- 
σκομεν 

16 (β*ε· + *·ζ* + ζ'δ’) = 9 (α*β· -{- β»γ» + γ·α·). 

Δηλ., τό άθροισμα τών τετραγώνων τών γινομένων άνά δύο τών 

9 

διαμέσων ένός τριγώνου είναι Ισον πρός τά -ρτ- τοΟ άναλόγου 
άθροίσματος διά τάς πλευράς αύτοΟ. 

Σγμε/ο »οις. Τά θεωρήματα αύτά έβόθησαν κατά πρώτον ύπό τοΟ 
^πι«β ΒοοίΗ. (ίοντηαϊ αβ ΜαΙΗέηαΙΐααβ$ 414ηιβηΙαΐη» τοΟ Βο\ιν$εΙ, 
1Θ79, σ. 272, π* 28). 

θεώρημα 342—III 

1172. ΒΙς πάν τρίγωνον, τό τετοάνωνον τής άποστάσεως τοϋ κέντρου 
τής πβριγενραμμένης περίφερε (ας αϊτό τοΟ σημείου τομής τών διαμέσων 
ΙσοΟται προς τό τετράγωνον τής άκτίνος τής περίφερείας ταύτης, μεΐον 
τό ένατον τοΟ άθροίσματος τών τετραγώνων τών πλευρών. 

"Ας προβάλωμεν τάς κορυφάς έπΐ τήν εύθείαν ΟΜ (Σχ. 700)· 
γνωρίζομεν δτι (§ 462, Παρατήρησις): 

ΜΗ = ΜΙ+ΜΚ. (1) 

Είς τό τρίγωνον ΑΟΜ, ίχομεν Κ· = ΜΑ* + ΜΟ*4-2ΜΟ .ΜΙ 

» Κ> = ΜΒ* + ΜΟ*-2ΜΟ .ΜΗ 
» κ· = ΜΓ* + ΜΟ»-|-2ΜΟ.ΜΚ. 

Προσθέτοντες κατά μέλη καί Ιχον· 
τες ύπ' δψιν τήν (1), εύρίσκομεν 

3Κ* = ΜΑ* + ΜΒ· + ΜΓ» + 3ΜΟ*. 
Άλλ' είναι 

ΜΑ = -γ ΑΔ, ΜΑ» = -1αΔ· κλπ. 
Άρα 

ΜΑ* + ΜΒ« + ΜΓ* =|· (α*4-β’+ν’)(· 
άφοΟ, ώς εΤδομεν, ΛΔ*4- ΒΕ· 4- ΓΖ* = (α*-(-β’+Υ’)· Επομένως 

3ΜΟ* = 3Κ." —|- (α* + β> + V*). 

ή ΜΟ* = Κ· —(α* -(- β’ + Υ*)· 

1172α. Παρατήρησης. 1) Ή άπόστασις τοΟ κέντρου Ο τής περί· 
γενραμμένης περίφερείας άπό τό κέντρον βάρους τοΟ τριγώνου 
είναι τό τρίτον τής άποστάσεώς του ΟΗ άπό τοΟ όρθοκέντρου 
(6 1119). "ώστε 

ΟΗ· = 9Κ· - (α· β· + γ·). (2) 

2) "Εχοντες όπ* 6ώιν τήν πρότασιν τής $ 130, 2), όδηγούμεθα 
εόκόλως είς τήν λπομένην; Τό άθροισμα ιών τετραγώνων τών πλευρών 


» ΒΟΜ 

» ΓΟΜ 
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τΰν τριγώνων, ίτινα τίναι Ιγναγραμμένα ιΐς τήν αυτήν, περιφέρειαν καί ίχου ι· 
το αύτό Λράόχεντρον, ή τό αυτά πίντρον βάρους είναι ποσότης σταθερά. 

Επειδή: α* + β' + Υ’ = 9** - ΟΗ». (3) 

11728. Ιημείωαις. Ή σχέσις (2) Βύναται νά εύρεθή καί άτι’ εύ- 
θεΐας (/. Μ.Ε. τοΟ ΙτοηβέδβιηρΒ. 1896, σ. 169, ΒαΓ&αηη, καθώς καί 
τό Ιρνον ΆβΙαΙΐοη εηίνε Ια έΐένη&ηΐ» ά'χιη ΙνίαηρΙε (2' άεϋίΐοη), 
σ. σ. 72 καί 82, τύποι 70 καί 84). 

Είς τό ίδιον περιοδικόν (1892, σ. 248) εύρίσκεται καί μία με¬ 
λέτη τοΟ Α. Βοιιίϊη : ΓΗεΙαηεει άε» ροϊηΐ * τειηαι-αιιαίιΐε» ά’ιιη Ιι-ίαηοΙε 
(1892, σ. 248). 

θεώρημα τον Χίβτυανί 343 


1173. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ, Δ τυχόν σημβίον [έσωτερικόν] τής βά- 
σεώς του βΓ καί μ, ν τά μήκη τών τμημάτων ΒΔ, ΔΓ. Δείξατε τήν 
σχέσιν 

αΑΔ’ = μβ 1 νγ* — μνα, 

όπου α, β. γ αΐ πλευραί ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ άντιοτοίχως ("*). 


Τό θεώρημα τοΟτο είναι έπέκτασις τοΟ γνωστού διά τάς διαμέ¬ 
σους καί κατ' άνάλογον τρόπον άποδει- 
κνύεται. 

Έστω δ τό μήκος τής ΑΔ καί ΑΕ τό 
ύψος τού τριγώνου έπί τήν βάσιν ΒΓ. 

’Εχομεν 

Υ* = δ* -|- μ* + 2 μ ΔΕ 
β’ = δ* ν* — 2 ν.ΔΕ. 

Πολλαπλασιάζομεν άμφότερα τά μέλη 
έκάστης τών Ισοτήτων τούτων έπί ν καί μ, 
άντιοτοίχως, καί προσθέτομεν. Εύρίσκομεν 

β’μ + Υ’ν = Β· (μ + ν) -(- μν (μ + ν) = 

= δ·α -|- αμν. 

Επομένως, 

αΒ' = μβ' -}- νγ* — μνα. 



Σχ. τον. 


1173 α. Σημείοχτις. Ή σχέσις αϋτη άποδίδεται, κατά κανόνα, είς 
τόν δίετνατί (Λρενςμ ΗίεΙονίη ι*ί, σ. 175 καί ΗχεΙοίτε άβ$ 8είεηεει 
ΜαίΜηιαΙΐι/ιια, ύπό ΜαχϊιηϊΙϊεη Μετϊε). Ό ΟβγποΙ, είς τήν Γεωμε¬ 
τρίαν θ/οεως αύτού, δίδει τό Τδιον θεώρημά. Φαίνεται Ομως Οτι 
άνήκει, πράγματι, είς τόν Κ,οδβτί δϊπιεοη. ( ΙηΙ. ά. ΜαΐΗεηχ., 1908, 
σ. σ. 160 καί. 168). 

Τό θεώρημα τοϋ 8/εινα τ( προσφέρεται διά μέγα πλήθος έφαρμο- 
γών. Βλέπε : ΑρρΙίεαΙίοηβ νετηανφιιπύΐεβ άα ΐΗίβτέηχε Λε 8ΐ«ινανΙ εΐ 
ΐΜονίβ άχι ΐΜΤ^οβηΙτε, 1891, ύπό Ο. ΤΗΐτν. 


66. 2 1 )μ. μετ. Διά. τήν γενίχευσιν τού τύπου αότοΰ. διά τυχοϋοαν 
θέοιν τού σημείου 6 έπί τής ΒΓ, θά πρέπει έκαστος τδν άριθμδν μ. ν νά 
λαμβάνεται Ας θετικός, έφ' όσον ή φορά Β4 ή 4Γ τού· Αντιστοίχου τμή¬ 
ματος είναι ή Ιδία μέ τήν φοράν ΒΓ τής 6άσε«ς. Άλλως θά λά„η* ν ?- 
ται Αρνητικός. 



Παράδειγμα: Διά τήν ίιάμιοον, είναι μ = ν = ~· βθεν, διά 6ι- 
αιρέσεως κατά τά μέλη διά μ: 

2β· = β· + γ'-2μ* = ρ* + γ«--^-. 

Διά τήν Ιοαιιιριχην διχοτόμον ; . 

Τό θεώρημα τής παραγράφου 1174 δόναται νά θεωρηθή ώς 
οχόλιον τοΟ Ανωτέρω τοΟ δίειοαΓί. 

Βλέπε έπίσης μίαν ώραΐαν στοιχειώδη σπουδήν έπΐ τών έφαρ- 
μογών τοΟ θεωρήματος αύτοΟ είς ΒαΙΙΐΙίη ά. ιηαΙΗ. έΐέτη., 
τών Νίεννβηκίοτνβλΐ καί Οεπηΐ (1895 - 96, σ. σ. 113 κάί 110 καί 
1903 - 4, σ. 50). 

Θιώρημα 943—1 


1173 β. Έάν Ε καί Ζ είναι τά σημεία τομής τών Απέναντι πλευρών 
ΑΒ, ΓΔ καί ΑΔ, ΒΓ τοΟ έγγεγραμμένου τετράπλευρου ΑΒΓΔ είς περι¬ 
φέρειαν άκτίνος Κ καί κέντρου Ο, θά είναι: 

ΕΖ* = ΟΕ» + ΟΖ· —2Κ\ (1) 

Ή άπόδειξις διά τοΟ θεωρήματος τοΟ 5ίετυα/Ί (Τίπι-ν)· 

Έκ τής σχέσεως (1) ίπεται καί ή Ακόλουθος: 

ΟΕ . ΟΖ . συν ΕΟΖ = Κ’, (2) 

καί άντιστρόφως (ΕιηιηεποΗ). 

(Λ/αΐΛεηε, 1902, σ. 52, ηιιβείΐοη 1325). 

θβώρημα 343—11 


1174. Ή Υποτείνουσα όρθογωνίου τριγώνου διαιρείται είς τρία ίσα 
μέρη καί φέρονται αΐ συνθέουσαι τήν κορυφήν μέ τά σημεία θιαιρέσεας 
εδθείαι. Το Αθροιομα τών τετραγώνων τών. εΰθειών αϊτών, ηύξημένον 

1 9 

κατά τό τετράγωνον τοΟ τής ύποτεινούοης ίαοΟται πρός τά τοΟ 

Ο ο 

τετραγώνου τής Υποτεινούοης. 

Διά μ= καί ν= , θά πρέπει νά δείήωμεν δτΐ: 



Χι «ο- 


δ' + ε* + ΔΕ· = --α·. 

”0 γνωστός τύπος (§ 1173) 
δ*α = μβ’ -|- νγ· — μνα, 
ο 2 

διά μ = —, ν = — α καί μετά τι- 

νας Απλοποιήσεις, γίνεται 

1 2 2 

δ ’ = -γ Ρ* + ύ Υ’ ~ ■■5" α *· 


“Αναλόγως εδρίσκομεν 

2 1 2 
6*= -γ β· +—γ’ ~ τ α *' 



Διά ττροσθέοεως κατά μέλη λαμβάνομεν 


καί έπειΟή 


Ιπεται 


ή 


6· + ε· = β· + γ·- -£-«»· 
ΔΕ'=^·, β* + γ*=α», 

Β* + ε' + ΔΕ* = β'--1α' + γ 
ΑΔ' + ΔΕ* 4- ΛΕ· = ^ α». 


θιώρημα 949— III 

1175. Πρός τήν βάβιν ΑΒ έγγ* γραμμένου εις περιφέρειαν Ο τριγώ¬ 
νου φέρομεν χορδήν παράλληλον Λ Μ, καθώς καί τάς ίύθείας ΓΝΛ καί 
ΓΜ. Δείξατε οτι τό γινόμενον ΓΜ . ΓΝ είναι Ισον πρός ιό ΓΑ . ΓΒ των 
πλευρών τής γωνίας Γ. 

Τά τρίγωνα ΒΓΝ, ΑΓΜ είναι Ομοια, ώς (οογώνια. Πράγματι, 
ή έγγεγραμμένη γων. Β = Μ καί γων. 

ΒΓΝ = ΑΓΜ· άρα 

ΓΑ _ ΓΝ 
Τμ -- ΓΒ ’ 

η ΓΑ . ΓΒ = ΓΜ . ΓΝ. 

1175 λ. Παρατήρηαις. Δύο γνωστά 
θεωρήματα εΤναι εί&ικαί περιπτώσεις 
τού Ανωτέρω : 

1) Τό γινόμενον Δύο πλευρών τριγώνου 
Ιοοϋχαι πρός το γινόμενον τής Διαμέτρου τής 
περί ψγραμμένης περίφερε ία; καί χοΰ ΰψονς 
έπί τήν ερέτην πλευράν. 

ΓΒ I ΒΕ [ ΕΔ 

Πράγματι, ή γων. ΓΑΔ είναι Δρβή, μέ μέτρον τόξ. 1 —■ - — - , 

τό 04 μέτρον τής Η είναι: τόξ. ^5+^Δ+ΔΑ - Α ρ α χ6 ξ β£ — ΔΑ, 
ή 04 χορΟή ΔΕ παράλληλος πρός τήν ΛΒ· έπσμένως 
ΓΑ . ΓΒ = ΓΔ . ΓΗ. 

2) Τά γινόμενον Δυο πλευρών τριγώνου ίοοϋιαι πρός τό τετράγωνον τής 
ίπ’ αΔεών περί ιχομίνης {σατιρικής διχοτόμου, πολλαπλ ααιααμένης Ιιτί τό 
γινόμενον τών τμημάτων τής τρίτης πλευρές, τών όρι ζομίνων (π’ αυτής υπό 
τής έν Ιόγφ Διχοτόμου. 

ΈπειΟή ή παράλληλος πρός τήν ΑΒ ίφαπτσμένη τής περιφέ¬ 
ρειας έφάπτεται αύτής είς τό μέσον θ τοΟ τόξου ΑΘΒ καί η εύ- 
θεΐα Γθ είναι Οιχοτόμος τής γωνίας Γ. ΑΙ εύθεΐαι έπομένως ΓΜ, 
ΓΝ συμπίπτουν. 



ι*. "Η. 
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* Αρα ΓΑ . ΓΒ = ΓΙ. Γθ = ΓΙ (ΓΙ + Ιθ) = ΓΙ> -+- ΓΙ. Γθ. 

ή ΓΛ.ΓΒ = Π* + ΑΙ.Β1. 

άφοΟ ΓΙ.!Θ = Α1.ΒΙ. 

Ανάλογος σχέσις εύρίσκεται καί διά τήν έξωτερικήν διχοτόμον. 

1176β. Σημείωοις. 1) Ή Ανωτέρω πρότασις ευκόλως διατυποΰ- 
ταΐ καί ώς έξής: Δύο Ισογώνιοί, ευφτίαι, 9ιά τής αυτής κορυφής Ινος 
τριγώνου αγόμενα ι καί ίκ τών όποιων ή μία περατοΰται είς τήν άπίναν τι 
πλευράν καί ή άλλη τΙς τήν πτριγεγραμμένην περιφέρειαν, Ιχονν γινόμενον 
οταφερόν. 

Διά τόν όρισμόν τών Ισογωνίων ευθειών βλέπε § 1118. 

2) Ή πρότασις αϋτη (1175 β), χρησιμοποιείται ώς τό βασικόν 
θεώρημα τής 'Ισογωνίου 'Αντιστροφής. (Βλ. έπμ. § 1342, γ). ’Ο μετα¬ 
σχηματισμός αότός είναι γνωστός άπό τοΟ 1890—1891 καί όφείλε- 
ται είς τόν Ββτηέε. Ένωρίτερον, ό Οοδ είχεν δημοσιεύσει σχετι- 
κώς είς ΑββοσίαΙίοη (ταηςαύε ροιιτ Ι’ανανατηβηΙ ιίεβ κίσηοε». (Ι.Μ.Ε., 
1890, 1891. κλπ.). 

θεώρημα 344 

1176. Τό γινόμενον τών αποστάσεων τυχόντος σημείου τής έγγεγραμ¬ 
μένης περιφέρειας είς τρίγωνον άπό τών τριών 
πλευρών αίττοΰ, είναι Ισον πρός τό γινόμενον 
τών Αποστάσεων τοΟ σημείου άπό τών πλευ¬ 
ρών τοΟ τριγώνου τών έπαφών. 

"Εστωσαν α, β, γ αΐ άποστάσεις τοΟ 
Μ άπό τών πλευρών τοΟ 4 ΥΥ* γραμμένου 
τριγώνου καί δ, ε, ζ αΙ άποστάσεις τοΟ 
Ιδιου σημείου άπό τών πλευρών τοΟ περι- 
γεγραμμένου τριγώνου. 

Γνωρίζομεν βτι ή άπόστασις τοΟ ση¬ 
μείου Μ άπό μιάς χορδής είναι μέση άνά- 
λογος τών άποστάσεών του άπό τών έφα- 
Γ πτομένων είς τά άκρα τής χορδής αύτής 

χ, 712. (§§ 25, 1129). “Ωστε 

α ! = δε. β* = εζ, γ* = ζδ, 

Αρα αβγ = δεζ. 

Παρατήρηαις. θά ήδυνάμεθα καί άπ’ εύθεΐας νά άποδείξωμεν 
τήν πρότασιν αύτήν, χρησιιιοποιοΟντες τά γνωστά θεωρήματα τών 
παραγράφων 1175 α, 1) και 1128. 

ΟΟτω 2 ρα = ΜΑ . ΜΒ, 2ρβ = ΜΑ . ΜΓ, 2ργ=ΜΒ.ΜΓ 
καί 8ρ·αβγ = ΜΑ*.ΜΒ».ΜΓ» (1) 

•Αλλά 2ρδ = ΜΑ\ 2ρε = ΜΒ·, 2ρζ=ΜΓ· 
καί 8ρ·δεζ = ΜΑ*.ΜΒ*.ΜΓ». (2) 

Επομένως, διά συγκρίσεως τών (1) καί (2). 

αβν = δεζ. 
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θεώρημα 344—1 


1177. 'Εάν Λ. Μ, Ν είναι ιά σημεία έπαφής τών πλευρών τριγώνου 
ΑΒΓ μετά τής εγγεγραμμένης είς αυτό περιφερείας (Ο), ό λόγος των 
Αποστάσεων τού κέντρου Ο Από δύο απέναντι χορυφών τών τριγώνων 
ΑΒΓ καί ΛΜΝ είναι Ιοος πρός τόν λόγον τών Αποστάσεων τών Ιδίων 
χοουφών άπό τών Απέναντι αυτών πλευρών, (δβΐιηοπ). 


Πρέπει νά δείξωμβν δτι: 

ΑΟ _ ΑΖ 

Λδ·-·ΛΤ * 

Τά όμοια τρίγωνα ΑΟΗ, ΟΛΘ δίδουν 
ΑΟ ΑΗ 
Λθ"= Λ^’ 


( 1 ) 


Αλλά ΑΟ.ΔΟ= ΟΜ' = ΟΛ», 
καί έπομένως 

ΑΟ ΛΟ 
τ^υ ~ ΔΟ ' 


( 2 ) 


Τάς Αναλογίας (1) καί (2) δυνάμεθα νά 
γράψω μεν καί κατά τήν μορφήν: 

ΑΟ _ ΛΟ _ ΑΗ 
ΑΟ ~ Δϋ" - Λ^ - ’ 

έκ τής Αποίας 

ΑΟ ΛΟ + ΑΗ _ ΑΖ 
'Λΰ’ ~ ΔΟ+ΛΘ ~ ΛΤ ’ 



1177 α· -Σημείωβιρ. Έωαχτομεηκόν (ΙαηρβηΙίβΙ) τρίγωνον. ΟΟτω 
καλείται τό τρίγωνον ΑΒΓ, τών έψαπτομένων τής περιψερβίας 
ΛΜΝ είς τάςκορυφάς τοΟ είς αύτήν έγγεγραμμένου τριγώνου ΛΜΝ. 

Τό έφαπτοαενικόν τρίγωνον τοΟ ΛΜΝ είναι τό χολικόν τρίγωνον 
αότοΟ πρός τήν περιγεγραυμένην είς αϋτό περιφέρειαν. 

Είς τΛν Γεωμετρίαν τρίγωνου θεωροΟμεν συχνά τό έφαχτομεηκόν 
τρίγωνον ΑΒΓ, ώς καί τό τρίγωνογ τών έχαφών ΛΜΝ. 


βεώρφμα 


1178· Έκ τυχόντος σημείου Μ περιφερείας φέρομεν τυχούσαν χορ¬ 
δήν, τέμνουσάν σταθερόν χορδήν είς Α καί τάς έφαιττομένας είς τό 

ΜΒ. ΜΓ 

Ακρα αότής είς Β καί Γ. Δείξατε ότι δ λόγος - ’ — είναι Αριθμός 

ΜΑ* 

σταθερός. 


(Μέθοδοι, 6 290) 


θεώρημα 348— 1 


1179· ΘεωροΟμεν τυχόν τρίγωνον καί τό τρίγωνον τών έπαφών τοΟ 
είς αότό έγγεγραμμένου κύκλου. ’Εάν διά τυχόντος σημείου Μ τής έγγε- 
γ ραμμένης περίφερε (ας φέρωμεν ιύθεΐαν (ε) παράλληλον πρός δοθεΐσαν 
δΐεύθυνσιν (Ε), τό γινόμενον τών Αποστάσεων τού σημείου αότού Από 
τών σημείων τομής τής (ε) καί τών πλευρών τού ένός τριγώνου Ιχει 
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λόγον πρός τό γινόμενον ιών άποστάσεών του άπό των σημείων καθ’ α 
ή Ιδία εΰθεία τέμνει τάς πλευρά; του έτέρου τριγώνου, Ισον πρός στα¬ 
θερόν αριθμόν. 

Θεώρημα 346—11 


1180. Διά τυχόντος σημείου τής έγγεγραμμένης ε(ς τρίγωνον περιφέ¬ 
ρειας φέροιιεν τέμνουσαν παράλληλον πρός δοθεΐσαν διεύθυνσιν. Δεί¬ 
ξατε, ότι το γινόμενον των αποστάσεων τοΰ σημείου αύτοΰ από τών 
τριών σημείων τομής τών πλευρών τοΰ τριγώνου έπαφής έχει λόγον 
πρός τό γινόμενον των άποστάσεων τοΰ σημείου άπό ιών πλευρών τοΰ 
περιγεγραμμένου τριγώνου, αριθμόν σταθερόν. 


Τό Θεώρημα τοΟτο δύναται νά έπεκταθή είς Μν τυχόν περιγε- 
γραμμένον πολύγωνον καί εις τό άντίστοιχον έγγεγραμμένον τών 
σημείων έπαφής, άποδεικνύεται δέ κατ’ άνάλογον τρόπον όπως 
καί διά τό θεώρημα τής άσκήσεως 344 ώλλά χρησιμοποιοΟντες 
καί τήν πρότασιν τής άσκήσεως 345 (§§ 1176 καί 1178. 

Έστωσαν α, β, γ αί άποστάσεις τοΟ σημείου Μ τής περιφε- 
ρείας άπό τών σημείων τομής τών πλευρών τοΟ έγγεγραμμίνου 
τριγώνου καί τής δι’ αύτοΰ τεμνούσης, δ, ε, ζ αί άποστάσεις τοΟ 
[Βίου σημείου άπό τών σημείων όπου ή τέμνουσα συναντά τάς 


πλευράς τοΰ περιγεγραμμένου τριγώνου. 

"Αν παραστήσωμεν διά λ, μ, ν σταθερούς άριθμούς, θά Ιχώμεν 
τάς σχέσεις : 


α* 

δε 


= λ, 




καί = Ϋλμν. 

βεζ 

1181. Παρατηρήαας. 1) Αί σταθβραί έξαρτώνται καί άπό τό δο- 
θέν τρίγωνον καί άπό τήν διεύθυνσιν τής τεμνούσης. 

2) Παριστώντες διά α', β', γ', δ’, ε', ζ' τάς άποστάσεις τοΟ δευ¬ 
τέρου σημείου τομής Μ' τής διά τοΰ Μ τεμνούσης καί τής περιψε- 
ρείας, άπό τών Ιδίων, ώς καί προηγουμένως, κοινών σημείων τής 
τεμνούσης καί τών πλευρών τών δύο τριγώνων, θά έχωμεν τήν 
σχέσιν 

°Ρν _ «'Ρν* 

Βεζ δ'ε'ζ' ' 

οΙασΑήποτ* οΰσης τής Αανΰνψοιως ιιμνούοης. 


θεώρημα τον ΕηΙ»τ 348 

1182. ΕΙς παν τρίγωνον, ή άπόστααις δ τοΰ κέντρου τής περιγε- 
γραμαένης είς αϋτό περιφερείας άπό τοΰ κέντρου τής έγγεγραμμένης, 
συνδέεται μετά τών αντιστοίχων άκτίνων διά τής σχέσεως 

δ> = Κ (Κ — 2 ρ). 

(Βλ. ΜίΦοΛοι, § 327 καί }. Μ. Ε. τοΟ Τ,οπχείιαιηρε, 1Θ95, σ. 19Θ). 

1182 α. Ά11η άχόδιιξις. Ή διχοτόμος ΑΙΔ διέρχεται διά ΧοΟ 
μέσου τοΰ τόξου ΒΔΓ καί γνωρίζομεν δτι ΔΙ = ΔΒ = ΔΓ (§ 701 
Παρατήρησις καί § 816, Παρατήρησις). θά Εχωμεν 

Κ.· - δ>= ΑΙ.ΙΔ = ΑΙ.ΒΔ. 



Εάν φέρωμεν τήν διάμετρον ΔΕ καί τήν άκτίνα ΙΚ, τά βμοια 
»νια τρίγι ... 


,γωνα Α1Κ καί ΒΔΕ 
ΑΙ. ΒΔ = 2 Βρ 


όρθογώ 
δίδουν 

ΑΙ 2 Η. 
ρ - ΒΔ 
καί έπομίνως, 

Β.* — 8* = 2Βρ ή δ· = Β(Β-2ρ). 

Αντίστροφον #*<ύργμα 340—1 

1182 β. "Εάν μεταξύ ιών (Ικτί¬ 
νον Κ καί ο δύο περιφερειών (Ο), 

<Ι) χαί τής άποστάοεως 01 = 8 τών 
κέντρων αύτΛν ύφίοταται ή σχέοις 

»’ = Β(Β — 2ρ), 

όπάρχει όπειρία τριγώνων, Ιγγτγραμ¬ 
μένων είς τήν περιφέρειαν (Ο) καί περιγβγραμμένων είς τήν (I). 



Διά τυχόντος σημείου Α τής περιφερείας (Ο) φίρομεν τάς έφβ- 
πτομένας ΑΒ, ΑΓ πρός τήν περιφέρειαν (I). 

Τό κέντρον I εύρίσκεται έ«1 τής διχοτόμου τής γωνίας ΒΑΓ. 

*Η σχέσις β*=Β·— 2Βρ δεικνύει δτι ΑΙ. ΙΔ=2κρ τά δέ τρίγωνα 
ΑΙΚ, ΒΕΔ είναι βμοια καί έποαένως ΑΙ. ΙΔ = 2Βρ. Είναι λοιπόν 
Δ1 = ΔΒ καί κατά συνέπειαν το σημεΐον I είναι κέντρον τοΟ έγ·* 
γεγραμμένου είς τό τρίγωνον ΑΒΓ κύκλου. Ή, άλλως, ή ΒΓ έφά· 
πτεται τής περιφερείας (I) καί τοΟτο' οίουδήποτε βντος τοΟ ση¬ 
μείου Α. Άρα.,. 

1182 γ. Χημοίοοοα- 1) ΑΙ .Ανωτέρω 
Αποδείξεις τοΟ ά»α >ρήματος τοΟ ΕνΙοτ καί 
τοΟ άντιστρόφου του έροτνίσθησαν έκ 
τοΟ ΒνΙΙβΗπ ίέ* κΐοηοβ» ψηαΙΜτηαΙΐηνοο 
4( ρΗι/ίίςυα 414τηβηΙαίνβ* (1903, σ. 194,2«). 

Μία ώραία στοιχειώδης μελέτη έπΐ 
τοΟ θεωρήματος τοοτου καί τής γενι- 
κεόσεώς-του εύρίσκεται είς /οι» **ηαί άβ 
ΜαΙΜτηαΗανοο έΙΑχηβηΙαχη* τοΟ ναίδβιΐ 
(1902—1903, σ. 97). 

2) Δυνάμεθα νά θέσωμεν τό έπόμε- 
νον πρόβλημα ι 'Βχ τών Ιγγογραμμ/να ν 
·Ι( τήν περιρώρειαν (Ο) καί π»ρ< «γραμμέ¬ 
νων ·Ις την (I) τριγώνων, χοΙο* το Ιχον χό 
μ/γιοχοτ η ΙΙάχισχοψ Ιμβαύόψ ; 

Συμφώνως πρός μίαν προγενεστέραν παρατήρησιν (β 573), άγό- 
μεθα είς τό νά θεωρήσωμεν τά Ισοσκελή τρίγωνα, τά Ιχοντα ώς 
κορυφάς τό ·ν ή τό άλλο άκρον τής διαμέτρου ΛΟΙΑ' (Σχ. 715). 

Τό μέγιστον τρίγωνον είναι τό ΑΒΓ, μέ έμβαδόν 

Ε = (Β + Ρ + δ) ΫΒ» — (δ + ρ)’ 
καί τό έλάχιστον τό Α'Β'Γ', μέ έμβαδόν 

Ε' = (Κ + Ρ -*) 1 Λ* 3 (0 - Ρ)* . 



(Α. Βοαίίπ) 
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(ΙηΙβιιηέάίαίΓβ άβα ΜαΐΜτηαϋϋίβτα, 1904, ο. 248 — 252* διάφοροι 
λύσεις Οπό ΐνβϊηαιβϊβΙβΓ, ΜαΙδΐβα, Μείο, Βουΐίη). 

3) ΤΑ τρίγωνα ταΟτα Ιχουν διαφόρους Ιδιότητας· διάφοροι πο¬ 
σότητες έμφανίζονται είς αότά ώς σταθεροί. Λ.χ. αί 

, Α. ΑΗ + ΒΗ + ΓΗ, 
τ τ 1 ' 

, , 1 , 1 . 1 1 , 1,1 

Ρ-+ΡΡ+ΡΤ. ρ-7 + ^ + ^7· ϋ7 + ί|Γ+^· 

Τό κέντρον τής πβριφερείας τών έννέα σημείων, τό όρθόκεν- 
τρον καί τό κέντρον βάρους γράφουν περίφερείας. 

(ΜαΐΗβώ, 1901, σ. 271, Β ° 22). 

4) Τά δρια μεταξύ τών όποίων ττεριέχονται αί περίμετροι τών 
τριγώνων αύτών όρίζονται ύττό τών Ανισοτήτων 

2Κ· + ΙΟΚρ - ρ· — 2 (Κ - 2ρ) |κ* - 2Κρ < τ* 

< 2Κ· + ΙΟΚρ - ρ· + 2 (Κ - 2ρ) Ιΐκ· - 2Κρ . 

(Ν. Α. 1908, σ. 558). 


θίώ^ημα 340—II 

1183. 'Εαν ρ α είναι ή άχτίς τής παρεγγε γραμμένης ε(ς τό τρίγωνον 
ΑΒΓ χαΐ είς τήν γωνίαν Α πβριφερείας καί δ α ή άπόατασις τον κέν¬ 
τρου της άπό τοΰ κέντρου τής περιγεγραμμένης πβριφερείας, θά δχωμεν 
τήν σχέσιν: 

8·« = Κ(Κ + 2ρ β ). 

(ΜίΜοι, 6 327, β). 

1183 α. ΣημβΙωβις. Ή οχίαις τοί ΚχίΙβτ είναι τό πρώτον βήμα έπΐ 
μι&ς όδοΟ τήν όποίαν έπιφανείς γεωμέτραι ήκολούθησαν κατόπιν. 
Πρόκειται περί τών πολυγώνων τών ένγεγραμμένων καί περιγε- 
γραμμένων εις δύο δοθείσας πβριφερείας ή, γενικώτερόν, είς δύο 
κωνικάς τομάς. Τό 1792 4 Νΐοοίβε Ρα$β έπεζήτησβ νά λύση τό 
όμώνυμον πρός αύτόν πρόβλημα: Νά εύρεθή ή σχέσις ή συνδέουσα 
τάς Ακτίνας καί τήν διάκεντρον δύο περιφερειών, έκ τών όποίων 
ή-μία είναι έγγέγραμμένη καί ή άλλη περιγεγραμμένη είς δοθέν 
πολύγωνον. Δέν έπέτυχεν δμως τήν λύσιν παρά δι είδικάς τίνας 
περιπτώσεις. 

Ό Ροηοβίβΐ άργότερον, κατά τό 1817- 1822, έπεξειργάσθη.γεω- 
μετρικώς τό πρόβλημα τής έγγραφής καί περιγραφής ένός πολυ¬ 
γώνου είς δύο δοθείσας κωνικάς τομάς καί τό έπέλυσε έν όλη τή 
γενικότητι αύτοΟ. 

Τό 1828, 4 )βοσ1» έπελήφθη τοΟ αύτοΟ προβλήματος άπό 4τνα· 
λυτικής σκοπιάς. 

Ό Μοαίετά (1862) είργάσθη έπί τοΟ αύτοΟ θέματος Αλλά κατά 
γενικόν τρόπον. (Αρρίχύαΐίοηι. ιΓαηαΙρββ β( άβ βίοτηέΐκίβ, ύπό Ροηςβίβΐ, 
τόμ. I, σημ. 3, σ. 535). 

θ·ώ$ημα 348—III 

1184. Είς παν τρίγωνον, τό άθροισμα τών τετραγώνων τών Αποστά¬ 
σεων τοΟ κέντρου τοΟ περιγεγραμμενου κύκλου είς αυτό άπό τών τεσσά- 



529 


ριον κύκλων τών έφαπτομένων ιών τριών πλευρών τον, Ισοΰται πρός τό 
δωδεχαπλάσιον τοϋ τετραγώνου τής άχτΐνος τοΟ περιγεγραμμένου κύκλον 

Επειδή 

6* = Κ. (Β. — 2ρ), 
δ„’ = Κ (Κ+2ρ„ ), 
δ Ρ » = Β (Β + 2ρί ). 
δ Υ 3 = Β(Β+2ρ ν ), 

δ 3 + δ 0 3 + 8β* + δ Υ 3 = Β(4Β + 2ρ α +2ρβ-4-2ρ Υ - 2ρ). 

“Αλλά κατά τήν § 736, τό άθροισμα ρ α + Ρβ + Ρν — ρ — 4 β. 
"Αρσ δ· + 6» »+ 6β * + 6 Υ » = Β (4Β + 8Β) = 12Κ ·. 

Σημ^ίωσις, Τό θεώρημα άνήκει είς τόν άνώνυμον, συντάκτην 
Ι,.Ρ.Ρ. Β. ένός ένδιαφέροντος άρθρου ε(ς Αη. ά. Οϊγο-, τομ. XIX, 
1826-1829. σ. 216. 

ΕΙς τό άρθρον τούτο ύποδε,χνύονται καί άλλαι σχέσεις, σελ. 

211 — 210 . 

θεώρημα 346 — IV 

1186. Έάν φέρωμεν τήν κοινήν διάμετρον ΜΜ τή; περιγεγραμμένης 
καί έγγεγραμμένης περιφερείας «Ις τρίγωνον ΑΒΓ, ή άκτίς τής έγγε- 
γραμμένης περιφερείας θά είναι μέση ανά¬ 
λογος τών τμημάτων ΜΡ, Νβ, τών περιε¬ 
χομένων μεταξύ τών δύο περιφερειών. 

(Μ. Α. 1650, σ. 216). 

Έστωσαν 

ΟΝ = ΟΜ = Β, ΟΑ = δ, Δβ = ΔΡ=ρ, 

ΜΡ = ΟΜ - ΟΔ - ΔΡ = Β - ρ - δ, 

Νβ = ΝΔ - Δβ = Β — ρ + δ, 

ΜΡ . Νβ = (Β — ρ)» - 6». 

Αλλά-κατά τό θεώρημα τού Ειι1«γ, 
δ 2 = Β 5 — 2Κρ, 
καί έπομένως: 

ΜΡ . Νβ = Β. 1 - 2Βρ + ρ» - (Η.· — 2Κρ) = ρ». 

Παραχηρήοιις. 1) Μβ . I Ρ = 4Κρ-(-ρ 3 . 

2) Πσριστώντες διά Δ καί Δ' τάς δυνάμεις τών σημείων Ρ καί 
β πρός τήν περιγεγραμμένην περιφέρειαν, λαμβάνομεν σχέηιν 
όψειλομένην είς τόν Οπιηβτΐ: 

Δ . Δ’ = ρ·(4Κ +ρ). 

( Νο»<'· ΛηηαΙββ, 1858, σ. 447). 

1186 β· Σημιίωσις. “Αριθμητικοί αχέοεις. Ή ϊκτη Ικδοσίς τών 
ΤΗ4ονέτηβ$ *>< ρηαΜέτηα τοΟ ΟαΙαΙαη περιέχει μέγα πλήθος άριθμητι- 
κών σχέσεων. “Από τής άπόψεως αότής πληρέστερου δύναται νά 
θεωρηθή τό ίργον τού νιιίδβττ : ΗβΙαΙίοηβ βηΐΓβ Ια £ΐέ>ηβηΙ» άιι 
ΙτίαηρΙβ (1893), περιέχον περί τάς 273 σχέσεις, μετά τών άποδεί- 

Γ·α>μ* τρία 34 
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ξεών των, άναφβροιιένας είς- 6,τι πλέον ένδιαφέρον παρουσιάζει 
ή κλασική Γεωμετρία σχετικώς πρός τό τρίγωνον. 

Είς διάφορα Αρθρα τοΟ ίοντηαΐ άε τηαΙΜτηαΙίηνβι έΐέτηβη Ιαϊνβε 
τοΟ Ο. άβ ί,οπ^εΐιεπιρί ΰπάρχουν πολυάριθμοι σχέσεις έπΐ τής 
Γιωμβτρίας χοΰ τρι γώνον' τό αύτό Ισχύει καί διά τήν ΜαΙΚεή», ώς 
καί διά τά έργα τοΟ Οβεβγ καί τοΟ ΕπκηϊποΙι (Λ ιβςι«βί ρ( ΙΗβ 
(ίτιί ιΐχ Βοολί ο{ ίόε ΕΙετηβηΙβ ο{ ΕηεΗά, 6γ Ιοδη Οβββγ καί Βίε 
ΒτοααηΙιεΗβη Οεΐηίάβ, νοη Πγ ΕιηπιβΓΪσδ). 

θεώρημα 34β— V 

1185 β. Δυνάμεθα νά χάτασκευάσωμεν άηειςίαν τριγώνων έχόντων 
τήν αύχήν ιτεριγεγραμμένην περιφέρειαν καί πληρούντων μίαν τών έπο- 
μένων συνθηκών. 

1) Νά έχουν τήν αύιήν έγγεγραμμένην περιφέρειαν 9) τό αύτό όρ· 
ΘΑκεντρΟν' 3) τό αύτό χέντρον βάρους' 4) τό αύτό σημεΐον τού Εεπιοίοβ. 

1) Έάν δοθοΟν δύο περιφέρειαι (Ο) καί (Δ) (Σχ. 716), τών 
όποίων αί Ακτίνες Ε. καί ρ καί ή βιάκεντρος β πληροΟν τήν σχέσιν 

β· = Ε (Ε - 2 ρ), 

πβσα έφαπτομένη ΑΒ τής έσωτερικής περιφβρείας όρίζει τρίγωνον 

ΑΒΓ έγγεγροφμένον είς τήν πε¬ 
ριφέρειαν (Ο) (} 1162 α). 

2) Τό αίτιο όράόκεντρον. (Βλ. $ 

130, 2) )· 

3) Τά αύτό κίντρον βάρσνι. Φέ- 
ρομε% τυχοΟσαν χορδήν ΑΘΜ διά 
τοΟ βοθέντος κέντρου βάρους -θ 
καί λαμβάνομεν έπί ταύτης 

ΘΜ = -ί- Αθ. 

Διά νά σχήματίσωμεν 8ν τών ζη¬ 
τουμένων τριγώνων. Αρκεί νά φέ- 
ρωμεν διά τοΟ Μ χορδήν ΒΓ κά¬ 
θετον έπί τήν ΟΜ. 

Ή χορδή ΑΘΑ' όδηγεϊ είς 
ΐι ττ». τήν εΰρεσιν ένός δευτέρου τρι¬ 

γώνου Α'Β'Γ'. 

4) Τό αύτό οημχΐον χοΰ Βειηοΐαβ. (Βλ· έπμ. § 2442). 

Παβαχηρήαχκ. 1) Τά σημεία Μ, Μ’ κατασκευάζονται εάκολώτε- 

00 

ρον λαμβάνοντες ΘΡ = —^— καί γράφονιες τήν περιφέρειαν. 

^Ρ, -5-^· έπειδή αΟτη είναι ό τόπος τών σημείων Μ ή Μ'. 

2) 'Η περιφέρεια τών Γσαιν ροπών ή τών όπτώ οημχΙοΛτ (5 2411), ή 
(χουσα Οθ. ώς διάμετρον, είναι κοινή είς πάντα τά τρίγωνα, ώς 
τό ΑΒΓ, καί διέρχεται διά τών όκτώ σημείων τών σχετικών πράς 
έκαστον έξ αύτών. 

3) Τά τρίτωνα ΑΒΓ ίχουν πάντα τό αύτό όρθάπεντρον, άφοΟ 

ΟΗ 

Οθ = — γ~ καί τό σημεϊον Η σταθερόν έπομένως. 
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4) Επίσης, ιό αβροίομα τών τετραγώνων τών πλευρών τών 151ων 
τριγώνων είναι οιαβιρά ηοοότης. Επειδή τοΟτο είναι ίσον πρός 
9 (Κ’ — Οθ'). 

ΒΧ. § 1172 καί ΙοντηαΙ άβ ΜαΐΗέτηαΙίςαβΒ τοΟ ΤιιϊόβΓ ί, 1902-1903, 
σ. 117, η· 5413. 

θιώρημα 346— VI 

1186 γ. Ό τόπος τών κέντρων Ι„ , 1« . Ι γ , τών παρεγγεγραμμέ- 
νων περιφερειών είς τά τρίγωνα τά εχοντα τήν αυτήν περιγε- 
γραμμένην περιφέρειαν (Ο) καί τήν αύτήν έγγεγραμμένην (1), είναι 
περιφέρεια Αμαιάβειοι τής (Ο) καί μέ διπλάσιάν άχτΓνα 2Κ. 

Πράγματι, τό κέντρον I εΐναι τό όρθόκεντρον τοΟ τριγώνου 
Ια Ι(ΐ Ιγ καί τό κέντρον Ο κέντρον τής περιφέρειας τών έννέα ση¬ 
μείων τοΟ τριγώνου τούτου. Κατά συνέπειαν, ή περιγεγραμμένη 
εις τό τρίγωνον περιφέρεια (Γ) εΐναι όμοιόθετος τής περιφέρειας 
(Ο) καί τό σημεΐον Ο διαιρεί τό τμήμα ΙΓ είς δύο ϊσα μέρη. 

[Ιπίΐτγηέάίαίπ άΐ) Λίαί/ιβτηαίίίίεηϊ, 1901, σ. 289, η" 2056. Ρβ. 
Λνβΐηπι«ΪΒίβΓ, ΕτηεεΙ Ουροτοη). 

θεώρημα 346 — VII 

1186 6. Ό τόπος τών όρθαχέντρων τών περιγε γραμμένων και έγγε- 
γραμμένων είς δύο δοθεί σας περιφέρειας τριγώνων, αχτίνων Κ χαί ρ, 

είναι περιφέρεια άκτϊνος —-ρ. (Ο. δείηιοη). 

Τά χένχρον βάρους ιών ι ριγώνω* ανιών γράψει περιφέρειαν Ιπίσηι. 

(Βλέπε Ν. Α. 1861, σ. 96, ζήτ, 527 Π- Μεηΐΐοη καί Ττοπεεπε). 

’Αΰΐ&μητεχαΙ σχέαεις είς τό ΤετβάπΖενοον 

1186. Ή σπουδή τών Αριθμητικών σχέσεων είς τό τετράπλευ- 
ρον παρουσιάζει πολύ ένδιαφέρον, ένεκα τών έφαρμογών των είς 
Τά αρθρωτά ονοχηματα. 

"Εν τετράπλευρον του όποιου δίδονται αΐ τέσσαρες πλευραί 
δέν είναι τελείως ώρισμένον· έπειδή δυνάμεθα νά τό παρα- 
μσρφόσωμεν. πλησιάζοντες ή άπομακρύνοντες τάς άπέναντι κορυ- 
φάς άπ’ άλλήλων, Α( δέ σχέσεις, αϊτινες συνδέουν ώριομένα 
σταθερά σημεία έπί τών πλευρών του ή τών διαγώνιων δύνανται 
νά όβηγήσουν ένίοτε εις μετασχηματισμόν μιας βοθείσης κινήσεως 
είς άλλην έπίσης δοθεϊσαν ( β “). 

θά άναφέρωμεν τά άπλούοτερα καί μάλλον ένδιαφέροντα πα¬ 
ραδείγματα. μελετώντες κατά πρώτον τό παραλληλόγραμμον— 
είδική τοθ όποιου περίπτωσις είναι ό ρόμβος—, τό τετράπλευρον 
κατόπιν μέ όρθονωνίους διαγώνιους καί τό τραπέζιον καί τυχόν 
τετράπλευρον τελευταϊον. 

θεώρημα 347 

1187. Τό Αθροισμα τών τετραγώνων τών αποστάσεων τυχόντος ση¬ 
μείου τοό έπιπέδου όρθογωνίου παραλληλογράμμου άπό δύο άπέναντι 


ββ. Σημ. μ*τ. Άντιστροφτύς τού Ρειιοείΐίει-, Παντογράφος χλπ. 
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χοουφών αΰτοϋ είναι ϊοον πρός το άθροισμα χών τετραγώνων χών άπο- 
ατασεών του άπό χών δύο άλλων χοουφών. 



Διά τοΌ δοθέντος σημείου Ο φέ- 
ρομεν παραλλήλους πρός τάς πλευ¬ 
ράς τοΟ τετραπλεύρου. "Εστωσαν 
α, β, γ, δ τά τέσσαρα τμήματα, ώς 
είς τό σχήμα, τών ευθειών αύτών· 
θά Βχωμεν : 

ΑΟ' —α^+β'; 

Γ0 3 = γ 3 + δ 3 . 

Άρα 


ΑΟ" -}- ΓΟ 3 = α 3 + β 2 + γ 3 -1- δ» = ΒΟ’ + ΔΟ 3 . 


θεώρημα 347—I 

1188. Τό άθροισμα χών χειραγώνων χών αποστάσεων χοΰ σημείου 
Ο άπό χών τεσσάρων κορυφών χοΰ όφθογωνίου είναι ίσον πρός χό τε¬ 
τράγωνον μιας τών διαγωνίων, πλέον χό τετραπλάσιον τετράγωνον τής 
άποστάσεως τού σημείου άπό χό κοινόν σημεΐον τών διαγωνίων. 

Επειδή ΑΟ» + ΓΟ 3 = 2 ΑΜ 3 + 2 ΜΟ 3 

ΒΟ' + ΔΟ 3 = 2 ΒΜ 3 + 2 ΜΟ»· 
άλλά ΑΜ = ΒΜ, 4 ΑΜ· 3 = 4 ΒΜ» = ΑΓ 3 . 

“Αρα Α0 3 + Β0 3 + Γ0 3 -(-Δ0» = ΑΓ 3 -)-4Μ0 3 . 

θεώρημα 348 

1189. Είς πάν παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ, αί αποστάσεις ΜΕ, ΜΖ 

ενός τυχόντος σημείου μιας χών δια¬ 
γώνιων άπό δύο έφεξής πλευρών 
έχουν λόγον άνχίσχροφον χοΰ λόγοι» 
χών πλευρών αύτών. 

Διά τοΟ Μ φέροιιεν τάς πα¬ 
ραλλήλους Μθ, ΜΗ πρός τάς 
πλευράς του παραλληλογράμμου, 
ώς καί τάς καθέτους έπ' αύτάς 
ΜΕ, ΜΖ. Τά όρθογώνια τρίγωνα 
ΜΕΗ. ΜΘΖ είναι Βμοια, ώς I- 
χοντα τάς όξείας γωνίας ,είς τά θ καί Η ΐσας· έπειΒή αί πλευο'Ί 
τών γωνιών αύτών είναι παράλληλοι. Επομένως, 

ΜΕ _ ΜΗ ΜΗ 

ΜΖ ~ Μθ' — ΑΗ ' 

Αλλά καί τά τρίγωνα ΑΗΜ, ΑΒΓ είναι όμοια: 

ΜΗ _ ΒΓ _ ΑΔ 

ΑΗ ΑΒ “ ΑΒ 

Άρα : 

ΜΕ _ ΑΔ 
ΜΖ “ ΑΒ 
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1189 α. Παρατηρήσεις. 1) Έκ τής σχέσεως ταύτης, γραφόμενης 
καί ύπό τήν μορφήν ΜΕ. ΑΒ = ΜΖ.ΑΔ, ίπεται δτι τά γινόμενα 
τών Αποστάσεων ΜΕ καί ΜΖ έπί τάς Αντιστοίχους πλευράς ΑΒ 
καί ΑΔ είναι ϊσα. 

2) Ή άπόδειξις είναι πολύ Απλή διά του Ιλ' Βιβλίου (Σχ. 720). 
"Εχομεν 


ε 

ζ 


_η_ 

κ 


ΑΒ . η 


ΑΔ ,κ 



“Αρα 


ε ΑΔ 
ζ “ ΑΒ 


3) Ή ευθεία ΑΝ είναι ή βιάμεσος τοϋ τριγώνου ΒΑΔ. 
ή διάμεσος τριγώνου τι ναι ό 

τόπος τών σημείων τών όποιων 
αΐ άποατάαεις όπό τών πουρών 
τών περιεχοναών αυτήν ίχονν 
λόγον αντίστροφον τοΰ λόγου 
τών πλευρών αυτών 

4) Ή συμμετρο&ιάμεσος 
(§ 899 α) είναι ή συμμε¬ 
τρική τής διαμέσου πρός 
τήν διχοτόμον ευθεία ή ή 
Ισογώνιος αύτής πρός τήν 
διχοτόμον (§ 1118). "Αρα: 
ή σύμμετροί ιάμεαος είναι ό τό¬ 
πος τών σημείων τών όποιων αί αποστάσεις 
είναι εί'&ίως ανάλογοι τών πλευρών αυτών. 

Τήν ένδιαφέρουσαν αυτήν πρότασιν ΘΑ Αποδείξωμεν 
ευθείας (§ 2333). 

Θεώρημα 348— I 


Ωστε: 



των ανιιαιοιχων πλπ αω ' 
κα. άπ 


1190. Εις παν παραλληλόγραμμον ΛΒΓΔ, τό άθροισμα ιών τπρα· 
γώνων των πλευρών του ίσοΰται πρός ιό Αθροισμα ιών τετράγωνων 
ιών διαγώνιων. 


Ή πρότασις αυτή είναι ειδική περίπτωσις τοΟ θεωρήματος τού 
ΕιιΙβΓ (ίπμ. § 1205) Αλλ' Αποδεικνϋεται καί ϊπ' ευθείας δια τοΟ 
θεωρήματος τοΰ τετραγώνου τής διαμέσου. 


θεώρημα 348— 11 

1191. Διά τής κορυφής Α πα¬ 
ραλληλογράμμου ΑΒΓΔ φέρομεν 
εόθεϊαν ΑΜΝ τυχοΰααν, ιβμνου- 
σαν τήν 11Γ εις Μ καί τήν ΔΓ 
εις Ν. Δείξατε ότι τό γινόμε¬ 
νον ΒΜ . ΔΝ είναι σταθερόν, 
((.'οιηρακηοΐι, η" 222). 

Τά τρίγωνα ΑΒΜ, ΑΔΝ 
είναι Ισογώνια καί δμοια. 
"Αρα 

ΒΜ 
ΑΒ ' 

καί ΒΜ . ΔΝ — ΑΒ . Α 





θ 

Χι ;ιι. 


_ΑΔ 
“ΔΝ" ’ 

— σταθερά ποσότης. 
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θτΛρημα 348— III 


1102. Διά σημείου Ο έχί τής διαγώνιου ΒΔ ένός παραλληλογράμμου 
φέρομεν τέμνουσαν, συναντώσαν τάς εφεξής πλευράς ΑΒ,- ΑΔ εις Ζ καί 
θ καί τάς δύο άλλος εις Ζ" καί θ". Δείξατε δτι ΟΖ.ΟΘ = ΟΖ’.Οθ. 

Τά τρίγωνα ΟΖΒ, ΟΘ'Δ (Σχ. 721) είναι βμοια, ώς καί τά ΟΖ'Β 
καί ΟΘΔ· έπομένως 


ΟΖ ΟΒ ΟΖ' , 
Ο θ' = ΟΔ" Οθ~ Κβί 


οζ.οθ = οζ·.οθ·. 


θεώρημα 34Ο 


1103. Έπί τών πλευρών παραλληλογράμμου άρθρωτοθ ΑΒΓΔ, ή 

έπί τών προεκτάσεων αύτών, λαμβάνο- 
μτν τέσσαρα σημεία Λ, Μ, Ν, Ο κεί¬ 
μενα έπ’ ευθείας. Ύποθέτοντες τά στγ- 
μεΐα ταϋτα σταθερά κατά τάς παρα¬ 
μορφώσεις τοΟ παραλληλογράμμου, 
δείξατε δτι δ λόγος τών Αποστάσεων 
τοθ ένός τών σημείων τούτον άπό δύο 
άλλων παραμένει σταθερός. 

Θεωρήσωμεν έπΐ παραδείγματι 
τά σημεία Λ, Μ, Ν. 

Έκ τών όμοίων τριγώνων ΜΒΛ, 



ΜΓΙΊ εΰρίσκομεν 


ΜΛ 

ΜΝ 


ΜΒ 

ΜΓ" 


λόγος σταθερός. 


Άναλόγως, 


ΛΜ 

Τδ" 


ΒΜ 

Αϋ - 


σταθερός λόγος έπίσης. 


1104. Παντογράφος. Ό παντογράφος είναι μηχάνημα διά τοΟ 
όποίου έπιτυγχάνομεν τήν ταχείαν Αναπαραγωγήν ένός σχεδίου 
καί τήν μεγέθυνσιν ή σμίκρυνσιν τών διαστάσεων αΰτοΟ κατά 
δοθέντα λόγον. Ή άρχή τοΟ όργάνου αύτοΟ βασίζεται έπί τοΟ 
προηγουμένου θεωρήματος. 

Έάν σταθεροποιήσωμεν έπί τοΟ έπιπέδου τοΟ σχεδίου τό ση- 
μείον Μ λ. χ. καί μετακινήσομε ν τό σημεΐον Λ κατά μήκος τών 
γραμμών τοΟ σχεδίου (Α), τό σηυείον Ν θά γράψη σχήμα (Β) 
όμοιόθετον τοΟ (Α) πρός κέντρον ίσωτερικής δυοιοθεσίας τό ση- 
μείον Μ. Επειδή διά πάσαν θέσιν τών Λ καί Ν θά είναι 


ΜΛ 

ΜΝ 


= σταθ. 


"Αν σταθεροποιήσωμεν τό σημεΐον Λ, τά σημεία Μ καί Ο θά 
γράφουν όμοιόθετα σχήματα μέ κέντρον έζωτερικής όμοιοθεσίας 
τό σημεΐον Λ. 

"Ομοίως, διά Ν σταθερόν, τά ύπό τών Μ καί Ν γραφόμενα 
σχήματα είναι όμοιόθετα. Επειδή έκ τής Αναλογίας 

_ΛΜ _ ΜΒ 
ΜΝ ~ ΜΓ 
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Κπεται καΐ ή 
ΛΜ 

ΛΜ + ΜΝ" 


ΜΒ 

Μή + ΜΓ 


ΛΜ 

ΛΝ 


ΜΒ 

ΒΓ 


= σταθ. λόγος. 

παραλληλό- 


Παρατήρησιι. ΕΙς τάς μηχανικός έφαρμογάς, τό 
γραμμον ΑΒΓΔ είναι συνήθως ρόμβος. 

θ πίλημα «ί ΡοαυαΙ/ία· 360 

1106 . Έν τυχόν σημεΐον Ρ έπί τής διαγώνιου ΛΓ ρόμβου ΑΒΓΔ 
Διαιρεί τήν εύδείαν ταύιην ε(ς δύο τμήματα, 
τών δποίων τό γινόμενον Ισοΰται πρός τήν 
διαφοράν ΑΒ· — ΡΒ·, τοΟ τετραγώνου τής 
πλευράς τοΟ ρόμβου καί τού τετραγώνου τής 
άχοατάσεας-τοΟ σημείου Ρ από τής κορυφής Β. 

(Ν. Α. 1864, σ. 414). 

"Ας προεκτείνωμεν τήν ΡΒ μέχρι τής 
ουναντήσεώς της Ζ μετά τής πέριφερείας 
(Β, ΒΑ = α). 'Εχομεν 

ΡΑ.ΡΓ = ΡΕ.ΡΖ = (α + β) (α-β)=α·-β*. 

Άΐίη ΛχόΑαξις. ΓνωρΙζομεν δτι ή δια¬ 
φορά τών τετραγώνων τών άποστάσεων ένός σημείου Β άπό δύο 
άλλων Α καί Ρ, (σοΟται πρός τήν διαφοράν τών τετραγώνων τών 
άποστάσεων τής προβολής' Ο τοΟ Β έπΐ τής ΑΡ από τών Ιδίων 
σημείων (§ 71). 

Άρα 

ΑΒ’—ΒΡ· = α’—β· = ΑΟ*—ΟΡ* = (ΑΟ+ΟΡ) (ΑΟ-ΟΡ)=ΑΡ.ΡΓ. 

Χημοίφοις. Ή άνωτέρω άπόδειξις όψείλεται είς τόν ΜβηηΗείιη. 
(Ν. Α. 1873, σ. 73). 



θοώρημα 360—1 

1106. Τό γινόμενον ΑΡ . ΓΡ είναι 
αταάερόν: 

1) ’£α» τό αημιΐον Ρ «ύρίσκεται όπί 
τής ΛροΐΗΐάσίω( τής ίιαγωρίου ΑΓ .Ιοί 
ρόμβου ΑΒΓΔ. 

2) “Εχίοης, Ιάτ 6 ρόμβος όντιχαια- 
οταόή ίχά ντραχΑιύρον ΒΑΕΓ, τσΰ 
6*οίον ή διαγώνιος ΒΕ είναι μάΟτιος είς 
»ό μίνον -*ής ΑΓ. 


α 



1) β· — α* = ΟΡ* — ΟΑ* = (ΟΡ - ΟΑ) (ΟΡ + ΟΑϊ ΑΡ ,ΤΤ 

2) β'·- α'» = β»-α' = ΑΡ.ΓΡ. 


Φοώρημ α 360—11 

1107, 'Εάν ή διαφορά των τετραγώνων δύο έφεξής πλευρών τετρά· 
αλεύρου είναι ίση πρός τήν διαφοράν τών τετραγώνων τών δύο άλλον 
πλευρών παίαΐ. μεγαλύτεροι πλευρά! τών δυο ζευγών πλευρών Ιχουν 
ποινήν παρυφήν, άΐ διαγώνιοι τοΟ τετράπλευρου τίμνοντη» νηΛέιακ. 
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Ύπαθέσωμεν πληρουμένην τήν σχέσιν 
β’ - α’ = γ’ - δ’, 

καί 8τι αΙ μεγαλύτεροι πλευραί, β καί γ, έχουν κοινήν κορυφήν Γ. 

θά δείξωμεν δτι αΐ ΒΔ καί ΑΓ είναι 
κάθετοι εοθεΐαι. 

"Εστωσαν Ο καί Ο’ οι πόδες τών 
έκ τών Β καί Δ άγομένων καθέτων έπί 
τήν ΑΓ· άρκεΐ νά δειχθή'βτι τά σημεία 
ταϋτα συμπίπτουν. Άλλ’ είναι 

β» _ α’ = ΓΟ’ - ΑΟ’ (§71) 

γ’ - δ» = ΓΟ' 1 - ΑΟ >· 

ώρα : 

ΓΟ’ - ΑΟ’ — ΓΟ’’ - ΑΟ’, 

καί ή σχέσις αΟτη δέν δύναται νά 
άληθεύη παρά μόνον έάν τά Ο καί Ο' συμπίπτουν. 

θεώρημα 350 — III 

1197 α. ΕΙς τετράπλευρου μέ διαγώνιους καθέτους έπ' άλλήλας, τά 
άθροίοματα των τετραγώνων τών απέναντι πλευρών είναι Ισα. Καί άπι- 
οτρόφως. 

Πράγμ<ττι: α’ 4- γ* = μ’ -(- ν’ ρ’ -(- ς’ 

β» + δ· = ν’ + Ρ* + μ* + <Λ 

άρα : α’+Υ' = Ρ’ + δ’. (1) 

Άντισιρόφως, έκ τής σχέσεως (1) έπεται 
Υ’ - Β’ = β*ί— α’. 

Δηλ. ή ΒΔ εΤναι κάθετος έπί τήν ΑΓ (§ 1197). 

θεώρημα 351 

1198. ΕΙς τετράπλευρου ΑΒΓΔ, αΐ διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ τέβνονται 
δρθογωνίιος. Έάν παραμορφώαωμεν τό τετράπλευρου, πλησιάζοντες δύο 
άπέναντι χορυφάς αύτοό Α καί Γ, δείξατε δτι τοΟ νέου τετράπλευρου 
αΐ διαγώνιοι τέμνονται πάλιν χαθέτως. 

ΆφοΟ αΐ διαγώνιοι τοΟ άρχικοΟ τετράπλευρου είναι κάθετοι, 
θά Ιχωμεν 

β’ — α' = ν’ — μ’ = γ’ — δ* (Σχ. 725). 

καί έπειδή, κατά τήν άνωτέρω παραμόρφωσιν, τά μήκη τών πλευ¬ 
ρών μένουν Αμετάβλητα, ή σχέσις καθετότητος τών διαγωνίων 
β· —α* = γ’ — δ* έζακολουθεϊ νά ύφίσταται. ΕΤναι, έπομένως, αΐ 
διαγώνιοι τοβ νέου τετραπλεόρου κάθετοι πάλιν έπ’ άλλήλας 
(§ 1197). 

1198. α. Παρατηρήβίΐί. 1) Τό άθροισμα τών τετραγώνων τών ττσσάρων 
τμημάτων τών διαγωνίων (τών ώς άνω μεταβλητών τετράπλευρων) ε/νατ 
σταθερά ποοάτητ ; 

μ* + ν' + ρ’ + ς* = ~ (α’ -Η»> + γ» + 6·). 


ι* 
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2) Τά τετράπλευρα τών όποιων αΐ διαγώνιοι τέμνονται όρθο- 
γωνίως όνομάζονται καί όρ&οδιαγώνια (οτίΗοϋατ/οηααχ} τετράπλευρα . 

3) ψενδοτεχράγωνον (ρββιιάο - οαη'έΙ καλείται τό όρθοδιαγώνιον 
τετράπλευρον τοΟ όποιου αΐ διαγώνιαι είναι ΐσαι. (ΜαΙΗβδίζ. 1894, 
σ. 268). 

4 ) Ρομβοειδές, τέλος καλείται Εν όρθοδιαγώνιον τετράπλευρον, 
συμμετρικόν πρός μίαν τών διαγώνιων του. 

θεώρημα 351 — 1 

1198β. Έάν δύο ομοια ρομβοειδή ΑΒΓΔ, ΓΔΕΖ έχουν μίαν πλευ¬ 
ράν ΓΔ κοινήν καί μίαν γωνίαν Γ κοινήν, ή ευθεία ΑΕ θά είναι κά¬ 
θετος έπί τήν ΒΓ. 

1) "Ας προεκτείνωμεν τάς ΐσας πλευράς ΑΔ καί ΔΕ μέχρι τών 
σημείων Μ καί Ν άντιστοίχως. 

Επειδή τά τρίγωνα ΑΒΜ, 

ΓΔΝ έχουν δύο γωνίας άντι- 
στοίχως Ϊσας, γωνία Μ = Ν 
καί, έπομένως, ή διχοτόμος τής 
γωνίας Δ τοΟ ΙσοσκελοΟς τρι¬ 
γώνου ΑΔΕ είναι παράλληλος 
πρός τήν ΜΝ. Είναι, άρα, ή 
βάσις ΑΕ τοΟ τριγώνου τού¬ 
του κάθετος έπί τήν ΜΝ ή ΒΓ. 

2) θά ήδυνάμεθα έπίσης 
νά παρατηρήσωμεν, δτι, εις 
τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ, ή 
γ«ν. ΑΔΕ = 360° — 2 (α + β) 
καΓ δτι 

γων. ΑΕΔ + ΔΑΕ = 2 ΛΑΕ = 180» - ΑΔΕ = 2 (α + β) - 
ΔΑΕ = α + β — 90». 

Άρα ΒΑΕ = α + 90»-(α + β) = 90“-β 

καί ΒΑΗ + Β = 90». 

Δηλ. ή ευθεία ΑΕΗ είναι κάθετος έπί τήν ΒΓ. 


Λ 



θεώρημα 352 

1199. Παριστώντες διά α χαί 
β τάς βάσεις τραπεζίου καί διά 
δ τό μήκος τοΰ, διά τοΰ κοινού 
σημείου τών διαγώνιων, παραλ¬ 
λήλου πρός τάς βάσεις τμήματος 
ΕΖ έχομεν τήν σχέσιν 

6 = ^ΐτ < §,,09 > 

2) Επίσης, άν δ’ είναι τό μή¬ 
κος τοΰ τμήματος ΗΛΚ, 

6 ' = 



2 αβ 

1 — β ■ 
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θτώρημα 352—1 


1200. Έστω 8 τό μήκος τοΟ παραλλήλου πρός τάς βάσεις τραπε¬ 
ζίου τμήματος ΔΛ καί — 6 λόγος καθ* δν διαιρεί τοΟτο τάς μή παραλ¬ 
λήλους πλευράς. Δείξατε την σχέσιν 



«ν + βμ 
ν + μ 


( 1 ) 


ΤρεΙς περιπτώσεις Οΰναντσι νά πα- 
ρουσιασθοΟν. 

1) ΑΙ βάοτις ΑΜ, ΒΝ τνρίοχονται πρό: 
τό αντό μέρος τής ΜΝ (Σχ. 728) 

Φέρομεν Τήν ΒΝ. *Έχομεν 



ΔΓ _ ΑΝ 

"αΓΜ" ΤλγΤ 




μ + ν 


'Όθεν 


ΔΓ= —· 
μ + ν 


Επίσης ΓΛ·= 


Άρα 6 

2)Μ(α ιών βάοβωτ τίται μηϋρ (Σχ. 729). 
*0 τύπος (1) Ανάγεται είς 


βμ , 

μ + ν ’ 

αν + Ρμ 

μ + ν 



( 2 ) 


(3) 


μ+ν 

3) ΑΙ βάοτις ΑΜ, ΒΝ ινρίοχοτται Ιχατέρω- 
Δ«ν τής ΜΝ (Σχ. 730). 

Τότε 

6= ΔΓ — ΓΛ = _^^_Ζ_βμ_ 

μ + ν 

Πορατηρήοτις. 1) Διά νά Ιοχνη 6 τύπος (I) 
τΙς πάπας τάς ιττρττττώοτις, άρχτϊ νά ΰιωρ&ηατ 
αΐ-βάοτις ύμόοημο ι τΙς τήν πρώτη ν πτρίπ τωσιν 
και ίττρόοημοι τΙς τήν τρίτην (§§ 412 καί 436). 
2) %νεκα τοΟ ένδιαφίροντος τό όποιον 
παρουσιάζει τό Ανωτέρω θεώρημα, θά προταθή έπίσης κμΐ ώς 
πρόβλημα (Ιπμ. § 1436). 

θοώρημα 362—11 


1201. Έπΐ τών πλευρών τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνομεν σημεία Δ, Ε, Ζ> 
διαιρούντο τάς πλευράς κατά τόν αυτόν λόγον καί κατά τήν αύτήν φο¬ 
ράν διαγραφής τής περιμέτρου τοΟ τριγώνου. Δείξατε, δτι τό τρίγωνον 
μέ χορυφάς τά σημεία ταΟτα καί τό Αρχικόν έχουν τό αύτό σημεΐον 
τομής τών διαμέσων αυτών. (ΠάπποςΙ 


Έστω 


ΑΔ ΒΕ _ ΓΖ μ 

1Δ ΓΕ — ΑΖ — ν 
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θά δείξωμεν βτι τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ Εχουν τό αύτό κοι¬ 
νόν οημεΐον διαμέσων. 

Διά τοΟ σημείου Ο, κοινοΟ τΰν διαμέσων τοΟ ΑΒΓ, ψέρομεν 
τυχοΟσαν εύθεΐαν ΧΥ 
καί τάς καθέτους έπ' 
αότήν Αα, Ββ, Γγ καί 
Δ6, Εε, Ζζ, τών όποιων 
τά μήκη παριστώμεν "διά 
α, β, γ ... ζ. Γνωρίζομεν. 
βτι διά πάσαν διά τοΟ 
Ο εύθεϊαν ΧΥ Εχομεν 

«=β + Υ. (§462) 

Τό άλγεβρικόν Αθροι¬ 
σμα α + β + γ είναι μη¬ 
δέν, έόν θεωροΟμεν ώς 

άρνητικά τά μήκη β καί γ (ώς εις τό σχήμα). 

1201α. Άηιοιρόφως, έάν κατ’ Απόλυτον τιμήν, είναι 



ο = Ρ + V- 

ή εύθεΓα ΧΥ θά διέρχεται διά τοΟ κοινού σημείου τών διαμέσο' · 
τοΟ ΑΒΓ (*’). Διά τήν άπόδειξιν, κατά συνέπειαν, τοΟ θεωρήμα¬ 
τος, θά πρέπει νά δειχθή βτι δ — ε -(- ζ. 

Άλλ’ είναι (§ 1200): 


κ αν — βμ _ βν + γμ _ Υν - αμ 

μ+ν μ+ν μ+ν 

καί ή δεικτέα σχέσις Ανάγεται ε(ς τήν 


αν - βμ _ βν + γμ Υν - αμ 

μ + ν μ + ν μ + ν 

ή τήν 

α (μ + ν) = β (μ + ν) + γ (μ + ν), 
καί ήτις Αληθεύει, άφοΟ καθ’ ύπόθεσιν είναι 

α = β + Υ· 

1201 β. Χημιίοχης. Τό Ανωτέρω θεώρημα παρέχει Αφορμήν διά 
διαφόροϋς παρατηρήσεις. ΟΟτω : 

1) Ό τόποι τον μίοον Λ τή( ΕΖ «7ναι ή ενθιϊα ΜΝ, ή οννΛέονοα τά 
μίοα Μ, Ν ιών ΓΑ καί ΓΒ. 

Επειδή ή εύθεϊα ΔΟΛ είναι διάμεσος τοΟ ΔΕΖ αΐ δέ διάμε¬ 
σοι τών δύο τριγώνων διέρχονται διά τοΟ αύτοΟ σημείου Ο, διαι- 

2 

ροίΐντος έκάστην αύτών εις τά τοΟ μήκους της άπό τής κορυ¬ 
φής. "Αρα 

ΑΟ _ ΔΟ _ 2 
ΟΜ ~ ΟΛ — ,ι ’ 


87. Στ) μ. μ · τ. Ή 4πόΒ»ιξις τού έντιατρόφου τούτου Βέν Λναφίρε- 
ται. ΕΓναι ίλλωατ» πολύ άπλή. 
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*αί τά τρίγωνα ΑΓ.Δ, Μ(.1Λ είναι Ομοια. Είναι, έπομένως, ή ΜΛ 
’.αράλληλος πρός τήν ΑΔ καί ΜΛΝ ή συνδέουσα τά μέσα τών 

ΓΑ καί ΓΒ ευθεία. 

2) Πάσα ευθεία ΕΖ, διαι¬ 
ρούσα τάς πλευράς ΓΑ. ΓΒ 
είς μέρη άντιστρόψως Ανά¬ 
λογα άπό τής κορυφής Γ, εί¬ 
ναι έφαπτομένη είς παραβο¬ 
λήν, έφαπτομένην έπίοης τών 
ΓΑ και ΓΒ είς τά Α καί Β 
(Ο. η» 712). Ή δέ ευθεία ΜΝ 
έφάπτεται έπίοης τής καμπύ¬ 
λης αυτής είς 1 καί Αποβαίνει 
ή έφαπτομένη είς τήν κορυφήν 
Οταν Γ Α ΓΒ. 

Δηλ. η .τευ'ρ'άλλυΐΌιχ τι)τ .τ-ύτ 1 - 
ρά ; ΕΖ ιΐνα ι ή ,ταραβαέή ΑΙΒ. 

Έκάστη τών άλλων πλευρών ΔΕ, ΔΖ περιβάλλει έπίοης μίαν 
παραβολήν. ΑΙ τρεις αδται παραβολαί Ονομάζονται .ιαηαήολα'ι τον 
ΑυΙ:Ι, έκ τού Ονόματος τοϋ καθηγητοΟ Οστις έπέσυρεν τήν προσο¬ 
χήν έπ' αότών, τό 1884. Σχετικώς, πολύ ένδισφέροντα άρθρα έδη- 
μοσιευσαν οΐ ΒτυιϋίπΙ καί Ο. Ον Γυηρι'.ΐίΐιιιμ- είς τΟ /οι α·ηαΙ άαι 
ηιαλί. έΐέηι. βί ερέοϊαΐι'5, (1885, ο. 76 καί 1890, α. 149) 

3) Είς τό IV Βιβλιον θά άποδείξωμεν, ότι, έκ τών τριγώνων 
ΔΕΖ, τό έλαχίστης έπιφανειας είναι τό τρίγωνον ΚΜΝ τών μέσων 
τών πλευρών τού τριγώνου ΑΒΓ. 

4) Τό Ανωτέρω θεώρημα (1201) είναι ή γεωμετρική διατύπωσις 
τού έπομένου θεωρήματος τού ΙΙαπ.του 

Έα ι τρία υλικά ο η με ΐ η με ΐ'οα ,' /ιιί*ας, ιο-Ίνδετ ημενα άρχιχώς ίύ I ά ,· 
κορυφά; τριγώνου, εκκινησουν ταντοχρόνως, κινούμενα ε.τΐ τών πλευρών τον 
τριγώνου κατά τήν ανιήν φοράν διαγραφής τής περίμετρον και με ταχύτη¬ 
τα; ανπλοτοε ι τών πΐενοών εφ ' ών κινούνται, τό κέντρου βάρους τον ον- 
ατήμαιος αυτών &ά μίνη άχιετάβλητον. (Ν. Α., 1881, σ. 337). 

’Εκ τού ι θεωρήματος τής συνθέσεως παραλλήλων δυνάμεων καί 
έκ τού Ορισμού τού κέντρου βάρους ένός τριγώνου ή Απόδειξις τής 
προτάσεως τού Πάππου καθίσταται πολύ εύκολος. 

Ύποθέσωμεν τρία ίσα βάρη, ρ, τοποθετημένα ταυτοχρόνως είς 
τά σημεία Δ, Ε, Ζ. τά διαιρούντο τάς πλευράς τού τριγώνου ΑΒΓ 



κατά λόγον— . Δυνάμεθα νά άντικαταστήσωμεν τΟ είς Δ τοπο- 


θετημένον βάρος μ 

νων είς τας 
Αποστάσεων 


διά δύο βαρών — -Ρ— , Ρ- ■■ . τοποθετημέ- 
Η Κ μ + ν μ + ν 
κορυφάς Α καί Β καί άντιστοόφως άνσλόγων τέρν 
ΔΑ καί ΔΒ. Επίσης, τό είς Ε βάρος δύναται ν.\ 

ν ι> ε!ς ' Τώ 6 κα ; μρ 


άντικατσσταθή διά τών~βαρών 




μ + ν 


είς τό Γ. 


Άναλόγως διά τό βάρος είς τό 

Έκάστη, ούτω, κορυφή τού τριγώνου ΑΒΓ εόρίσκεται φορτι- 

-1-— ή ρ καί, κατ' άκολου- 

μ+ν μ-ί-ν 


σμένη διά τών βαρών ——— 


<ίιαν, τό κέντρον βάρους τού συστήματος (Δ (ρ), Ε(ρ), Ζ (ρ) ) συμ- 
'ίπτει πρός τό τοΟ (Α (ρ). Β (ρ), Γ (ρ)), δηλ. πρός τό κέντρον βά¬ 
ρους Ο τοΟ ΑΒΓ τριγώνου. 
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1201 γ. “Αλλη άπόδιιξι;. Ή θεώρησις βοηθητικών στερεών ή τών 
προβολών όδηγεϊ είς πολύ χρησίμους μεθόδους πρός άπόδειξιν 
ώρισμένων θεωρημάτων. Είς τά παραδείγματα δτινα έδώσαμεν 
ήδη (§§ 174, 176, 177), δυνάμεθα νά προσθέσωμεν καί τό άκό* 
λουθον: 

Γνωρίζομεν, ότι Εν τυχόν τρίγωνον δύναται νά προβληθή έπΐ 
έπίπεδον κατά ισόπλευρον τρίγωνον ή, δπερ τό αυτό, Εν τριγωνι¬ 
κόν πρίσμα, Εχον ώς τομήν δοθέν τρίγωνον, δύναται νά Γμηθή 
κατά ισόπλευρον τρίγωνον (§ 1844 α, Σημ.). 

Έστωσάν ΑΒΓ καί αβγ τό δοθέν τρίγωνον καί τό έκ προβο¬ 
λής αύτοΟ έπί κατάλληλον έπίπεδον Ισόπλευρον, δ, ε, ζ αΙ προβο- 
λαί τών σημείων Δ,*Ε, Ζ. Έιςειδή οΐ λόγοι διατηρούνται κατά τάς 
προβολάς, θά Εχωμεν 'τάς σχέσεις ·. 

αδ__ΑΔ_ βε_ _ _ΒΕ_ γζ __ ΓΖ 

αβ Αβ ’ βγ _ ΒΓ γα ΓΑ 

Άλλ' είναι καθ' ύπόθεσιν : 

ΑΔ _ ΒΕ ΓΖ 

ΑΒ ΒΓ "~~ΓΑ ’ 

άρα καί 

αδ _ βε _ γζ 

~ βΥ _ 7° 

Επειδή αβ = βγ ;= γα θά είναι καί αδ = βε γζ, ή τά τρίγωνα 
αδζ, βδε, γεζ ίσα καί τό δεζ τρίγωνον Ισόπλευρον, 

Άλλ’ είναι φανερόν ότι τών Ισοπλεύρων τριγώνων αβγ καί 
δεζ αί διάμεσοι διέρχονται διά τού αυτού σημείου. ν Αρα καί αΙ 
διάμεσοι τών τριγώνων ΑΒΓ καί ΔΕΖ, ών τά πρώτα είναι προ- 
βολαί, θά διέρχωνται έπίσης διά τού αύτοΰ σημείου. 

Ενδιαφέρον συμπλήρωμα τού προηγουμένου θεωρήματος εύρί- 
σκεται είς τήν Μα(Ηβ$ί$ (1907 σ. 98. η“ 9· Αβτοπιοηοί). 

Θεώρημα 352—III 

1201 ό. Έπί τών πλευρών τριγώνου ΑΒΓ χοτασκευάζομεν τρίγωνα 
όμοια προς άλληλα ΑΑΒ, ΒΒΤ, ΓΓΆ καί χείμενα πάντα έχτός τοΰ 
τριγώνου ή πάντα πρός εκείνο τό μέρος τής κοινής αυτών πλευράς μετά 
τοΰ τριγώνου ΑΒΓ πρός ό κείται καί τό τρίγωνον. Δείξατε δτι τό κοι¬ 
νόν σημεϊον τών διαμέσων τοΰ τριγώνου Α'Β'Γ' είναι τό αύτό μέ έχεΐνο 
τοΰ τρίγωνου ΑΒΓ. 

"Ας φέρωμεν τήν συνδέουσαν τό Α' μέ τό μέσον Μ τής ΑΒ 
εύθεϊαν καί ας λάβωμεν έπ' αυτής τμήμα ΜΔ = ΜΑ'. Τό τρίγω¬ 
νον ΑΔΒ είναι ίσον πρός τό ΒΑΆ. θά άποδείξωμεν δτι τό τε- 
τράπλευρον ΔΒΤΓ' είναι παραλληλόγραμμον. 

1) Τά τρίγωνα ΔΒΒ' καί ΓΑΒ είναι ΰμοια, ώς Εχοντα μίαν 
γωνίαν ίσην περιεχομένην μεταξύ (πλευρών άναλόγων· έπειδή 
Α 0 ΘΔ 

γων. ΑΒΓ = ΔΒΒ' καί .= , Ενεκα τών όμοιων τριγώνων 

οΐ □□ 

ΑΒΔ καί ΓΒΒ'. Έκ τούτου Επεται δτι ή κλίσις τών όμολόγων 
πλ.ευρών ΔΒ' καί ΑΓ είναι ίση πρός τήν γωνίαν ΔΒΑ, ίσην πάλιν 
πρός τήν Γ'ΓΑ, Είναι λοιπόν αί ΓΓ' καί ΔΒ' εύθεΐαι παράλληλοι 
καί τό αύτό συμβαίνει καί διά τάς ΔΓ' καί ΓΒ'· είναι άρα τά 
’ ημα ΔΒ'ΓΓ’ παραλληλόγραμμον. 
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2) ΕΙς τό τρίγωνον ΔΓΑ', σί διάμεσοι ΓΜ καί Α'Ν τέμνονται 
εις τά δύο τρία τών μηκών των· άλλ’ ή ΓΜ είναι μία τών διαμέ¬ 
σων τού δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, ή δέ Α'Ν μ(α τών διαμέσων 



τοΟ τριγώνου Α'Β'Γ'. "Εχουν, κατά συνέπειαν τά δύο ταΟτα τρί¬ 
γωνα τό αύτό κέντρον βάρους Ο. 

1201 ε. Σημείωσες. Διά τήν άπόδειξιν βλέπε έπΙοης τήν Γεωμε¬ 
τρίαν τών Εοιιςδέ καί ΟοιηδβΓοιιεεβ. (1891. Σημ. ύπό Νειιδετκ, ο. 
462, η» 38). 

Τό προηγούμενον θεώρημα είναι γενίκευσις τοΰ θεωρ. (§ 1201) τοΟ 
Πάππου· προσφέρεται δέ καί τό ίδιον ε(ς γενικεύσεις, ώς έδειξαν 
οΐ Νειι6ει·£, Κεεαΐ, Ι,βίε&ηΙ. (ΜαΙΗεήε, 1881, σ. σ. 166, 167· Ν. Α. 
1881, σ. 337· Ρτο^εεΙίοηΒ εΐ εοηίνε — ρτοΐεεΗοηε, ύπό Κευδετ^. σ. 52). 

θεώρημα 352— IV 

1201 ζ. Έάν εν τρίγωνον είναι έγγεγραμμένον είς άλλο, όμοιον πρός 
αύτό, αΐ προβολαί τών πλευρών του έπϊ τών όμολόγων πλευρών τού πε- 
ριγεγραμμένου τριγώνου είναι τά ήμίση τών τελευταίων τούτων πλευ¬ 
ρών. (Ε. ΟεΒοτο). 

(Βλ. ΜαΟιεβίε, 1885. σ. 134, ζήτ. 274). 

θεώρημα τον 5. Κο&ενΙε 353 

1202. ΕΙς Ισοσκελές αρθρωτόν τραπέζιον, τοΰ δποίου αί δύο ίσαι 
πλευραί καί αί διαγώνιοι έχουν αμετάβλητα μήκη, ευθεία ΡΜΝΛ, άγο- 
μένη διά σταθερού σημείου Ρ έπί τής πλευράς ΑΒ καί παραλληλίας 
πρός τάς βάσεις, ορίζει τμήματα ΡΜ, ΡΝ, τών όποιων ό γινόμενον 
είναι σταθερόν διά πάσαν παραμόρφωσιν τοΰ σχήματος. (ΝοιενεΙΙε ϋοτ- 
νεεροηάαηοε τοΰ Οαίαΐαη, 1877, σ. 132). 
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"Ας είναι 

ΑΡ = μ, ΒΡ = ν, ΑΒ = ΓΔ = β, ΑΓ = ΒΔ 


θά Εχω μεν 

ΡΜ _ μ 
ΒΓ μ-(- ν ’ 


ΡΜ = ΒΓ. 


μ 

μ+ν ’ 


α. 


καί 


ΡΝ __ __ν_ 
ΑΔ ““ μ + ν ’ 


ΡΝ = ΑΔ . 


ν 

μ+ν ' 


ΡΜ . ΡΝ = ΑΔ . ΒΓ . · 

(μ + ν)* 

Επειδή τό τραπέζιον, ώς Ισοσκελές, 
είναι έγγράψιμον, τό γινόμενον τών 
διαγώνιων του είναι Ισον πρός τό 
άθροισμα τών γινομένων τών άπέναντι 
πλευρών, ή 

ΑΔ . ΒΓ — α 8 — β». 



Επομένως: 

ΡΜ . ΡΝ = > ποσότης σταθερά. 

(μ + ν ) 

Παραχηρήαεκ. 1) ΜΡ , ΜΛ = ΡΜ . ΡΝ, 


καί, Βπομένως, τό σημεΐον Ρ, ή Μ, δόναται νά ληφθή ώς πόλος 
Αντιστροφής (§ 1203 α). 

2) Τό μή κυρτόν τετράπλευρον ΑΒΔΓ·, είς τό όποιον ΑΓ = ΒΔ 
καί ΑΒ = ΓΔ όνομάζεται καί όνιι παραλληλόγραμμο*. (Βλ. ϋοεΙοΓ, 
Ν. Α., 1867, (2) VI, σ. 57 καί ΝβιιδβΓζ, Λίοίλβίίβ, 1887, 'σ. 227). 

3) "Αν Ε τό σημεϊον τομής τών Τσών διαγώνιων, θά είναι προ¬ 
φανώς ΑΕ'+ΕΒ = ΑΓ = στθ.· κατά τάς παραμορφώσεις έπομένως 
τοΟ άρθρωτοΰ τετραπλεύρου, καθ’ δς ή πλευρά ΑΒ διατηρείται 
άκίνητος, τό σημεϊον τομής Ε τών διαγώνιων αύτοΟ γράφει Βλ- 
λειψιν μέ έστίας τά σημεία Α καί 'Β. 

1203. Σημιχβοαχς Ιπί τύν άγχχστροφί<ογ. 'Ο άντιστροφεύς τοΟ 
ΡαναΙΙίετ έπέλυσε διά πρώτην φοράν τό πρόβλημα τόΟ αύστη- 
ροΟ μετασχηματισμοΟ (διά μηχανικών μέσων) μι&ς κυκλικής κινή- 
σεως είς εόθύγραμμον (καί τάνάπαλιν). Ή άνακάλυψις αΟτη έδη- 
μοσιεύθη είς γενικάς γραμμάς καί ύπό'μορφήν προτάσεως τό 1864, 
είς τά ΝοηυβΙΙβε ΑηηαΙββ άε τη'αΐΗέιηαΙίηαββ σ. 414. Είς τό Ιδιον 
περιοδικόν (1873, σ. 71), ό συγγραφεύς έκθέτει λεπτομερώς τά 
κατ’ αυτήν ένωρίτερον, έν τοώτοις, ό Ι,ίρ^ίηβ (Πετρούπολις), εδ¬ 
ρών καί αΟτός τήν ίδιαν λύσιν τοΟ προβλήματος τό 1870, Ανέ¬ 
πτυξε τήν θεωρίαν καί περιέγραψε τήν συσκευήν ένώπιον τής 
Ακαδημίας τής Πετρουπόλεως τό 1871. 

Άπό τής έποχής αύτής, αί μελέται καί αί άνακαλόψεις έπΐ τών 
Αντιστροφέων διεδέχοντο άλλήλας ταχέως. Ό δγίνεβίετ (1814- 
1897), έπιφανής άγγλος γεωμέτρης, Βκαμεν τό 1874 μίαν ώραίαν, 
όσον καί σοφήν, διάλεξίν έπί τοΟ μ»χαοχημ<ιχιαμον τήί χνχΐιχής χιγή· 
οεως >1( βνΦνγραμμον. Δύο άλλοι συμπατριώται αύτοΰ οι ΗβγΙ καί 
Κβπιρβ, έπεννόησαν νέα πρότυπα, ένφ έν τώ μεταξύ ό Ρεεαοείΐΐετ 
έξηκολούθει νά άνεΟρίσκη νέα αρθρωτά συστήματα. 
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Ό άντιοτροφεΰς ζοΰ Ηατί εχει πέντε στελέχη καί βασίζεται έπί 
τής προτάσεως τοΟ δ. Κοδει-Ικ (§ 1202), ένώ 6 τοΰ ΡεεπεεΠίετ έχει 
έπτά, ώς καί ό του Κειηρε (Ν. Α., 1875, σ. 552). Ό άντιστροφεύς 
τού τελευταίου τούτου στηρίζεται έπί τοΰ έπομένου θεωρήματος. 

«Δίδεται ρόμβος ΑΒΓΔ καί σημεΐον 
Ο ί’πί μιας ιών διαγώνιων τον σχη¬ 
ματίζεται οΰιω τίτριίπΛευοον ΑΟΓΔ 
ΰρ&οδιαγώνιον. Έπί τής ΟΓ, ώς όμο- 
λάχου τής ΓΔ, χαταοχενάζομεν τετρά- 
πλενρον ΟΓΛΜ Ημοιον τον ΔΑΟΓ. 
Λ'ά δειχφή οτι ή εΰδεΤα ΑΜ είναι 
χιί&ετος επί την ΑΒ». 

Διά τήν άπόδειξιν δυνάμεθα 
νά χρησιμοποιήσωμεν τήν Ανα¬ 
λυτικήν Γεωμετρίαν, ή καί νά 
άναζητήσωμεν άπόδειξιν διά 
τών Στοιχείων τής Γεωμετρίας 
(§ 1198 β). (Βλέπε σχετικώς Ν. Α., 
1875, σ. 553 καί Οοπίει-εηςεδ ι!ε Μ. Νευδετ^, κατωτέρω άναφε- 
μομένας). 

Άπό τής συντάξεως τής σημειώσεως ταύτης (1882), ό Ηβττ 
έννωστοποίησεν ένα νέον άντιστροφέα μέ πέντε στελέχη·, είς τά 
αύτό Αποτέλεσμα έφθασε καί ό Κεπιρε. 

1203 α. Πόλος αντιστροφής. Είς τούς άντιοτροψεϊς τών Ρεβυεεί- 
Ιϊετ, Ηεττ κλπ., όνομάζονται πόλοι αντιστροφής αί άρχαί Ρ τών Αν¬ 
τιστρόφων άκτίνων ΡΑ, ΡΓ (Σχ. 723 καί 724), ή ΡΜ, ΡΝ (Σχ. 734), 
τών όποιων τό γινόμενον είναι σταθερόν. 

Είς τούς άντιστροφεΐς τούτους, έξαιρουμένου έκείνου τοΟ 
Κεπιρε, ό πόλος Αντιστροφής καί τά δύο δκρα τών Αντιστρόφων 
άκτίνων κεΐνται έπ’ εύθείας. 

Διά πάν-σχετιζόμενον μέ τούς άντι’στροφεΐς, χρήσιμος Αποβαί¬ 
νει ή μελέτη τών έπομένων άρθρων: 

Είς τά Δ οηυεΙΙεί Ληηαίεβ άε ιηαΙίιέηιαΙί<ιιιεε; Νοίεε εην ηηε ηηε- 
βΐίοη άε ε/έοηιέΐήε άε εοηιραα, ύπό ΡεειιοεΠίετ (1873, σ. 71).— 5 μπ 
ίεβ 8ρ$(έ>ηε$ άε ίίτ/εί αιΊίειτΙέβε, ύπό -V. Ι^ϊβΐιίηε, ρνοβενεεμτ ά Οάόιβα 
ύπό τοΟ ίδίου ΡεεποεΙΗετ (1881, σ. 153).— Εΐηάε άιτ ναρρονί άεβ 
νίίεεεεβ άεε τηοιινετηεηίε ά εοηείάέτετ άαηβ Ι'ίηυενβεην ΡεηαεεΙΙίετ, 
Οπό Μ. ΙΐΌεεβηε, (1881, σ. 456· 1884, σ. 199 καί 1882, σ. 153, άρ- 
θρον ύπό Εί^ιιίπε. 

Είς τήν ΝοηυεΙΙε Οοη'ββροηάαηεε 7>ιαΙΗέηιαΙίι/ιιε εύρίσκονται 
δύο πολύ ένδιαφέροντα άρθρα. Τό πρώτον (1679, σ. 129); Εεε 
Οοηιραβ εαηιροίέε τοΰ ΡεααεεΙΙίεΓ, Ηαττί. Κειηρε ύπό Γ. Μβηείοη, 
καί τό δεύτερον (1877, σ. 129 καί 177): ία ρνοάηεΐίοη άιι τηοιι- 

νεηιεηΐ νεοΗΙΐφηε εχαεί, αη τηοι/εη άεα 1 ίρεε ανίίεηίβεβ, ύπό Α. - Β. 
Κεπιρε, 

Τό 1879, είς τό ΒΜεΙίη άε ί ςεχεηεεε ηιαΙΙτέτηαϋηηεδ εΐ αίίνοηο- 
ΐΗΪρΐίβϊ, σ. 109, 144 καί 151, ό Οετδουχ έδημοσίευσεν διάφορα άρ¬ 
θρα έπί τών Αρθρωτών συστημάτων. 

Τό 1886, ό Νευδει-^ έδημοσίευσεν: Ώειιχ εοηβτεηεεβ «κγ (/ηείρηεί 
$ι μίέιιια άε ίίρε$ ανίίεμίέεί’ Ιταεέ ηιέεαηίρηε άβε Ηρηεα (τεύχος 48 
σελίδων). Ή άπόδειξις τού θεωρήματος έπί τοΰ άντιατοοφεως τού 
Κεπιρε εύρίσκεται είς τήν σελίδα 18 τοΰ τεύχους αύτοϋ. Β^.. έπί- 
σης καί τήν πολύ Απλήν Απόδειξιν ήν έδώσαμεν (§ 119θβ). 



Σ*. — 
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Ε(ς τήν ΜαΙίιβή» (1894. σ. 111) ύπάρχει μία μελέτη : »14 γ <^««1- 
σι«ί βχ&Ιέηιβί ά,ΐ Ιι<}Η£8 αΓίίΰΗΐέα, ύπό Κ. Βτϊοεπΐ. 

ΕΙς τά ΝοιινεΙΙε» ΑηηαΙβ» άβ τηαίΗέτηαϋςηε» (1902, σ. 127), ό ). 
Κενέίΐΐβ έδημοσίευσε μίαν πολύ ένδιαφέρουσαν γεωμετρικήν σπου¬ 
δήν έπί τοΟ ξι/»1έπ ιβ ατίΐαίΐέ άβ Ηατί μέ πέντε στελέχη, τό όποιον 
έπιτρέπει τήν χάραδιν μιας εύθείας ή περιφέρείας. Τό σύστημα 
τοΟτο οΐ ΌβΓ&οηχ καί Κδαί^β εΤχον μελετήσει διά τής Άναλύσεως. 

Ε(ς τό τρίτον μέρος ιών Ηέετέαίίοη» τηαΙΜιηαΙίηιιββ βί ΡτοΜέτηαι 
τοΟ \ν. Κοαεε - Ηαΐΐ, μετάφρασις τοΟ ΚίΙζ Ρείτίο^, ό σοφός καί 
πολυμαθής Α. Ααδτγ δίδει μίαν πολύ ώραίαν μελέτην έπί τής 
ΟέατηέΙτίβ άΐβ ίμβίέτηβε ανίίεηΐέ». Προγενεστέρως, τό 1900, ό Τδιος 
εΐχε δημοσιεύσει μίαν άζιοσημείωτον έργασ1αν: Ε»Ινά\οβ ιούτβ Ιο» 
ΐαηοηχεοαταίίο» είς τό ΕΙ Ρτοατβίίο τηαίβηχάΐχοο (Σαραγόσα, 1900, 
σ. 337.363). 

θεώρημα 363—1 

1203β. Έπί δύο απέναντι πλευρών ΑΒ, ΓΔ ένός τετράπλευρου χα- 
τασχευάίομεν, έξωτεριχώς αΰτοϋ, τρίγωνα ΑΑ'Β, ΓΓ'Δ χαΐ έπί ιών δύο 
δλλων, έσωτεριχώς τοΟ. τετράπλευρου, άλλα δυο ΓΒ'Β, ΑΔ'Λ όμοια χαΐ 
τά τέσσαρα πρδς βοθέν τρίγωνον. Δείξατε, ότι τό σχήμα Α'Β'Γ'Δ' είναι 
παραλληλόγραμμον. (Η. Υβο Αυδεί, Λ/αίΛβεώ, 1881,σ. 167). 

Άπόδειξις άνάλογος τής τοΟ πρώτου μέρους τής προτάσεως 
τής §· 1201 δ. 

θεώρημα 363—11 


1203γ· ’Επΐ των πλευρών τετράπλευρου τυχόντος ΑΒΓΔ κατασκευά- 
ζομεν (σοσχελή όρθογώνια τρίγωνα, Ιχοντα τάς πλευράς ταύτας ο>ς ύπο- 
τιινοόσας. Δείξατε, ότι αΐ διαγώ¬ 


νιοι Α Τ', Β'Δ' τού οδτω σχήμα- 
τιζομένου τετραπλεύρου Α'ΒΤ'Δ' 
τέμνονται χαάέτως χαί είναι Ισαι. 

1) Είναι κάθετοι έπ’ άλλή- 
λας έπειδή εύρίσκονται έπί 
τών διαγωνίων Εθ, ΗΖ τοΟ 
τετραγώνου ΕΖΘΗ, περιγε- 
γραμμένου (κατά τά έν §§ 
1020, 1021) είς τό τετράπλευ¬ 
ρου ΑΒΓΔ. 

2) Είναι δέ καί ΐσαι. Ε¬ 

πειδή. ϊστω α ή πλευρά τοΟ 
τετραγώνου ΕΖΘΗ- ή διαγώ¬ 
νιος αύτοΟ Α’Γ' είναι Τση 
πρός _ 

ΛΤ' = ΑΈ + ΘΓ' + α 77 (1) 
ή βέ Δ'Β' πρός 

Β'Δ' = Δ'Ζ + ΗΒ' - α 77(2) 



Άλλ' είς τό έγγεγραμμένον τετράπλευρου ΑΕΒΑ' έχομεν 


ΑΑ'= Α'Β = 


Π' 


Γεωμετρία 


35 
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καί 

ή ΑΈ 


Άναλόγως : 


αχ Α'Ε = (ΑΕ-(-ΕΒ)-^ = 


αε + εβ 


η 

ΘΓ': 


(θεώρ. Πτολεμαίου). 
ΔΘ-Ι-ΘΓ 

π * 


καί 


ΑΖ + ΔΖ ΑΕ+ΔΘ+2α 

π ~ η 


ΒΗ + ΗΓ ΕΒ+ΘΓ + 2α 

ίτ - η 


(3) 


Άντικαθιστώντες τά ε!ς τάς Ισότητας (1) καί (2) μήκη διά τών 
τιμών έκ τών (3), εύρίσκομεν 

Α'Γ = ΑΕ + ΕΒ+ΔΘ + ΘΓ 1τ = Δ . Β . 

12 

Σιιμιΐωαις. Ή έκφώνησις τής προτάσεως αύτής όφείλεται ε(ς 
τόν Ε. ΟοΙΗ^ηοη (Α. Ρ., ΜαηείΙΙε, σ. 53). 


θεώρημα 354 


1204. ΕΙς τυχόν τετράπλευρου ΑΒΓΑ, τό Αθροισμα ιών τετραγώνων 
τών διαγώνιων είναι διπλάαιον τοΟ Αθροίσματος 
των τετραγώνων τών τμημάτων : άτι να συνδέουν 
τά μέσα τών Απέναντι πλευρών. 

Τά μέσα τών πλευρών είναι κορυφαί πα¬ 
ραλληλογράμμου, τοΟ όπο(ου αί πλευραί εί¬ 
ναι τά ήμίση τών διαγωνίων ({ 542). ΕΙς πάν 
Βέ παραλληλόγραμμον, τό άθροισμα τών τε¬ 
τραγώνων τών πλευρών εΤναι Τσον πρός τό 
άθροισμα τών τετραγώνων τών διαγωνίων 
(5 1190). Επομένως, 

2 μ* + 2 ν· = ρ· + σ· 



καί 4 μ* 4 ν· = 2 (ρ· σ’). 

Αλλά 4 μ* = (έ μ)· = ζ», 4 ν· = (2 ν)* = 0» 
ζ· + θ· = 2(ρ· + σ·). 


( 1 ) 


Σημείασις. Τό θεώρημα τοΟτο, προταθέν είς τά ΑηηαΙβι άβ 0«τ- 
ί/οη ηβ (τόμ. Η, 1811 · 1812, σ. 196) έλύθη ύπό τών Εηεοηίνβ, ΒοοΗαΙ 
κλπ., τών όποΐων τά όνόματα άπαντώνται συχνά είς τά ΑηηαΙε». 
Ή σπουΒή τής. προτάσεως αύτής ήγαγεν είς διάφορα άλλα θεω¬ 
ρήματα καί, Ιδιαιτέρως, ε(ς τό: ΕΙς πάν τετράεδρον, τό άθροισμα 
τών τετραγώνων δυο Αντικειμένων άκμών, πλέον τό διπλάσιου τε¬ 
τράγωνον τοΟ ένοΟντος τά μέσα αώτών τμήματος, είναι τό αύτό 
καί διά τά τρία ζεύγη Αντικειμένων άκμών (ώς Ανωτέρω, σ. 314), 
καθώς καί εις τό Ακόλουθον θεώρημα τοΟ Εοΐβτ: 
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θεεόρι ιμα τον ΕιιΙιγ 355 

1206. ΕΙς πδν τετράπλευρον, ιό άθροισμα ιών τετραγώνων τών 
πλευρών Ισοϋται πρός τό άθροισμα τών τετραγώνων τών διαγωνίων, 
ηϋξημένον χατά τό τετραπλάσιον τετράγωνον 
τοΰ ενσΟντος τά μέσα τών διαγωνίων τμή¬ 
ματος. 

"Ας συνδέσωμεν τό μέσον Ε τής μιάς 
τών διαγωνίων μετά τών κορυφών Β καί 
Δ. Επειδή αΐ ΒΕ. ΔΕ. ΖΕ είναι διάμεσοι 
τών τριγώνων ΑΒΓ, ΓΔΑ καί ΒΕΔ. άντι- 
στοίχως, Θά ίχωμεν τάς Ισότητας 

α> + β· = 2ι' + 2ν«. 
γ' + δ· = 2ε· + 2ν·. 
καί έκ προσθέσεως κατά μέλη 

α' + Ρ' + Υ’ + δ’= 2ι» + 2ε*-|-4ν». 

Άλλ* είναι ι* ε> = 2 ρ* + 2 μ». 

"Αρα : α' + β’ + Υ· + δ· = (2 μ)* + (2 ν)» + 4 Ρ’ 

ή α·4-β Ι + γ·4-θ* = ΒΔ ϊ -+-ΑΓ> + 4ρ 5 . 

1206. ΠαρατηρψΜίς. 1) Τό θεώρημα άληθεύει καί είς τό σχριβλό* 
τετράπλευρον, διά τό τετράπλευρον δηλ. διά τό όποιον αΐ τέσσαρες 
πλευρά! του δέν εύρίσκονται ε!ς τό αύτό έπΙπεδον. 

Ή άπόδειξις είναι πανομοιότυπος, μολονότι α! διαγώνιοι τοΟ 
τεχραπλεύρου τούτου δέν τέμνονται. 

2) Τό θεώρημα τής § 1190 είναι είδική περίπτωσις τοΟ άνω- 
τέρω' έπειδή, έάν τό τετράπλευρον άποβη παραλληλόγραμμον, τό 
συνδέον τά μέσα τών διαγωνίων τμήμα έχει μήκος μηδέν. 

θεώρημα 365—1 

1207. Ε(ς τυχόν τραπέζιον, τό άθροισμα τών τετραγώνων τών δια- 
γωνίων είναι Ισον πρός τό άθροισμα τών τε¬ 
τραγώνων τών μή παραλλήλων πλευρών, 
πλέον τό διπλάσιον τού γινομένου τών βάσεων. 

Φέρομεν τό τμήμα μ, τό συνδέον τά 
μέσα τών διαγωνίων. Κατ' έφαρμογήν τοΟ 
Θεωρήματος τοΟ Εαΐετ (§ 1205), εύρί- 
σκομεν 

α' -4 β* 4~ Υ* -Η δ* = ζ* 4" Θ’ -{-'4μ· (1) 

Αλλά 2μ = β - 6 (§ 530) κα! 4μ* = β> + δ> - 2βδ. (2) 

Άρα : ζ* + Θ' = α· + Υ’ + 2βδ. 

Θεώρημα 365—11 

1208. *Εάν ή μικρότερα βάσις τραπεζίου είναι τό ήμισυ τής μεγα- 
λυτέρας βάσεως, τό άθροισμα τών τετραγώνων τών διαγωνίων είναι 
Ισον πρός τό άθροισμα τών τετραγώνων τής μεγαλυτέρας βάσεως χαϊ 
τών μή παραλλήλων πλευρών. 





Τό τμήμα μ, ώς Ισον πρός τήν ήμιδιαφοράν τών βάσεων, ΙσοΟ- 
ται πρός τό ήμισυ τής μικροτέρας βάσεως* άρα 4μ* = 6» καί ό 
τύπος (1) τής προηγουμένης παραγράφου Ανάγεται είς τόν 
ζ· + 8' = α* + β* + γ*. 


Λ' θεώρημα τοΰ Πτολεμαίον 36Θ 

1209. ΕΙς παν έγγρόψιμον τβτράπλευρον ΑΒΓΔ, τό γινόμενον των 
διαγώνιων είναι Ισον πρός τό άθροισμα τ£ν 
γινομένων τών απέναντι πλευρών. 

Πρέπει νά Βείξωμεν ότι 

ΑΓ . ΒΔ = αγ + ββ. 

"Ας σχηματίσωμεν τήν γωνίαν ρ Τσην 
πρός τήν ο. Τά τρίγωνα ΔΕΑ καί ΔΓΒ 
είναι Ισογώνια. έπειδή αί γωνίαι των είς 
τά Α καί Β βαίνουν έπί τοΟ τόξου ΓΔ. 
Επομένως, 

τ£τ=·χ- Ρ5 =αε.βδ. 

Τά τρίγωνα ΓΔΕ καί ΒΔΑ είναι έπίσης όμοια, έπειόή αί γω- 
νίαι των είς τά Γ καί Β βαίνουν έπί τοΟ τόξου ΑΔ καί ρ -(- τ = τ + σ. 

"Αρα : ~&Δ~ = ~^ι~ κα * α Υ = ΓΕ ■ ΒΔ. 

Διά προσθέσεως λαμβάνομεν 

αγ + βΒ = ΒΔ (ΑΕ + ΕΓ) --= ΒΔ . ΑΓ. 



1209. Σημείωσες. Τό θεώρημα τοΟτο είναι έκείνο πού ύποΒει- 
κνύει ό Πτολεμαίος είς τό εργον του Μαθηματική Σί>ντα(ις, όιά τήν 
κατασκευήν πίνακος παρέχοντος τά μήκη χορΒών Αντιστοίχων 
Βοθέντων τόξων. 

Έκ τούτου Βυνάμεθα νά συναγάγωμεν τούς κυριωτέρους τύ¬ 
πους τής εύθυγράμμου Τριγωνομετρίας, ώς Εδειξεν ό ΟβγποΙ είς 
τήν Οίοιηαήε άε Ρο»ί(ίοπ αύτοΟ. 

Σχετικώς βλέπε τό Αρετς μ ΜβΙοΗηηε τοΟ Οδεείεε καί τήν Ηί- 
ιίοίνβ άεβ τηαΙ^έιηαίίηηεΒ τοΟ Ρεπϋπεπά Ηοίίβ^. 

Μίαν πολύ εύφυά άπόΒειξιν τοΟ θεωρήματος τοΟ Πτολεμαίου 
Ιχει Βώσει ό Μαπεϊοη είς τήν Νομν. ΟοΓτεβροηάαηεε ιηαίΗέτηαίίηιιε, 
1876, σ. ίβΐ. Ή άπόβειξις αϋτη, είς τήν περίπτωσιν καθ' ήν αί 
διαγώνιοι του τετραπλεύρου είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας, έδόθη 
καί ύπό τοΰ ΒΓ&1ιπια£ΐιρΙα, Ίν&οΟ γεωμέτρου τοΰ VII αίώνος. 

Είς τό ΤναίΙέ άε Οέοτηέίτίε τών Κοιιείιέ καί ΟοπιδεΓοιιεκε (έβδόμτ) 
Εκδοσις, σ. 158, η° 240), εύρίσκεται μία πολύ ώραία άπόοειξις, 
έμπνευσθεΐσα πιθανώς ύπό τής κατασκευής τοΟ 51 ιιγπι ένός έγ- 
γραψίμου τετραπλεύρου (§ 151). 

Βλέπε έπίσης καί ΒνΙΙείχη άε ΜαΟιέτηαΗηιιεα έΐέηιεηίαίι-εε, 1895- 
1896, σ. 144. 

Β' θεώρημα τον Πτολεμαίου 357 


1210. Είς παν μή έγγράψιμον τετράπλευρον, τό γινόμενον τών δια¬ 
γώνιων είναι μικρότερον τοΰ αθροίσματος τών γινομένων τών απέναντι 
πλευρών. 
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Πρέπει νά βείξωμεν ότι ΑΓ , ΒΔ < αγ + βδ. 

Διά τριών κορυφών Α, Δ, Γ τοΟ τετράπλευρου άς γράψωμεν 
περιφέρειαν καί δς σχηματίσωμεν πάλιν 
τήν γωνίαν ρ = σ καί τήν γωνίαν ΔΑΕ 
ΐσην πρός τήν ΓΒΔ (Σχ. 740). 

Επειδή τό σημεΐον Β δέν κεΐται έπΐ 
τής περιφερείας, ή γωνία ΓΒΔ δέν είναι 
ίση πρός τήν ΔΑΓ καί, έπομένως, ή εύ- 
θεία ΑΕ δέν συμπίπτει πρός τήν ΑΓ. 

Έκ τών όμοίων τριγώνων ΔΕΑ καί 
ΔΓΒ λαμβάνομεν : 

Β 


ΒΔ 


ΑΡ 

~ ή βδ = ΑΕ . ΒΔ 
Ρ 


( 1 ) 


και 


ΔΑ 


ΔΕ 

ΔΓ 



Επειδή ή γωνία ΑΔΒ=τ-(-ρ είναι ίση πρός ΕΔΓ = τ -+- σ. τά 
δυο τρίγωνα Γ ΔΕ καί ΒΔΑ είναι δμοια, ώς Ιχοντα τάς γωνίας είς 
τό Δ Γσας καί περιεχομένας μεταξύ άναλόγων πλευρών. Επομένως, 

-Β7Γ=-ΊΓ * «ν = ΒΔ.ΓΕ. (2) 


Διά προσθέσεως κατά μέλη τών (1) καί (2) εόρίσκομεν 
αγ + βδ = ΒΔ(ΑΕ+ΕΓ). 

Άλλ’ είναι ΑΕ-(- ΕΓ > ΑΓ· κατά συνέπειαν 


αγ + βδ> ΒΔ+ΑΓ. 

Παρατηρήσεις. 1) Ή κορυφή Β δύναται, άδιαφόρως, νά εύρίοκε- 
ται είς τό έσωτερικόν ή τό έξωτερικόν τοΟ κύκλου, χωρίς μετα¬ 
βολήν τής έκφωνήσεως τής προτάσεως.· 

2) Έκ τών δύο αύτών θεωρημάτων τοΟ Πτολεμαίου ϊπεται, ότι 

έάν τό γινόμενον τών διαγώνιων τετράπλευρου είναι ίοον πρόί τό Μροισμα 
τών γινομένων τών απέναντι πλευρών, τα τετράπλενρον είναι έγγοάψιμον. 


θεώρημα 357—I 

1211. Αί διαγώνιοι έγγραψίμου τετράπλευρου είναι πρός άλλήλας ώς 
τά αθροίσματα τών γινομένων τών πλευρών τών 
άποληγουσών είς τά άκρα τών διαγώνιων: 

_μ_ __ α β + γδ 
ν 

(Ή έπομένη 


αδ+βγ 

άπόδειξις ύποθέτει γνω¬ 
στόν τόν τύπον τού έμβαδοϋ τοΟ τριγώ¬ 
νου: τό έμβαδόν τοΟ τριγώνου ΑΔΓ είναι 

τό τοΟ ΑΒΓ Ισον πρός 


νγ 

Τσον πρός 

νι 

-^-καί τοΟ τετραπλεύρου ΑΒΓΔ έπομένως 
νγ + νζ \ 



Έστω 2Κ. ή διάιιετρος τής περιγεγραμμένης περιφερείας. Γνω- 
ρίζομεν, δτι τό γινόμενόν δύο πλευρών τριγώνου είναι ίσον πρός 
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τό γινόμενον τής διαμέτρου τής περιγεγραμμένης περιφέρειας καί 
τοΟ Οψους έπΐ τήν τρίτην πλευράν, θά ίχωμεν, έπομένως, διά τά 
τρίγωνα ΑΔΓ καί ΑΒΓ τάς Ισότητας 

γδ = 2Κν, γδν = 2Κ νν = ^11 ., 

αβ = 2Κζ, αβν — 2Κ ζν = — , 
καί διά προθέσεως 

ν{αβ -)-γδ) = 4Κ X έμβαδόν ΑΒΓΔ. 

Άναλόγως, εύρίσκομεν 

μ (αδ -(- βγ) = 4Κ. X έμβαδόν ΑΒΓ Δ. 

Επομένως, 

μ (αδ 4- βγ) = ν (αβ γ&). 

«β + γβ _ _μ_ ι 

αδ + βγ ν 

1211. Σημιίωσις. Τό θεώρημα τσΟτο άποδίδεται συχνά εις τόν 
Πτολεμαίον· είναι έν τούτοις μεταγενέστερον τοΟ νίέΐε. (ΙηΙβν- 
ιηέάίαίτβ άβ ΜαΐΗέτηαΙίύίεηβ, 1900, σ. 323, η® 1719. Σημ. τοΟ Ρειιΐ 
Τεηηβτν). 

θεώρημα 358 

1212. ΕΙς παν έγγράψιμον τετράπλενρον, έάν πολλαπλασιάσωμεν ιό 
έμβαδόν τοΰ τριγώνου ιού αχηματιζομένον ΰπό τριών κορυφών έπί τό 
τετράγωνον τής άποοτάαεως τής τέταρτης κορυφής άπό τυχόντος ση¬ 
μείου τοΰ έπιπέδου τοΰ σχήματος, τό άθροισμα τών γινόμενόν αύτών 
διά τά δύο τρίγωνα μέ κοινήν πλευράν τήν μίαν, τών διαγωνίων είναι 
ίσον πρός τό Ιδιον άθροισμα διά τά τρίγωνα μέ κοινήν πλευράν τήν 
έτέραν διαγώνιον. (Τ. Μ. Α’. καί 5., 1882, σ. 217. Σημ. τοΟ X. ΑηΙο- 

ΠΙβΓΪ). 

Τά Θεωρήματα τοΰ Πτολεμαίου συνάγονται εύκόλως έκ τοΟ 
άνωτέρω Θεωρήματος. 

Θεώρημα 368—1 


1212 α. 'Εάν ή ΔΕΖ είναι ή εύθεΐα τοΰ δΐιηεοη διά τό τρίγωνον 
ΑΒΓ, ή σχετική πρός τό σημεΐον Μ (Σχ. 741 α), 
4·~~^ν θά είναι 

ρ . ΜΑ = ς . ΜΒ = Γ . ΜΓ. 

// \\ Πράγματι, τά όρθογώνια τρίγωνα ΜΖΓ, 

/ / Ν. \ ΜΔΑ είναι δμοια, έπειδή αί γωνίαι ΜΓΖ, 
/ ν \ I ΜΑΔ ϊχουν τό αϋτό παραπλήρωμα. Άρα 

-1—^4 ΜΑ ΜΓ 


*' * Παρατήρηαις. Ή άνωτέρω οχέσις χρησι¬ 

μεύει διά τήν σπουδήν τοΟ έγγραψίμου 
τετράπλευρου καί μάς ύπεδείχθη τό 1907 ύπό τοΰ Ε. Τεπιοίπε. 


ρ ΜΑ = γ ΜΓ κλπ. 
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θεώρημα 383— II 

1213. "Εστω περιφέρεια διερχομένη διά τής κορυφής Α παραλληλο¬ 
γράμμου ΑΒΓΑ καί τέμνουσα τάς πλευράς αυτού είς ιά σημεία Λ, Μ, Ν. 
Δείξατε τήν σχέσιν 

ΑΓ.ΑΛ - ΑΒ.ΑΜ + ΑΔ.ΑΝ. 

“Ας φέρωμεν τΑς ΛΜ. ΛΝ, ΜΝ. 

Επειδή τό τετράπλευρον ΑΜΑΝ 
είναι έγγεγραμμένον, ΘΑ (χωμεν 
τήν σχέσιν 

ΛΛ.ΜΝ = ΑΜ.ΛΝ + ΛΝ.ΛΜ, (1) 

έκ δέ τών όμοίων τριγώνων ΑΒΓ, 

ΛΜΝ τΛ< Αναλογίας 

ΑΓ _ _ΑΒ_ 

ΜΝ 



ΛΝ 


ΑΔ 

ΜΛ 


( 2 ) 


ΠολλαπλαοιΑζοντες βκαοτον βρον τής ίσότητος (1) έπΐ Ικαστον 
τών Τσων τούτων κλασμΑτων, εύρίσκομεν 

-££-.ΑΛ.ΜΝ = . ΑΜ.ΛΝ+-.ΛΝ.ΛΜ 

ΜΝ ΛΝ ΛΜ 

ή ΑΓ.ΑΛ = ΑΒ.ΑΜ + ΑΔ.ΑΝ. 

Παρατήρηοις. ΤΑ δμοια τρίγωνα ΑΒΓ, ΛΜΝ δίδουν έπίσης 

4^-=αμ ή ΑΒ.ΛΜ=ΑΔ.ΛΝ. 

ΒΓ ΛΜ 

Τό θεώρημα τής $ 1189 είναι είδική περίπτωσις τοΟ Ανωτέρω. 


θεώρημα 988—III 

1213 α. Έάν έπΐ τών πλευρών γωνίας Α λάβωμεν δύο μήκη ΑΜ 
καί ΑΝ, ουνδεόμενα διά τής οχέσεως 6 . ΑΜ 4-δ . ΑΝ= 1. δπου δ καί β 
σταθεροί, ή περιγεγραμμένη περιφέρ-ια εις τό τρίγωνον ΛΜΝ διέρ¬ 
χεται διά σταθερού σημείου. (/. άβ Μ. τοΟ ('Μίόετί 1905, σ. 87). 

ΛαμβΛνοντες ΑΒ = β, ΑΔ = 6 (Σχ. 742), τό προηγούμενου Θεώ¬ 
ρημα μάς ΑδηγεΙ είς τήν σχέσιν 

ΑΒ.ΑΜ+ ΑΔ.ΑΝ 
λΓΓλλ ’· 

έξ ής Ιπεται δτι τό σημείον Λ είναι σταθερόν έπί τής διαγω- 
νίου ΑΓ. 

θεώρημα τοΰ Πάηπον 35θ 

1214. Τό γινόμενον τών Αποστάσεων τυχόντος σημείου' Μ περιφε- 
ρείας Από δύο Αντικειμένων πλευρών τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, έγγεγραμ- 
μένου είς αύτήν Ισοδται πρός τό γινόμενον τών Αποστάσεων τοΟ Ιδίου 
αημείου Από τών δύο Αλλων πλευρών. 

Πρέπει νΑ δείξωμεν δτι: ΜΕ . Μθ = ΜΖ. ΜΗ ή ε . θ ^ ζ . η. 
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1η Άαόίχιξα. Συνδέομεν τό σημεΐον Μ μετά δυο άπέναντι κο¬ 
ρυφών, Β καί Δ X. χ., διό τών ευθειών ΜΒ = ρ κσΐ ΜΔ = σ. 

Τό τρίγωνα ΜΒΕ καί ΜΔΗ είναι 
βμοια, ώς όρθογώνια είς τό Ε καί Η 
καί ίχοντα τάς όξείας γωνίας των είς 
Β καί Δ Τσας, ώς βαινούσας έπί τοΟ 
αύτοΟ τόξου ΑΜ. Επομένως, 



( 1 ) 


Ιχ. 7Μ. 


_£_ = .£_ 

η σ ' 

Τό τρίγωνα έπίσης ΜΔΘ καί ΜΒΖ 
είναι όρθογώνια καί μέ Τσας τός γω¬ 
νίας των είς Β καί Δ, ώς έκ τοΟ έγγε- 
γραμμένου τετράπλευρου ΜΔΓΒ. Είναι 
άρα όμοια καί 

θ __ σ 

Τ~ Ρ ' 


( 2 ) 


Διό πολλαπλασιασμοΟ κατό μέλη τών (1) καί (2), εόρίσκομεν 


εθ _ ρσ 
ζη ~·ρσ 


ή εθ = ζη. 


2α 'Απϋβιξι;. Γνωρίζομεν, ότι τό γινόμενον δύο πλευρών τρι¬ 
γώνου είναι Τσον πρός τό γινόμενον τής δια¬ 
μέτρου τής περιγεγραμμένης περιφέρειας καί 
τοΟ έπί τήν τρίτην πλευρόν ύψους.Επομένως, 

αβ = 2 Κ,ε, βγ = 2Κ.ζ, γδ = 2Κθ, δα = 2 Κη 

καί αβγδ = 4Κ’εθ, βγδα = 4 Κ.* ζη. 

Άρα εθ -- ζη. 

1215. ΕΙβική πιρίπχωσις. 1) Αΰο χοονφαι Γ 
χαΐ Δ συμπίπτουν. 

Τό τετράπλευρου όποβαίνει τρίγωνον καί 
ή πλευρό ΓΔ έφαπτομένη τής περιγεγρααμέ- 
νης είς αύτό περιφερείας. θό ίχωμεν πάλιν 




εθ — ζη, 

ή τό έπόμενρν θεώρημα : 

1215 α. Τό γινόμενον ιών αποστά¬ 
σεων σημείου τής περιγεγραμμένης είς 
τρίγωνον περιφερείας άπό δύο πλευρών 
αύτοϋ είναι ίσον πρός τό γινόμενον τών 
άποστάσεων τοΰ . ίδίου σημείου άπό τής 
τρίτης πλευράς χαί άπό τής έφαπτομένης 
είς τήν κορυφήν τήν άπέναντι τής πλευράς 
τούτης. 


2) όνο απέναντι πλχνραΐ ΑΒ, ΓΔγοΟϊ*· 

τραηίινρον συμπίπτουν (Σχ. 746). 

Έπανευρίσκομεν τό έπόμενον γνωστόν θεώρημα: 
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1215β. Ή άπόατασις τυχόντος σημείου περιφέρειας άπό δοθείσης 
χορδής αυτής είναι μέση ανάλογος τών αποστάσεων ιοϋ σημείου άπό 
των έφαπτομένων β(ς τά άκρα τής χορδής. 

Πράγματι, ή ίσότης εθ = ζη άποβαίνει ή ι’ = ζη. 




3) Τριϊς χορνφαΐ Β, Γ, Δ συμπίπτουν (Σχ. 747), 

Ή περίπτωσις αϋτη δέν παρουσιάζει ένδιαψέρον, 6ν καί είναι 
φανερόν δτι συμβαίνει άκόμη 

εθ ζη, άφοΟ ε = η καί θ = ζ. 

1216. 3η ΆπόΛβιξις. Τό θεώρημα τοΰ Πάππου δύναται νά άπο- 
δειχθή άκόμη μέ τήν βοήθειαν μιάς έκ τών ειδικών περιπτώσεών 
του (§ 1215 α, 2)), άποδεικνυομένης άπ’ εύθείας. (Μέθοδοι, § 25). 
Τήν άπόδειζιν αύτήν θά χρησιμοποιήσωμεν δι’ Εν πολύ γενικώτε- 
ρον, άπό τό τού έχχραψίμου τετραπλεύρου, ζήτημα· τούτο δέ θά 
έμφα νισθή ώς άπλοΟν πόρισμα τής γενικωτέρας αύτής προτά- 
σεως (§ 1222). 

θιώρημα 359— I 

1217. Τό γινόμενον τών αποστάσεων τυχόντος σημείου περιφέρειας 
άπό δύο απέναντι πλευρών ένός έγγεγραμμένου είς αύτήν τετραπλεύρου 
είναι Ισον πρός τό γινόμενον τών αποστάσεων τοΰ σημείου άπό τών 
διαγώνιων. 

Άπόδειξις άνάλογος τής έν § 1214. Άρκεϊ άλλωστε νά θεωρη¬ 
θούν αΐ διαγώνιοι ώς δύο άπέναντι πλευραί τετραπλεύρου. 

θοώρημα 359—11 

1217 α. (§§ 1214 καί 1217). Έ* τυχόντος σημείου Μ τής περιγε- 
γραμμένης περιφερείας είς τετράπλευρον ΑΒΓΔ φέρομεν ευθείαν ε' τέ- 
μνουααν τήν ΑΒ ύπά γωνίαν δοθεϊσαν α, δευτέραν ευθείαν ξ' τέμνου- 
σαν τήν ΒΓ ΰπό γωνίαν β, τρίτην η' τέμνουσαν τήν ΓΔ ΰπό γωνίαν γ 
παί τετάρτην θ' τέμνουσαν τήν ΔΑ ύπό γωνίαν δ, πάσας περατουμένας 
είς τάς αντιστοίχους πλευράς τοΰ τετράπλευρου. Δείξατε δτι ό λόγος τοΰ 
γινομένου τών ε' χαΐ η', τών άντιστοίχων δυο άπέναντι πλευρών τοΰ 
τετραπλεύρου, πρός τό γινόμενον τών ζ' καί θ', τών άντιστοίχων τών 
δυο άλλων (ή τών διαγώνιων) είναι σταθερός. 

Ή άπόδειζις είναι ή (δία πρός τήν τοΰ θεωρήματος τοΰ Ώΐ· 
ίατρντβί, (έπ. § 1219), τοΰ σχετικού πρός τήν ένέλιζιν. 
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θεώρημα 360— III 

1218. (Τό έναλλακτόν τοΟ θεωρήματος τοΟ Πάππου). ΕΙς πάν 
τετράπλευρον περιγεγραμμένον είς περιφέρειαν, τό γινόμενον τών άπο- 
ατάοεων μιας μεταβλητής έφαπτομένης τής περιφέρειας άπύ δυο άπέ- 
ναντι κορυφών ϊχει λόγον σταθερόν πρός τό γινόμενον τών αποστάσεων 
όπό τής εΰθεΤας τούτης τών δύο άλλων κορυφών. (Οδαείεε). 



’Άς εΤναι α, β, γ. 6 αΐ άποοτάαεις τών Α, Β, Γ, Δ άπό τής 

ον 

έφαπτομένης ΕΖ. Πρέπει νά δείξωμεν 6τι: = σταθερά. 

ρο 

Έχομεν: 


α _ ΑΕ _ εφ ΑΕΟ _ ΑΟ . ημ ΑΟ Ε 
β ΒΕ εφ ΒΕΟ ΒΟ.ημΒΟΕ 


γ _ ΓΖ _ εφ ΓΖΟ _ ΓΟημΓΟΖ 

"δ" - ΔΖ ~ εφΔΖΟ^ — ΔΟημΔΟΖ 

καί έπομένως 

αγ _ ΑΟ . ΓΟ ημΑΟΕ,ημΓΟΖ 
βδ ~ ΒΟ. ΔΟ ' ημΒΟΕ.ημΔΟΖ 


( 1 ) 


Άλλ' αΐ γωνίαι ΓΟΒ και ΖΟΕ είναι -Τσάι (§ 739)· άρα 
γων. ΓΟΖ = ΒΟΕ, 

αΐ 6έ γωνίαι ΖΟΕ καί ΑΟΔ παραπληρωματικοί, έπομένως καί 
ΑΟΕ+ΔΟΖ= 100». 

ΕΤναι κατά συνέπειαν 


ημΑΟΕ = ημΔΟΖ, ημ ΓΟΖ ημ ΒΟΕ, 
καί ή (1) άνάγεται ε(ς τήν 

αγ ΑΟ . ΓΟ . 

ρί- = ΒΟΤΔΟ = σταθερά ποσόΐης · 


θεώρημα τον Οειατε/οα 360 


1210. Έστω τετράπλευρον έγγεγραμμένον ε(ς περιφέρειαν, ΜΜ' 
ευθεία τέμνουοα τήν περιφέρειαν εις Μ χαί Μ' καί Α, Α', Β, Β' 


τά σημεία τομής τής ευθείας τούτης καί 'τών δύο ζευγών απέναντι. 

πλευρών τοΰ τετράπλευρου. Δείξατε δτι οΐ λόγοι ^ καί 

Μ ο . ΜΒ 


Μ Α . Μ'Α/ 
Μ'Β. Μ'Β 


είναι ίσοι. 


Έκ τοΟ σημείου Μ φέρομεν τάς καθέτους ΜΓ, ΜΓ’, ΜΔ, ΜΔ' 



Ττ* 


έπί τάς πλευράς τοΰ τετραπλεύρου. θά Εχωμεν (§ 1214): 

ΜΓ . ΜΓ' 

ΜΓ.ΜΓ'= ΜΔ.ΜΔ' ή ^-^ = 1. 

' ΜΔ.ΜΔ 


Ο) 


θά άποδείξωμεν, βτι διά μίαν ώρισμένην διεύθυνσιν (ε) τής 

τεμνούοης ό λόγος είναι σταθερός, οίουδήποτε δντος 

ΜΒ . ΜΒ 

τοΟ σημείου Μ. 

Πράγματι, κατά τήν παραλλήλως πρός τήν (ε) μετατόπισιν τής 
τεμνούοης ΜΜ’, Εκαστον τρίγωνον ώς τό ΜΔ'Β' παραμένει δμοιον 
έαυτω. Διά Μ = Ν λ. χ. τό τρίγωνον ΝΖΕ είναι δμοιον πρός τό 
ΜΔ'Β'. Επομένως, θά εΤναι: ΜΒ'= ΜΔ' έπί σταθερόν τινα λό¬ 
γον, μή έξαρτώμενον παρά μόνον έκ τής (σταθεράς) γωνίας Β’- 

έπειδή ^ , δθεν ΜΒ’=; ΜΔ'.. (Ό δέ λόγος ούτος 


ΝΕ 


ΝΖ 


ΝΖ 


είναι τό Αντίστροφον τοΰ ήμιτόνου τής γωνίας Β' ή 


1 


ΝΖ 

"Αν λοιπόν 


_ ΝΕ 1 ^ , 

θέσωμεν , θά έχωμεν 


ημΒ· 


ΜΒ' _ 1 
ΜΔ' — β' Π 


β’ 


ΜΔ' = ΜΒ . β' (=ΜΒ'ημΒ'). 


Άναλόγως σκεπτόμενοι, εύρίσκομεν : 

ΜΓ' = ΜΑ'. α', ΜΔ = ΜΒ . β, ΜΓ = ΜΑ . α. 

Έάν άντικαταστήσωμεν εις τήν σχέσιν (1) τά ΜΓ, ΜΓ', ΜΔ, 
ΜΔ' διά τΟν ΐσων των, ώς άνωτέρω, λαμβάνομεν 

ΜΑ .α X ΜΑ'. α'_ , ΜΑ. ΜΑ' _ ββ' 

ΜΒ.β χ ΜΒ'.β' ~ 1 η ΜΒ . ΜΒ' αα'' 

Άλλ' ώς εΤδομεν, ό λόγος είναι σταθερά ποσότης, έξαρ- 
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τωμένη έκ τής διευθύνσεως μόνον τής τεμνούσης. θά ϊχωμεν κατά 
συνέπειαν έπίσης 

ΜΆ.ΜΆ’ ββ' 

Μ'Β. Μ'Β' αα' ’ 

άρα καί 

ΜΑ . ΜΑ' __ ΜΆ . ΜΆ' 

ΜΒ . ΜΒ' ~ Μ'Β . Μ'Β' ' 


1220. Έκ ΤοΟ δωρήματος ιοί ϋαανβμβί συνάγομεν πλήθος πο· 
ρισμάτων, έκ τών όποιων θά άναφέρωμεν ίά πλέον ένδιαφέροντα: 

1) Δύο Απέναντι πλβνραί τοΰ ι ετραπλεύρον δύναται νά Αγτιχαταοταδονν 
νπό δύο διαγώνιων αυτόν. 

Τά τέσσαραζεΰγη σημείων (Α,Α’), (Β,Β'), (Γ,Γ'), (Μ,Μ') λαμβα- 

νόμενα άνά τρία δίδουν Βξ 
σημεία έν ένελίξει (βλ. κα¬ 
τωτέρω § 1221). Υπάρχουν 
τέσσαρες διάφοροι συν¬ 
δυασμοί. 

2) Έάν ή διατέμνουοα ΕΕ' 
(Σχ. 750). διέρχεται διά τον 
χοινον σημείου δύο Απέναντι 
πλευρών ή τών διαγώνιων, τό 
σημεΐον Δ είναι διπλοΰν οη- 
μεϊον (τής ένελίξεως). 

3) Ε1{ την είδιχήν περίπτωσιν χα&' ι]ν ιό αημεΐον Δ εϋρίοκεται εις τό 
μίοον τής χορδής ΕΕ' τά σημεία Λ, Λ’ Γοον Απέχουν τοΰ Δ. ΤΑ αύτο συμ¬ 
βαίνει χαί διά τά σημεία χαφ’ & ή διατϊμνουσα τέμνει τάς δύο δλλας Απέ¬ 
ναντι πλευράς, 

4) Το αημεϊον έπαφής Ν τής Ιφαπτομένης ΗΗ’ είναι διπλοΰν αημεΤον. 

5) Ή διατέμνουοα, ή διερχομένη διά τοΰ χοινοΟ σημείου Δ τών δια¬ 
γώνιων καί τοΰ χοινον Α δύο Απέναντι πλευρών, χαί ανναντ&σα την περι¬ 
φέρειαν εις Μ χαί Μ', δρίζει επ' αυτής τέαααρα σημεία Ιν ένελίξει, έχ 
τών όποιων τά Α χαί Δ είναι διπλά σημεία ταΰτης. 



θά Βχωμεν: 


ΜΑ* _ ΜΆ· 
ΜΔ» ~ Μ'Δ’ ’ 


έπϊιβή τά Α, Α' συμπίπτουν, ώς καί τά Δ, Δ’. 
Ή πρότασις 5) άνάγεται ε(ς τήν σχέσιν 


ΜΑ _ ΜΔ 
Μ'Α ~ Μ'Δ ’ 


δηλ. δτι τά σημεία Μ καί Μ' είναι συζυγή άρμονικά τών Α Καί Δ. 

1221. Σημείωσες έπΐ τής Ανελίξεως. Τό δεώρημα τον £>««α>'ρι*εβ 
είναι θεμελιώδες διά τήν Φεωρίαν τής ένελίξεως. 


. ΜΑ. ΜΑ' ΜΆ. ΜΆ' 

Η Ισότης ΜΒ.ΜΒ' ~ Μ'Β . Μ'Β' 


Π) 


ή συνδέουσα όκτφ μήκη, δύναται νά μετασχηματισθή είς τήν 
σχέσιν μέ Βξ μόνον μήκη: 

ΑΒ'. ΒΜ’. Μ Α'= Α'Β . Β'Μ . ΜΆ. 


( 2 ) 
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Διά τήν μετάβασιν Από τοΟ τύπου (1) ε!ς τόν (2) δυνάμεθα ν* 
χρησιμοποιήσωμεν τάς Ιδιότητας τοΟ ΑναρμοηκοΒ λόγον. (Βλ. ΟΗ»β- 
Ιβε, (Ηοτηϋγχβ βνρέτΐβαη, κεψ. IX, η“ 184). 

Λέγομεν Ατι Βξ σημεία κείμενα Επ' ευθείας γραμμής εύρίσκον- 
ται (ψ ίτιλίξιι, Εάν τό γινόμενον τριών διαδοχικών τμημάτων, έκ 



τών όριζομίνων Οπ' αύτών, μή' Εχόντων κοινόν πέρας είναι ίσον 
πρός τό γινόμενον τών τριών Αλλων. 

Ή Μλι(ίς είναι μέθοδος πολύ γόνιμος, κυρίως διά τήν σπου¬ 
δήν τών κωνικών τομών. Ό ΟβεεΓκπββ Εθεσε τό θεμελιώδες θεώ¬ 
ρημα αύτής καί τό όποιον Αναφέρει ό Ρεκεΐ ε(ς τό Ιργον του 
£$$αί «μγ Ιβ» οοηίηιαι. Ό ΟΗβείε· συνέδεσε τήν ένέλιζιν μετά τής 
θεωρίας τοΟ άναομοηχοΰ λόγου. 

ΤΑ σπουδαιότερα Εργα τά όποία δύναταί τις νΑ συμβουλευθή 
σχετικώς είναι τά Επόμενα: 

Οδεείβε, ΟίοηνίΙήε βαρόκίβανβ. —Ηοπεεί, ΙηΙτοάαοΙίοη ά Ια ΟέοηχέΙήβ 
βηρέτίβντβ.— Οτβπιοηε, όόοτηέίτίβ ρκο}βΰίίυβ.—]. λ,εηίίιέΓΚ, ΕχροβίΙίοη 
έΐέηιβηίαΐη άβ Ια ΟέοηιέΙήβ πιοάβτηβ. ΤΑ τελευταία δύο Εργα άλ- 
ληλοσυμπληροΰνταΐ' τό πρώτον είναι περιγραφικόν κυρίως, ένφ 
τό δεύτερον χρησιμοποιεί, κατ' Αρχήν, Αλγεβρικός σχέσεις. 

Γνωστόν είναι έπίσης τό ώραίον Συμπλήρωμα, τό συνημμένον 
είς τό VIII Βιβλίον τοΟ ΤναϊΙέ άβ Οέοτηϊΐτίε τών ΚουοΙιέ καί 
Οοτηδετοηβ»* (7η (κδοσις). 

Ή ΙηίτοάαβΙίοη ά Ι'έΙαάβ άβ ΙΉοτηοΰναρΗίβ, τέλος, τοΟ ΚανηεαΑ 
είναι βιβλίον τελείως στοιχειώδες. 

Θβώρημα 3βΟ— I 

1222. Έάν πολύγωνον αρτίου πλή¬ 
θους 2ν πλευρών είναι έγγεγραμμένον 
είς περιφέρειαν, τό γινόμενον τών Απο¬ 
στάσεων ίνός σημείου Μ τής περιφέ¬ 
ρειας Από ν πλευρών, μή έχουσών 
κοινά Ακρα, είναι Ισον πρός τό γι¬ 
νόμενον τών Αποστάσεων τοΡ Ιδίου 
σημείου Από τών ν Αλλων πλευρών. 

"Ας θεωρήσωμεν, διΑ τήν Απλό¬ 
τητα. Εξάγωνα. 

"Ας είναι α. β, γ, Β, ε, ζ αί Απο¬ 
στάσεις τοΟ σημείου Μ Από τών 
πλευρών τοΟ Εγγεγραμμένου Εζαγώ- 
νου, θ, η, ι, ), κ, λ 6έ α( Αποστά¬ 
σεις τόΟ Μ Από τών πλευρών τοϋ 

Αντιστοίχου περιγεγραμμένου Εξαγώνου, κατά τό σχήμα 752. 
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Γνωρίζομεν, βτι ή άπόστασις τοΰ σημείου Μ άπό τυχούοης 
χορδής είναι μίση άνάλογος τών άποοτάσεών του άπό τών έφα- 
πτομένων είς τά δκρα χής χορδής (§ 25). Κατά συνέπειαν: 

α* = θη, β* = ηι, ' γ* = ΐ], 

6* = ]κ, ε 9 = κλ, ζ 9 = λθ· 
δρα α*γ 9 ε 9 = θηι)κλ, β»δ·ζ* = ηι .)κ . λθ, 

ή αγε = βδζ. 

1223. Έάν τό πολύγωνον 6χη 2ν—1 πλευράς, διά τήν έφαρμο- 
γήν τοΟ θεωρήματος, δυνάμεθα νά τό θεωρήσωμεν ώς 2ν πλευ¬ 
ρών, φίροντες διά μι&ς τών κορυφών του έφαπτομένην (Βλ. § 1215). 

θιώρημα 3ΘΟ — ΙΙ 

1224. Έάν εν πολύγωνον ίχη διά χορυφάς τά σημεία έπαφής τών 
πλευρών ένός πολυγώνου περιγεγραμμένου είς περιφέρειαν καί τυχόντος 
πλήθους πλευρών, τό γινόμενον τών αποστάσεων τυχόντος σημείου τής 
περιφέρειας από τών πλευρών τού έγγεγραμμένου πολυγώνου είναι Ισον 
πρός τό γινόμενόν τών άποστάσεων τού αύτοϋ σημείου από τών πλευρών 
τού περιγεγραμμένου πολυγώνου. 

"Ας είναι α, β, γ, δ, ε αί άποστάσεις τοΟ Μ άπό τών πλευρών 
τοΟ έγγεγραμμένου καί Θ, η, ι, μ κ αί άποστάσεις του άπό τών 
πλευρών τοΟ περιγεγραμμένου πολυγώνου. 

Ώς προηγουμένως, θά ίχωμεν 

α· = ηθ, β* = ηι ; γ* = ι), δ*=)κ, ε* = κθ· 
δρα : αβγδε = ηθι]κ. 


θιώρημα 330 — III 


1226. 1) Ή αϋτή έκφώνησις διά τό έγγεγραμμένον καί περιγε- 
γραμμένον πολύγωνον (§ 1224). 

Έάν φέρωμεν τέμνουοαν ΜΜ' τής περιφερείας χατά δοθεΐσαν διεύ- 
θυνσιν καί παραστήσωμεν διά α, β ... ε, θ, η ... τάς άποστάσεις του 
ένός τών σημείων τομής Μ άπό τών διαφόρων σημείων καθ’ & ή τέ- 

οΒν&ε 

μνουσα συναντά τάς πλευράς, & λόγος θά είναι σταθερός 

αριθμός. 

2) Έάν παραστήσωμεν διά α', β'... θ’, η'... τάς άποστάσεις τοΟ 
δευτέρου σημείου Μ' τομής τής τεμνούσης καί τής περιφερείας, άπό 
τών σημείων χαθ' & ή ευθεία αΰτη συναντά τάς πλευράς, οϊ δύο λόγοι: 


α βγβΕ α’β'γ'δ’ε' 

Θηΐ)κ θ'η'Γί’κ’ ’ 


θά είναι Ισοι, οίαδήποτε χαί άν είναι ή διεύθυνσις τών τεμνουσών. 


Παραιήρηοα, Ώς βλέπομεν, ή βασική Ιδιότης τοΟ έγγραψίμι 
τεχραπλεύρου (§ 1219, 1221), ή σχετική πρός τήν ένέλιζιν, έπεκτε 
νεται είς Εν τυχόν έγγράψιμον πολύγωνον (§ 1225, 2)), 
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Διαχέμνονβαι 

1226. Διά νά άποδείξωμεν ότι τρία σημεία κείνται έπί μιάς 
εύθείαο, ή τρεις εύθεϊαι διέρχονται διά τοΟ αύτοΟ σημείου, είναι 
πολλάκις πολύ χρήσιμον νά άνατρέξωμεν ε(ς τά θεωρήματα τών 
ΜινβΙάον καί Οένα. ’Η άπόδειξις άλλωστε τών δύο θεμελιωδών 
αύτών θεωρημάτων είναι τόσον άπλή. 

θεώρημα τοΰ Μβηλάον 361 

1227. "Εάν μία εΰάεΐα τέμνη τάς πλευράς ένός τριγώνου, τό γινό¬ 
μενον τριών τμημάτων (έχ των Οριζόμενων ΙπΙ ιών πλευρών τοΰ τριγώ¬ 
νου διά τών σημείων τομής καί 
τών κορυφών) μή έχόντων χοι- 
νόν πέρας είναι Ισον πρός τό γι¬ 
νόμενον τών τριών άλλων. 

*Η άπόδειξις ή όποΐα δίδε- 
ται^,είς τά Στοιχεία τής Γεω- 
μετρίας (Ο. 743), βασίζεται έπί 
τών άναλόγων ευθειών. 

Ε(ς τάς ΜιΜ»ονς (§ 166), 
έχρησιμοποιήθησαν αΐ βοηθη¬ 
τικά! έπιφάνειοα. ΕΙς τήν § 180, 
ή άπόδειξις, άκρως άπλή, στη¬ 
ρίζεται έπί τών προβολών καί 
εύρίσκεται εις τό Τταίίέ Λα» 
ρτορτϋΐί! ρηίβοίχυβ» τοΟ Ροη- 
ο«Ι«τ. 

Ή έπομένη, τέλος, άπόδει- 
ξις δέν ύστερεΐ ε!ς κομψότητα καί άπλότητα ούδεμιάς τών προη¬ 
γουμένων. 

Διά τών τριών κορυφών φέρομεν τρεις εύθείας παραλλήλους 
μεταξύ των, καθέτους λ. χ. έπί τήν διατέμνουοαν, καί τών όποιων 
τά μήκη μέχρι τής διατεμνούσης άς είναι α, β, γ. θά βχωμεν 

ΑΛ _ α ΒΜ __ β ΓΝ _ γ 

ΒΛ “ β ' "ΓΜ γ ΑΝ _ α 

καί ή δεικτέα σχέσις 

ΑΛ ΒΜ ΓΝ 

ΒΛ ΓΜ ’ ΑΝ 

άνάγεται εις τήν προφανή 

“ Α.,Χ.ι. 

β γ α 

Αντίστροφον θεώρημα 362 

1228. 'Εαν τρία σημεία όρίζουν έπί τών πλευρών τριγώνου τρία τμή- 
ατα (**) τοιαΰτα, ώστε τό γινόμενον τριών μή διαδοχικών νά είναι ίσον 



68. X η μ. μ ε τ. '&ς τά προηγούμενα τής § 1227. 
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πρός τό γινόμενον των τριών άλλων, τά τρία ταΰτα σημεία κείνται 
επί μιας ευθείας. 

Έχ των σημείων αυτών, ή εν μόνον θά εΰρίσχεται έπΐ τής προεχτά- 
σεως μιας πλευράς ή χαί τά τρία θά εύρίσχωνται έπί τών προεκτάσεων 
ιών πλευρών. 

Διά τήν άπόδειζιν χρησιμοποιείται ή είς άτοπον Απαγωγή 
(Νικ., Σ. Γ., § 39). 

Θεώρημα τον Οατηοί 362—1 

122Θ. Τά σημεία τομής τών πλευρών έπιπέδου πολυγώνου ύπό ευ¬ 
θείας τού έπιπέδου του όρίζουν έπί έχάστης αύτών δύο τμήματα. Τό 
γινόμενον όλων τών τμημάτων, τών μή έχόντων κοινά πέρατα, είναι 
Ίσον πρός τό γινόμενον τών υπολοίπων τμημάτων. 

(Μέθοδο·, § 181). 

Θεώρημα 363 

1230. 1) ΑΙ έξωτεριχαί διχοτόμοι τών γωνιών τριγώνου συναντούν 
τάς απέναντι πλευράς ε(ς τρία σημεία έπ’ εύθείας γραμμής κείμενα. 



Ή έξωτερική διχοτόμος τής γωνίας Γ τέμνει τήν Απέναντι 
πλευράν ΑΒ είς τό σημείον Λ, κλπ. Θά πρέπει νά άποδείξωμεν 
βτι τά σημεία Λ, Μ, Ν κείνται έπ' εύθείας. 

“Ας είναι α, β, γ τά μήκη τών πλευρών τοΟ τριγώνου. Τά τμή¬ 
ματα ΑΛ, ΒΛ, τά όριζόμενα ύπό τής διχοτόμου ΓΛ, είναι Ανά¬ 
λογα τών πλευρών ΓΑ καί ΓΒ. Άρα 


ΑΛ β . 


άναλόγως, 


ΒΜ γ 

ΤΤ^Τ’ 


ΓΝ α 
ΑΝ -Τ' 


καί έπομένως 

ΑΛ ΒΜ ΓΝ βαγ . 

”Β7Γ' ΤΜ”' "αΤΓ ~ "αβγ = ’ 

Κείνται δηλ. τά Λ, Μ, Ν σημεία έπ' εύθείας γραμμής. 

2) ΟΙ πόδες Δ, Ε δυο έσω τερικώ» διχοτόμων χαί δ πού; Μ τής Ιξω- 
τβριπής διχοτόμου τήτ τρίτης γαψίας κείνται έη* τνότιας γραμμής. 

Ή άπόδειξις ώς καί προηγουμένως (§ 1230). 

έΤαρατήρησις. Σχετικώς πρός τά θεωρήμιχτα αύτά δύναταί τις 
νά άνατρέζη είς τήν ΰέοτηέίηε δυρότίτνη τοΟ ΟΗαεΙεε, η» 394. 



κι 


θεώρημα 363— I 


1231. Αντίστροφοι Βιατέμνουσαι. Μία διατέμνουσα τέμνει τάς 
πλευράς α, β, γ τριγώνου είς τά σημεία Λ, Μ, Ν καέ Ισιωσαν Λ', Μ', Ν', 
τά συμμετρικά τών σημείων αυτών πρός τά μέσα τών πλευρών έπΐ τών 
όποιων άντιστοίχως κείνται. Δείξατε δτι τά σημεία Λ', Μ', Ν' εϋρίσχον- 
ται έπ' ευθείας. 


Ή σχέσις 


ΑΛ ΒΜ ΓΝ 
ΒΛ ' ΓΜ 1 ΑΝ ~~ '* 


συνεπάγεται εύκόλως καί τήν 


ΑΛ - ΒΜ' ΓΝ' ' 

ΒΛ' ΤΜ 1 ’ ΑΝ’ ~ ’’ 


ίξ ής Ιπεται βχι τά τρία νέα σημεία κείνται έπ’ εύθείας. 

1231α. ΣημβΙωαις. Τά σημεία Λ, Λ’, συμμετρικά άλλήλων πρός 
τά μέσον τής πλευράς α κλπ., έκλήθησαν Ιοοχομιχά· αΐ 6έ εύθεΐαι 
ΑΛ, ΑΛ', Ιαοχομιχαΐ εύόβίαι. (Βλ. έπμ. $ 2329). 

Α1 διατέμνουσαι ΛΜΝ, Λ'Μ'Ν', άνομάζονται άντίοερορχΜ ίια- 

χ ίμνανοαί. 

Ή θεωρία τών άντιστρόφων διατεμνουσών όφείλεται είς τάν 
Ο. ά« Ι/οη^οάειηρε (1866). "Από τότε ό σοφός οδτος συγγραφεύς 
Εδωσε ένδιαφερούσας καί πολυαρίθμους έφαρμογάς τής θεωρίας 
αύτής. Σχετικώς βλέπε: ]. ά. Μ. ί:ΐΛη%., 1880, σ. 272· /. ά. Μ. 8ρί· 
σίαίεε, 1882, σ. 25· Τναβ/οηηαίΐοη3 Γέείρνοηαει, Ιδιον Ετος σ, σ. 49, 
77, 97 καί 121. 

Έπίοης, τό 1885 : Ειιαί ία»· Ια ΟέοχηέΙήε άε Ια ΐ'έρίε βΐ άη Οοιιψαν 
τό 1886: όέηέναίίΐέι άβ Ια ϋέοχηέΐηε άα <>·ίαηρίε. 


θεώρημα 363—II 


1231 β. Λοθεΐοα διατέμνουσα ΔΕΖ τών πλευρών α, β, γ τριγώνου 
ΑΒΓ διαιρεί αύτάς πατά τους λόγους: 

ΔΒ _ μ ΕΓ _ λ ΖΑ _ κ 
ΔΓ — ν ’ ΕΑ ρ ' ~ΖΒ — σ 

Δείξατε, δτι έάν τό σημείον Ε’ διαιρτ) τήν Γ Α κατά τόν λόγον 

—, τό Ζ* τήν ΑΒ κατά τόν — καί τό Δ’ τήν ΒΓ κατά τόν —’ 
ν ρ σ 

τά τρία σημεία Ε - , Ζ', Δ' κείνται έπ' εύθείας. 

Έκφράζοντες Εκαστον τών Εξ πρώτων τμημάτων συναρτήσει 
τής πλευράς έφ’ ής κεϊται καί τοΟ άντιστοίχου λόγου, δυνάμεθα 

νά άντικαταστήσωμεν τά κλάσματα διά τών 

ίσων των — , , —· άντιστοίχως. 

αν βρ γσ Α 

Ή σχέσις τοΟ Μενελάου διά τήν διατέμνουσαν ΔΕΖ γράφεται 


αμ βλ γκ 
αν ’ βρ γσ 


Ο) 


Γεωμετρία 


36 



562 


Εις τήν δευτεραν περίπτωσιν. είναι ή πλευρά β ήτις διαιρείται 
όπό τοΟ Ε' κατά τόν λόγον —, ή γ Οπό τοΟ Ζ' κατά τόν 


καΐ ή α όπό τοό Δ' κατά τόν 


ν 

κ 


Διά τήν .άπόδειξιν Επομένως 


τής προτάσεως θά πρέπει νά συμβαίνη: 


ακ βμ γλ ^ ; 

ασ ’ βν ’ γρ 


( 2 ) 



Αλλά ή· σχέσις αότη άληθεύει, άψοΟ κοινή τιμή αύτής καί τής 
καθ' ύπόθεσιν άληθοΟς (1) είναι τό γινόμενον τών λόγων 

μ λ κ 
ν ' ρ ' σ 

.1231 γ. Παραχήρηοις. Δοθέντων τών τριών λόγων καί άκολοϋ- 
θοΟντες μίαν ώρισμένην φοράν διαγραφής τής περιμέτρου τοΟ τρι¬ 
γώνου, εόρίοκομεν, κατά τά άνωτέρω, τρεις διαφόρους διατεμνοό- 
σας. Έάν άκολουθήσωμεν άντίθετον φοράν διαγραφής τής περι¬ 
μέτρου. εόρίοκομεν τρεις άλλας διατεμνοόσας, αντιστρόφους τών 
πρώτων. 

Υπάρχουν, έπομένως, ΐξ τριάδες όμογραμμικών σημείων. 

Ανάλογος έπέκτασις Ισχύει καί διά τό δώρημα τον όένβ. Υπάρ¬ 
χουν δηλ. Εξ σημεία τομής (τριών εύθειών κλπ.), καθοριζομένων 
δι’ ένός έξ αύτών. 

θεώρημα 363—III 

1232. Ή διάμεσος ΑΔ .τυχόντος τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τήν χορδήν 
ΕΖ τόξου, Ιχοντος χέντρον τήν κορυφήν Α, είς δύο μέρη, Ιχοντα λόγον 
Αντίστροφον τοΟ λόγου τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ. (ΗσαεβΙ, Ιπίτοάποΐΐοη 
Α 1* Οέοιπέΐτίβ βαρέτΙίΟΓβ, σ. 175). 
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Ας προεκτεΐνωμεν τήν ΕΖ μέχρι τής τομής της Η μετά τής 
ΒΓ καί άς θεωρήσωμεν τά τρίγωνα ΘΕΗ, ΓΖΗ, τών όποιων δια- 
τέμνουσα είναι ή ΑΔ. θά Ιχωμεν: 


ΗΔ . ΒΑ . Εθ = ΒΔ . ΕΑ . Ηθ, 
ΓΔ.ΖΑ.ΗΘ = ΗΔ.ΓΑ.ΖΘ. 

Πολλαπλασιάζομεν κατά μέλη 
τάς δύο ταύτας Ισότητας καί δι- 
αιροΟμεν διά τών κοινών παρα¬ 
γόντων ΗΔ. Ηθ καί τών Ισων 
ΑΕ, ΑΖ καί ΒΔ, ΓΔ. Εύρίσκομεν : 

ΒΑ . Εθ = ΓΑ . Ζθ, 



δηλ. 


ΑΒ Ζθ 
ΑΓ ~ Εθ ' 


Παρατήρηαις. Έάν ή ΑΔ άχθή βΐς τρόπον, ώστε 


θά Εχωμεν τήν σχέσιν 


Ζθ 

Εθ 


ΑΒ* 
: ΑΓ* 


ΓΔ _ ΒΑ 
ΒΔ ~ ΓΑ ’ 


θιάρημα 3Θ4 

1333. Τά μέσα τών τριών ίιαγωνίων ένός πλήρους τετράπλευρου 
κείνται έπ’ ευθείας γραμμής. (Οαυεε, 1810). 

Διά νά άποδείξωμεν βτι τά σηιιεϊα Λ. Μ, Η εύρίσκονχαι έπΐ 
εόθεΐας, θεωροΟμεν τό τρίγωνον ΘΗΚ τών εόθειών τών συνδεου- 
.σών άνά δύο τά μέσα τών πλευρών τοΟ τριγώνου ΒΓΕ. 



Λ 


ϊ*. Η7. 


Ή πλευρά ΗΚ διέρχεται διά τοΟ μέσου Λ τής ΑΓ, ή ΘΚ διά 
τοΟ μέσου Μ τής ΒΔ καί ή ΘΗ βιά τοΟ Ν. 

Αρκεί νά δειχθή ή (σότης: 


ΘΜ ΚΛ ΗΝ 
ΚΜ ΉΤΓΘΝ ' 


(§ 1228) 


"Εκαστον τών Εξ τμημάτων τής σχέσεως ταύτης είναι Ισον 
πρός τό ήμιου τοΟ άντιστοίχου τμήματος, τοΟ όριζομένου υπό τής 
διατεμνούσης ΑΔΖ έπΐ τών πλευρών τοΟ τριγώνου ΒΓΕ, Πράγ¬ 
ματι, ΘΜ = ~ ΕΔ, ΚΜ = ~ ΓΔ κλπ. Είναι, έπομένως, ή σχέσις 
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αΟτη άληθής, άφοΟ τά διπλασίου μήκους άντίστοιχα τμήματα, τά 
όριζόμενα ύπό τής διατεμνούσης ΑΔΖ έπί τών πλευρών τοΟ ΒΓΕ, 
πληροΟν άνάλογον σχέσιν. 

Κεϊνται συνεπώς τά σημεία Λ, Μ, Ν έπ’ εύθείας γραμμής. 

1233 β. Σημείωσες. Ή άνωτέρω άπόδειξις έδόθη Οπό τοΟ Μεη- 
Ιϊοη είς τά Ν. Α., 1853, σ. 420 καί είναι ταχυτέρα καί πλέον 
κομψή άπό τήν τοΟ ΒοόΐΙΙϊει·. Ή τελευταία αΟτη εύρίσκεται ε(ς τά 
Αρρεηεϋεε αιιχ ίΐέτηβηΐ» άε ΟίογπέΙτίβ τοΟ ΒΙεποδεΙ. 

Ή εΟθεϊα ΛΜΝ όναμάζεται πολλάκις καί «ύθτΓα τον Νεύτωνος' 
εύρίσκεται όμως καί ό βρος ινάιΤα τον Οαιιεε τοΟ τετραπλεύρου. 

(ΑέαίΛε* μ, 1902. σ. 170, ζήτημ. 1188. 1906, σ. 143, η· 1278). Βλέπε 
έπίοης ΰίβ ΕΙετηεηίε άετ ΜαΙέιετηαΙϊΚ, τοΟ ΒεΙΙζετ ή ΕΙεηιεηΙί άί 
ΜαίέιετηαΙϊεα τοΟ 15ίου, § 7, η* 5. 


θεώρημα τον ΚοεΗαέ 364—1 

1233β. ΕΙς πάν πλήρες τετράπλευρον, αΐ τρεις διαγώνιοι 6ύ- 
νανται νά ληφθοΟν,άνά δύο, κατά τρεις διαφόρους τρόπους καί νά 
θεωρήσωμεν οϋτω τρία άπλά τετράπλευρα. Έάν δέ καλέσωμεν 
χέττρον ένός τετραπλεύρου τό κέντρον τών μέσων άποστάσεων τών 
τεσσάρων κορυφών .του, εύρίσκομεν τό έπόμενον θεώρημα : 

1) Τό μτοα τών τριών διαγωνίων κεϊνται έπ' ιν&είας γραμμής. (§ 1233). 

2) *Η εύφεϊα τών μέαωτ τών διαγωνίων διέρχεται καί διά τών κέντρων 
τών τριών απλών τ ετρααΐεϋρων. Έξ οντω οημιΐα κεϊνται Ιη εΰφείας, 

3) Ή άηόαιαοις τών μέαων δύο τυχονοών διαγώνιων είναι ίση προς 
τό διχλάοιον τής άχοστόστως τών κέντρων τών δύο απλών τετραπ/.ενρων, 
ιΐς & αΐ διαγώνιοι αυτοί άνήχονν. 

Σημείωσες. Τό βνομα θεώρημα τον ΛοεέιαΙ έδόθη ύπό του Οετ- 
£οηηε. (ΑηαΙΙεε, τόμ. 1, 1810—1811, σ. 314). 

Τό πρώτον μέρος τής προτάσεως-αύτής άνήκει, ώς είδομεν, είς 
ιόν Οαυει (§ 1233). 

θεώρημα 366 


1234. Έάν έκ τυχόντος σημείου τής πβριγεγραμμένης περιφέρειας 
είς τρίγωνον άχθοϋν εΰθεΐαι, σχηματίζουσαι μετά τών πλευρών τοϋ τρι¬ 
γώνου γωνίας Ισας καί κατά τήν αυτήν 
ψοράν, ο[ πόδβς τών ευθειών τούτων 
κεϊνται έπ' ευθείας γραμμής. 

"Ας είναι 

γων. ΓΕΟ = ΓΖΟ = ΒΔΟ. 

Τά τρίγωνα ΓΟΕ, ΑΟΔ είναι 
δμοια, έπειδή Ε = Δ καί άί γωνίατ 
ΔΑΟ, ΕΓΟ ΐσαι ώς παραπληρωμα¬ 
τικοί τής αύτής γωνίας ΒαΟ. Επο¬ 
μένως, 

ΑΔ ΑΟ 



ΤΙΓ ~ Τϋ' 


( 1 ) 


Τά τρίγωνα ΟΒΕ, ΑΟΖ είναι έπίσης όμοια, έπειδή αί^είς τά Α 
καί Β γωνίαι των είναι Τσάι, ώς καί αΐ είς τά Ε καί Ζ. Άρα 

ΒΕ _ ΒΟ 

ΑΖ ~ ΑΟ ' ( * 
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Καί τά τρίγωνα τέλος ΓΟΖ, ΒΟΔ είναι δμοια, άφοΟ αΐ γω- 
νΐαι αύτών Ζ καί Δ είναι Τσάι καί α( γωνίαι ΟΓΖ, ΟΒΔ βαίνουν 
έπί τοΟ αύτοΟ τόξου. Άρα 


ΓΖ ΓΟ 
ΒΔ ~ ΒΟ 


(3) 


Πολλαπλασιάζοντες κατά μέλη τάς τρεις εύρεθείσας Ισότητας, 
λαμβάνομεν τήν σχέσιν 

ΑΔ ΒΕ ΓΖ ΑΟ ΒΟ ΓΟ 
ΒΔ ' ΓΕ ' ~ΚΓ ~ ΤΟ" ' ΑΟ ’ ΒθΤ “ '· 

ήτις δεικνύει 6τι τά σημεία Δ, Ε, Ζ κεϊνται έπ’ εύθείας γραμμές 

<§ 1220 ). 

1236. Παραχηρήοΐίί. I) Τό θεώρημα τοΟ Ηο6βτΙ δίτηίοη ή τοΟ 
ίναΐίοεβ (§ 22) είναι είδική περίπτωσις τοΟ προηγουμένου, ή έπέ- 
κτασίς του δέ (§ 1234) όφείλεται είς τόν Ο&γποΤ. 

2) Ή άπόδειξις τής άνωτέρω προτάσεως είναι άμεσος, έάν Εχη 
τιφύπ 1 βψιν τάς προτάσεις έπί τών ΙοοχΙινών βν&βιών (§ 2457 καί 
4πμ.), βηλ. τών εύθειών διά τοΟ σημείου Ο, αϊτινες τέμιουν τάς 
πλευράς πολυγώνου κατά τήν αότήν γωνίαν καί κατά τήν αότήν 
φοράν διαγραφής τής περιμέτρου τοΟ πολυγώνου. 

θά ήτο άρκετόν νά έλέγομεν : 

ΑΙ κάθετοι, αΐ άγόμεναι έξ ένός σημείου Ο τής περιγεγραμμέ- 
νης περιφερείας ε(ς Εν τρίγωνον, σχηματίζουν ποδικον τρίγωνον 
άναγόμενον είς εύθεϊαν τό αΟτό, Επομένως, συμβαίνει καί διά 
τάς Ισοκλινεϊς έκ τοΟ αύτοΟ σημείου, τάς άγομένας Οπό κλίσιν 
τυ«>0σαν. (Βλ. έπμ. .§ 2464). 

3) Τό θεώρημα τό άποδιδόμεμον ε(ς τό δείπιοη (§ 766), Επιδέ¬ 
χεται τήν έπομένην έπέκτασιν: 

Έάν έπί τριών χορδών ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ (Σχ. 756) διά τοΟ αύτοΟ 
οημείου Ο γράψωμεν τόξα δεχόμενα τήν αύτήν γωνίαν α, αΐ πε- 
ριφέρειαι, είς &ς άνήκουν τά τόξα ταΟτα, τέμνονται άνά δύο κατά 
Εξ άλλα σημεία κείμενα, άνά τρία, έπί δύο εύθειών. 


θιώρημα 366—1 


1236. Δίδονται περιφέρεια καί δύο σταθερά σημεία Α καί Β. Διά 
τοΰ δευτέρου σημείου φέρομεν χορδήν τυχοΟααν ΓΒΔ χαί βιά τοΟ πρώ¬ 
του τάς τεμνούϋας ΑΓΓ', ΑΔΔ’. 

Δείξατε δτι ή χορδή Γ'Δ' διέρχεται διά σταθερού στ, είου. (Ροηοβίοΐ, 
Αρρίϊοαίϊοη ά’ΑηβΙγεε βί άε ΟέοιηέΐΓΐβ), 


1η '^ποδίΐίΐί.Έφαρμόζοντες τήν Αμο1ογϊαι>(§ 1249), άπομακρύνομεν 
τό σημεϊον Α είς άπειρον, αΐ εύθεϊαι 
ΔΔ', ΓΓ' άποβαίνουν παράλληλοι 
πρός ώρισμένην διεύθυνσιν καί τό 
ουτω λαμβανόμενον έντός τής περι- 
φερείας σχήμα είναι Ισοσκελές τρα¬ 
πέζιου. Τούτου ή πλευρά Γ'Δ’ διέρχε¬ 
ται, προφανώς, διά σταθερού σημείου 
Β', συμμετρικού τοΟ Β πρός τήν διά¬ 
μετρον τήν κάθετον έπί τάς βάσεις. 

ΕΙς τό άρχικόν σχήμα, Επομένως, 

Γ'Δ' θά * ' 



ή πλευρά 


θά διέρχεται διά σταθερού έπίσης σημείου. 
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2α Μ.κίΑ*«««;. (Σχ. 759). Ιο Θτα,ρημα τον Όββα^Ηβ», τό σχετικόν 
πρός τήν ένέλιζιν (§ 1219), όδηγεϊ είς τήν άπόδειξιν χωρίς νά είναι 
άνάγκη νά καταψύγωμεν είς τήν όμολογίαν : 

Επειδή τό σημεϊον Α είναι τό κοινόν 66ο άπέναντι πλευρών 
του τετραπλεύρου, θά είναι διπλούν σημεϊον τής ένελίζεως τών 
έπϊ τής ΑΒ σημείων. Επομένως 

ΜΑ* Μ Α* ,. Μ'Β'_ ΜΆ’. ΜΒ 

ΜΒ. ΜΒ' Μ'Β.Μ'Β’ η ΜΒ'~ ΜΒ.ΜΑ* 


"Επειδή δέ τό δεξιά μέλος ΐής δευτέρας ίσότητος είναι σταθερός 
Μ^Β' 

άριθμός, ό λόγος θά είναι έπίσης σταθερός άριθμός καί τό 

σημεϊον Β' ώρισμένον κατά θέφν. 

1237 . 3η Άτόδπξΐί. (Σχ. 760). "Έστω Ο τό σημεϊον τομής τών 


Ο 



ΓΔ καί Γ'Δ', Ρ τό σημεϊον όπου ή πολική του Α συναντά τήν 
ΑΒ'. "Η πολική αότη ΗΡ διέρχεται διά τοΟ Ο, ή βέ τετράς τών 
ευθειών ΟΑ, ΟΔΒΓ, ΟΡ, ΟΔ'Β'Γ' είναι άρμονική. Είναι, έπομέ- 
νως, άρμονική καί ή τετράς τών σημείων Α, Β, Ρ, Β', καθ' ά ή 
τετράς τών ευθειών τέμνει τήν ευθείαν ΑΒ· καί έπειδή τρία τού¬ 
των, τά Α, Β, Ρ. είναι σταθερά σημεία, έπεται βτι καί τό τέταρ¬ 
τον Β' θά είναι σταθερόν σημεϊον. (Κατά τήν /. Μ. Ε., 1890, σ. 
208, δοΙΙίΐ-ΗηεΙιν). 

Θεώρημα 363—II 

1237 α. Έστω ΑΒΓΔ τετράπλευρον έγγεγραμμένον είς περιφέρειαν. 
Τά ζεύγη τών έφαπτομένων αυτής είς τάς απέναντι χορυφάς τού τετρά¬ 
πλευρου τέμνονται έπΐ τής τρίτης διαγωνίου τοΟ τετραπλεύρου θεωρ. 

Πρόκειται περί άπλοΰ πορίσματος τοΟ θεωρήμ. τον ΡακαΙ 
(§ 1117 γ). Α1 έφαπτόμεναι ΒΛ, ΔΛ τέμνονται έπί τής ΜΝ. Τό 
αύτό συμβαίνει καί διά τάς έφαπτομένας ΖΑΕ καί ΘΓΗ. 

Παρατηρήοτις. 1) Τό σημεϊον τομής Ρ τών διαγωνίων τοΟ περι- 
γεγραμμένου τετραπλεύρου. ή τό αημτΐον τον Ητ ίαηοΗοη (Ο. η· 807), 
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είναι ό πόλος τής είδείας ΜΝ τού ΡαζοαΙ τού έγγεγραμμένου τε- 
τραπλεύρου. 

2) ΑΙ χορδαί τών έπσφών ΑΓ, ΒΔ διέρχονται διό τοΟ Ρ. 


■λ 



1237β. Έπίχτασις. Είς τυχόν τετράπλευρον βυνάμεθα νά περι- 
γράψωμεν άπειρίαν κωνικών τομών: Τα ίενγη τών ίφαπτομίνων τών 
καμπύλων τούτων, ιών αγόμενων είς τάς απέναντι χορυφάς τοΟ τετράπλευ¬ 
ρου, τέμνονται έπί τής τρίτης διαγώνιου αΰτοΰ. Έπε'.'ή τό θεωρήματα 
τοΟ Ρβ5οα] καί τοΟ ΒπεηοΗοπ Ισχύουν διά τυχοΟσαν κωνικήν τομήν. 

θεώρημα 366 

1238. Δύο χορδαί περιφέρειας ΑΔ, ΒΓ τέμνονται είς τό μέσον Ο 
τρίτης ΕΖ. Δείξατε δτι τά τμήματα ΟΜ, ΟΝ, τά 
δριξόμβνα έπΐ τής ΕΖ ΰπό τών ΑΓ καί ΒΔ, 
είναι (σα. 

1η Άπόάειξις. Ή άπόδειξις διό τών Στοι¬ 
χείων τής Γεωμετρίας, μολονότι δυνατή, εί¬ 
ναι μακρό καί κοπιώδης καί κρίνομεν πε¬ 
ριττόν νά τήν όναπτύξωμεν έδώ, δεδομένου 
βτι εύρίσκεται είς προηγουμένας έκδόσεις 
τών Άαχήοεων Γεωμετρίας (2α καί 3η). 

2α Άπύδειζις. Δυνάμεθα νό χρηοιμοποιή- 
σωμεν τό θεώρημα ιοΰ Μενελάου διό τάς δία- 
τεμνούσας (δ 1227). 

ΑΙ διατέμνουσαι ΒΓ καί ΑΔ τοΰ τριγώνου -*· η Μ· 

ΜΘΝ δίδουν τάς σχέσεις 

ΟΜ ΒΝ £θ_ _ 

ΟΝ ' Βθ ' ΓΜ ~ 1 

ΟΜ ΔΝ Αθ _ 

ΟΝ ’ Δθ ' ΑΜ “ *' 

Διό πολλαπλασιασμού κατά μέλη εύρίσκομεν: 

ΟΜ’ ΒΝ . ΔΝ ΓΘ.ΑΘ 
ΟΝ " ΑΜ ’ Βθ ΔΘ ~~ 
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Τό τελευταΐον κλάσμα ίσοΰται πρός τήν μονάδα, άφου 
Γθ . Αθ =ΒΘ .Δθ. 

"Αρα 

ΟΜ ! ΑΜ.ΓΜ 
ΟΝ» ~ ΒΝ . ΔΝ * 

Επειδή δέ : 

ΑΜ.ΓΜ ΜΕ.ΜΖ (ΟΕ - ΟΜ) (ΟΕ + ΟΜ) 
ΒΝ . ΔΝ ~ ΝΕ . ΝΖ — (ΟΕ - 0Ν) (ΟΕ + 0Ν)' 


άφοϋ ΟΕ = ΟΖ, ϊπεται 


ΟΜ» 
ΟΝ» ~ 



ή ΟΕ»(ΟΜ» —ΟΝ») =0 

βηλ. ΟΜ = ΟΝ. 

3η Άχόίειξις. (Σχ. 762). Ή πρότατ ς δύναται νά θεωρηθή ώς 
είδική περίπτωσις τοΟ θεωρήματος τοϋ Όενατ^ιιε$ έπί τής ένελί- 
ξεως (§ 1219). Κατ’ αΟτό, θβωροΟντες τάς ΑΓ καί ΒΔ ώς άπέναντι 
πλευράς τοΟ έγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ καί τάς ΑΔ, ΒΓ 
ώς διαγώνιους αύτοΟ, θά Ιχωμεν τήν σχέσιν 

ΕΜ . ΕΝ _ ΖΜ . ΖΝ 
ΕΟ ,ΕΟ _ ΖΟ . ΖΟ ’ 
ή, ά$ο0 ΕΟ=ΖΟ, 

ΕΜ. ΕΝ = ΖΜ . ΖΝ, 


έξ ης 
ή 


ΕΜ _ ΖΜ 
ΖΝ - ΈΐΓ' 

ΕΜ4-ΖΜ = ΕΖ _ ΖΝ + ΕΝ = ΕΖ 
ΖΜ - ΕΝ 


Άρα ΖΜ = ΕΝ καί ΟΜ = ΟΝ. 

4η "Απόίβιξις. ΑΟτη έπιτυγχάνεται διά τής θεωρίας τών πόλων 
καί πολικών καί άρμονικών τετράδων. (Ο. η° 803). 

1239. Παρατηρηθείς. 1) Τό άνωτέρω 
θεώρημα διατυποΟται καί ώς έξής : 

ΑΙ πλευρά ί ιών άπέναντι γωνιών Ινος 
Ιγγεγραμμένου τετράπλευρου άποτίμνουν ιαα 
τμήματα ίπι τής χαΑέτου, τής άγομένης Ιχ 
τον χοινον σημείου των Λιαγιονίων, Ιπΐ τήν 
ενΑεϊαν τήν σννδΐανσαν τό αημεΤον τούτο 
μετά το® χέντρον. 

2) Διά τοΟ Αιωρήματος τοΰ Ώβιατςιχβί 
εύκόλως άναγνωρίζομεν ΰτι ή πρότα- 
σις έξακολουθεϊ νά Ισχύη καί είς τήν 
περίπτωσιν, καθ’ ήν τά σημεία I καί Γ 
(Σχ, 763), άντί νά συμπίπτουν, Ισον 
άπέχουν τοΟ μέσου Ο τής χορδής. 

3) Είναι έπίσης (Σχ. 763) 

Οθ - ΟΗ. 
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καί άρκεΐ βττως Εν έκ τών τριών τμημάτων 1Γ, ΜΝ, ΘΗ Εχη 
μέσον συμπΐπτον πρός ιό σημεΐον Ο, Ϋνσ τό αύτό συμβαίνη καί 
διά τά άλλα δύο τμήματα. 

1299 α. Σημείωοις. 1) Τό άνωτέρω παράδειγμα δεικνύει τό Εν¬ 
διαφέρον πού παρουσιάζει ή σπουδή μερικών βασικών θεωρημά¬ 
των, ώς είναι τό τοΟ Μ·νιλάου διά τάς διατεμνούσας, τοΟ ΌεεεΓ£ΐΐ68 
διά τά τρία ζεύγη σημείων έν ένελίξει (§ 1219) ή τοΟ Οένε διά 
τρεις εύθείας τεμνομένας είς τό αύτό σημεΐον (§ 1240). Πράγματι, 
μ(α άπλή είδική περίπτωσις ένός έκ τών γενικωτέρων τούτων 
προτάσεων δύναται νά έμφανιαθή ώς Εν άνεζάρτητον στοιχειώδες 
θεώρημα. 

ΕΤναι 6έ πολλάκις δύσκολος ή άπόδειξις ένός θεωρήματος μέ 
τήν βοήθειαν μόνον στοιχειωδών προτάσεων. ΟΟτω. η άνωτέρω 
πρώτη άπόδειςις, στηριζομένη άποκλειστικώς έπΐ τών γνωστοτέ- 
ρων θεωρημάτων τών Στοιχείων, Εμφανίζεται είς άκρον κοπιώδης· 
ή δευτέρα, διά τής χρήσεως τών διατεμνουσών, είναι καί αϋτή 
άρκετά μακρά, Ενφ ή τρίτη καί τετάρτη, βασιζόμενοι έπί τής ένε- 
λίξεως καί τής θεωρίας τών πόλων καί πολικών, είναι άπλού- 
σταται. 

2) Είς τό ΙηΙεηηΜ%α\>·ε άεε ΜαΐΜπιαίίείεηε, 1907, σ. 3266, ό 
Ε.-Β. ΕοεοΗ ζητεί τό Εναλλαχτόν θεώρημα τοΟ άνωτέρω. Ό Η. Βγο- 
ο»γ( 1 παραπέμπει σχετικώς εις διάφορα συγγράμματα καί ιδιαιτέ¬ 
ρως είς τάς Άαχήαετς Γεωμετρίας σ. 523 · 525. 

Βλ. έπίσης είς ΙηΙ. ά. ΜαΙΗ. (1900), άρθρα τών Μ«5°1 καί Ι/βτοΗ 
(σ, 20-22, η* 3266) καί ΡΙβηοΗβτβΙ (σ. 140). 

θεώρημα τον Οίνα 3Θ7 

1240. ΑΙ εΰθεϊαι, αΐ συνβέουσαι τάς χορυφάς τριγώνου μετά τυχόν¬ 
τος σημείου τοΰ Επιπέδου του, όρίζουν έπί τών πλευρών αύτοΟ Εξ τμή¬ 
ματα. Τό γινόμενον τριών Εξ αυτών, μή έχόντων κοινά κέρατα, είναι 
Ισον πρός τό γινόμενον τών τριών άλλων. 

(Βλ. ΜέΜοι, § 167). 

ΆΜαι άποδείξεις. 1) "Ενεκα τοΰ πλήρους τετραπλεύρου ΟΜΑΝ,τά 


Α 



Ιι τβν 


σημεία Λ καί Ρ είναι συζυγή άρμονικά τών Β καί Γ (Σχ. 764). Άρα 

ΛΒ _ ΡΒ 
ΛΓ ~ ΡΓ 
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ΑΙ σχέσεις δρα 


ΝΓ 

ΝΑ 


Μ Α ΡΒ 

-. —— - = 1 (του Μενελάου, έκ της δ/σης ΡΝΜ) 

ΜΒ ΡΓ 


καί 


ΝΓ ΜΑ ΛΒ 
ΝΑ ' ΜΒ ' ΛΓ 


1 (ή του Οένβ), 



εΤναι συνέπειαι ή μία τής δλλης. 

2) Φέρομεν τάς ΒΔ καί ΓΕ παραλ¬ 
λήλους πρός τήν ΑΛ· θά έχωμεν : 

ΛΒ _ ΒΔ ΜΓ ΕΓ 
"Λί" — "ΕΓ” ’ ΜΑ — ΟΑ 
ΝΑ ΟΑ 
ΝΒ ~ ΔΒ ' 

" Αρα 

ΛΒ ΜΓ ΝΑ _ , 

“ΛΓ ΜΑ ΝΒ ~ 


1240 α. Σημείωσες. 1) Ή 2α άπόδειξις είναι του ΜοηκαΙΙυί. ( 1.(1. 
Μ. Ε. τοΟ ΚαίόβΓί, 1 Ίον. 1901). 

2) Δυνάμεθα νά όνομάσωμεν οέυίβηηβί (® 9 ) τάς εύθείας διά τών 
κορυφών τριγώνου, όπότε τά θεώρημα διατυποΰται καί ώς έξης: 
Τρεις *οέυίβηη€$· ίιιρχάμεναι διά τον αύτοΰ σημείου ορίζουν κλπ. 

Ό όρος οϋτος προετάθη 6πό τοΟ ΡοιιΙεΐη ( ί.Μ.Ε . 1888, σ. 278). 


Αντίστροφον θεώρημα 3Θ8 

1241. Έάν τρία σημεία, χείμενα άνά εν έφ' έκαστη πλευράς τρι¬ 
γώνου, διαιρούν τάς πλευράς εις έξ τμήματα τοιαΰτα, ώστε τό γινόμε¬ 
νον τριών, μή διαδοχικών, έξ αυτών νά είναι Ισον πρός τό γινόμενον 
τών τριών άλλων, αΐ εύ&εϊαι αί ουνδέουσαι τά σημεία αυτά μετά τών 
απέναντι κορυφών διέρχονται διά τού αύτοΰ σημείου. 

ΤοΟ άντιστρόφου τούτου θεωρήματος ή άπόδειξις γίνεται διά 
τής είς άτοπον άπαγωγής (Νικ., Σ. Γ., § 41 (*·)). 


θεώρημα 368—I 

1241 β. ’Εάν τρεις εϋθεϊαι, διά τών κορυφών τριγώνου ιίγόμεναι, 
διαιρούν τάς άπέναντι πλευράς είς μέρη ανάλογα τών προσκειμένων 
γωνιών, αί εΰθεϊαι αυται διέρχονται διά τού αύτοΰ σημείου. 

Τό Θεώρημα δυναται νά γενιχευθή· άρκεϊ τά τμήματα ι ·ά·ε!ναι 
ανάλογα των αυτών συναρτήσεων τών προσκειμένων γιαντών, ή καί πρός 
τρία τυχόντα μεγέθη, άντιστοιχοΟντσς έκάστου πρός μίαν πλευ¬ 
ράν. (ΟέπέεΛί άε Οοβίροπί - βλέπε Ν. Ο. Μ., 1879, σ.σ. 384 καί 438). 


69. Σ η μ. μ ε τ, Προετάθη διά τήν Ελληνικήν 6 όρος γωνιώδη; δια- 
τίμνονοα άλλά μέ μετρίαν έπιτυχίαν. Προτιμοτίρα είναι ή περίφρασςς. 

70. Σημ. μ ε τ. Είς τό 6ιβλ(ον τούτο αί άποθείξεις τών θεωρημάτων 
τοδ Μενελάου καί Οέν», ώς καί τών άντιοτρόγιυ. των. γίνονται μετά 
πάσης αύττηρότητος. 
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ΙΙαρά&αγμα : Έάν αΐ πλευραί διαιρεθούν εις μέρη άνάλογα-τού 
ύριθμοϋ μοιρών τών προσκειμένων είς έκάστην πλευράν γωνιών, 
ια μήκη τών δύο τμημάτων τής πλευράς α θά είναι α . Β» 
καί α. Γ°, τής β τά βΓ° καί βΑ° καί τής γ τά γΑ° καί γΒ». 
Επειδή δέ 

β ·Γ° ^_Α^ = . 
α.Γ 4 ρ.Α* γ.Β* = ' 

έπεται δτι αί ένοΰσαι τάς κορυφάς μέ τά σημεία διαιρέσεως εύ- 
θείαι διέρχονται διά τού αυτού σημείου. 

1241 β. Ππρατήρηοις. Τό προηγούμενον ζήτημα είναι έκ τών 
σπανιωτάτων έκεινων παραδειγμάτων σχέσεως άμέσου μεταξύ 
γωνιών καί μηκών καί πολύ δικαιολογηαένως ό εύρέτης αυτού 
έφιστσ τήν προσοχήν έπί τού ιδιαιτέρου χαρακτήρος του. (Λ Γ . €. 
Λ/.. 1879, σ. 438). 

θεώρημα 369 

1242. 1) Αί εύθεϊαι, αί ουνδέουοαι τάς κορυφάς τριγώνου μετά τών 
σημείων έπαφής τών άπέναντι πλευ¬ 
ρών καί τοΰ έγγεγραμμένου κύχλου 
εις αυτό, διέρχονται διά τοΰ αύτοϋ 
σημείου. 

2) Τό αύχό συμβαίνει χαί διά τά 
σημεία έπαφής έκάστης τών παρεγ¬ 
γεγραμμένων είς τό τρίγωνον περι¬ 
φερειών. 

1) Έχομεν 

ΒΕ.= ΒΔ, 

ΓΖ=γΓΕ, 

ΑΔ — ΑΖ, 

άρα καί 

ΒΕ.ΓΖ. ΑΔ = ΒΕ.ΓΕ.ΑΖ. **· '<*. 

δηλ. (§ 1240) αί εύθεΐαι ΑΕ κλπ. διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ 
σημείου. 

2) Τήν αύτήν Ιδιότητα έχουν καί αί εύθεΐαι ΑΕ', ΒΖ’, ΓΔ’, αί 
ουνδέουοαι τάς κορυφάς μετά τών σι-ιιείων έπαφής τής παρεγγε· 
Υραμμένης περιφέρειας ε(ς τήν γω ν ·. Α. 

3) "Ομοίως αί ουνδέουοαι τάς κ . ας μετά τών σημείων έπα¬ 
φής τών άπέναντι πλευρών καί τών Αντιστοίχων παρεγγεγραμ· 
μένων περιφερειών, διέρχονται έπίσης διά τοΰ αύτοϋ σημείου. Ή 
άπόδειξις είναι όμοια τών προηγουμένων. 

1242α. Σημείωσες. 1) Τό σημεϊον Ο, τομή τών συνδεουσών τάς 
κορυφάς ευθειών μετά τών σημείων έπαφής τών άπέναντι πλευ¬ 
ρών καί τής έγγεγραμμένης είς τό τρίγωνον περιφέρειας, ονομά¬ 
ζεται σημεϊον ιοϋ ϋβηροηπε' έπειδή ό μαθηματικός οΰτος προέτεινε 
τά Ανωτέρω θεώρημα πρός λύσιν είς τά ΑηηαΙο αύτοΰ. 

2) Τά τρία σημεία ώς τό Ο", τό άναφερόμενον είς τήν αυτήν 
παρεγγεγραμμένην περιφέρειαν, είναι τά έπιαννημμένα (αά]οίη1$! 
ση/εεϊα Λρός ιό σημεϊον τογ Ονναα· <·. (Μ ιΊΐ' ■·< 1887, σ. 59). 

3) Τό σημεϊον τομής τών ευθειών, τών ένο'μσών έκάστην κορυ- 
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φήν μετά τοΟ σημείου έπαφής τής άπέναντι πλευράς καί τής πα- 
ρεγγεγραμμένης περιφερεΙας είς τήν Απέναντι τής πλευράς γω¬ 
νίαν, ονομάζεται οημιΐο* τοΰ ΝαρβΙ. 

4) Τά σημεία τοΟ Οεεςοοηβ Καί τοΟ Νεκβΐ λνός τριγώνου είναι 
Απίαιροφα αημίΐα τοϋ ΕοηροΗατηρι (βλ. § 1242 6). 

Διά τό σημ*ϊοψ τοϋ ΝαοεΙ, βλ. /. Μ. Ε., 188ο, σ. 158, άρθρον τοΟ 
νΐκετίέ καί ΜαΙΚαί», 1887, σ. 57, ώς καί 1906, σ. 93, η* 10. Τό ση- 
μείον τοΟτο εόρίσκεται πολλάκις καί ώς Ζσοχερ «μετρικέ* αημβίοψ. 

5) ΑΙ Ιδιότητες τοΟ οημιίσν τσΰ (ΐετροηηβ έσημειώθησαν Οπό τοΟ 
ίβαη ΟΑνα {Αρβται ΗιΙοτΐην* τοΟ εΗαίΙη, σημ. VII, σ. 296· κατά τό 
I. ά. ΜαΙΗ., 1900. σ. 84, ο· 1787). 

6) Ό τόπος τών οημιΐων ιοΕ Οβνςοηηβ βταν ή βάσις μεταβάλ¬ 
λεται (καί ή γωνία Α ώς καί ή Ιγ> γραμμένη βΐς τό· τρίγωνον πε¬ 
ριφέρεια παραμένουν σταθεραί), είναι (λλειψις έφαπτομένη τών 
πλευρών τής γωνίας είς τά Δ καί Ε (Σχ. 766). (/. Μ. Ε., 1893, 
σ. 225· Βοιιίϊπ). 

θεώρημα 309—1 

1242 β. ΑΙ εϋθεΐαι, αΐ σννίέουοαι τάς κορυψάς τριγώνου ΛΒΓ μετά 
τών σημείων έποψής Α', Β', Γ' τών Απέναντι πλευρών καί τής έγγε- 

Υραμμένη; είς τό τρίγωνον περίφερε (ας, 
τεμνονται είς σημεΐον Ο (= τοΟ ΟβΓ^οηηβ) 
τοιοΰτον, ώστε 

ΑΟ.ΒΟ.ΓΟ 4 Ε 
ΑΌ . ΒΌ . ΓΌ ~ ρ ■ 
(Μαίλεεΐε, 1884, σ. 245, ΤΒϊγχ). 

Έκ τής Βιατεμνούσης ΓΓ' τοΟ τριγώ¬ 
νου ΑΒΑ' εύρίσκομεν 

ΑΓ' ΒΓ ΑΌ 



ΒΓ' ' ~Α Γ - Αό 


= 1 . 


ΒΟ 
ΒΪΟ 
Άρα: 

ΑΟ.ΒΟ. ΓΟ 
Α'Ο. ΒΌ : Γ'ό 

4ΧΕτ 


δθεν 

ΑΟ ΑΓ'. ΒΓ α (τ — α) 
ΑΌ - ΒΓ'. ΓΑ' ~ ΤΓ—β) (τ - γ) 
Όμοίως, 

β(τ-β) _ ΓΟ __γ (τ - γ) 


(τ - α) (τ - γ) ’ (τ - β) (τ - α) ' 


αβγτ 


'τ.(τ-α) (τ - β) (τ - γ) 

4 Κ,τ 4 Κτ 4 Κ. 
~ΕΓ ~ τρ ρ ’ 


θεώρημα 309—11 

1243 γ. ΑΙ ιΜιΙαι, αί σννΒέουσαι τά μέσα τών πλευρών τριγώνου 
μετά τών μάσων τών Αντιστοίχων έπ’ αότάς ύψών, διέρχονται διά τοβ 
αότοβ σημείου Κ. 
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Έστω ΔΕΖ τό συμπληρωματικόν τοΟ ΑΒΓ τρίγωνον (δηλ. τών 
μέσων τών πλευρών του)· τά Οψη αότοΟ τέμνονται είς τό κέντρον 
Ο τοΟ περιγεγράμμένου είς τό ΑΒΓ κύκλου καί πληροΟν, έπομέ- 
νως, τήν σχέσιν τοΟ Οίνε: 

ΜΔ ΛΖ ΝΕ 
ΜΖ ' ΛΕ ' ΤΓΖΓ “ '· 



Άλλ’-είναι ΛΕ = Λ'Ζ κλπ., ίκ τής ίσότητος τών τριγώνων, ώς 
τά ΔΕΖ καί ΑΕΖ· βρα *. 

Μ'Δ Λ Ζ ΝΈ _ 

Μ'Ζ ’ ΛΈ ’~Ν'Δ _ *' 

καί αί εύθεϊαι ΕΜ', ΔΛ', ΖΝ' διέρχονται διά τοΟ αύτοΟ σημείου, 

12429. Σημ*ί{ο*ις. 1) Τό θεώρημα τοΟτο είναι είδική περίπτω· 
σις τοΟ γενικωτέρου έπί τών ίσο νομικών εύθειών (§ 2329), δηλ. 
τών εύθειών, ώς αί ΔΛ, ΔΛ', έκ τής αότής κορυφής Δ άγομένων 
καί διερχομένων διά τών σημείων Λ, Λ', συμμετρικών πρός τό 
μ-σον Ο τής άπέναντι πλευράς. "Ωστε: αί ΙαοτομικαΙ ενθεΓα· τριών 
ευθειών χοΰ όέυα (") είναι ΙηΙαης εύθεΓαι τοΒ Οίοα. 

Ή θεώρησις τών ίσοτομικών εύθειών όφείλεται είς τόν Ο. άβ 
ίοη^σδεπιρΒ η° 2330)· τά σημεία Ο (κέντρον περιγεγραμμένης πε- 
ριψερείας) καί Κ καλοΟνται άντίστροψα σημεία. 

Τό σημείον Κ είναι τό σημείον τοΟ Ι^τηοΐηε τοΟ τριγώνου 
(§ 2352). ΟΟτω, τό κέντρον Ο τής περιγεγραμμένης περιψερείας 


71. 2 η μ. μ ε τ. Αντί: τριών εύθειών διό τών κορυφών τού τριγώνου, 
διερχομένων διά τοδ αδτοδ σημείου (Ιγοϊ* οίνϊεηοεε οσποουτεπίοβ). 
Τόν όρον τοδτον άναγράφομεν μετά πάβης έπιφυλάξεως, όσον άφορά τό 
■εβστοχον κλπ. αδτοδ, καί άποχλειστιχδς διά τάς άνάγκας τοδ βιβλίου 
τούτου. 
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είς τρίγωνον ΑΒΓ καί τό σημεϊον Κ τοΟ Ι^ειηοϊοε αύτοΟ είναι άν- 
τίστροφα σημεία, άναφορικώς πρός τό συμπληρωματικόν τοΟ ΑΒΓ 
τρίγωνον ΔΕΖ. 

Τό προηγούμενον θεώρημα (§ 1242 νΐ, άποδίδεται γενικώς είς 
τόν Ι,ειποϊηε (Ν. Α. ( 1884, σ. 27)... «Ή εύθεΐα, ή συνδέουσα τό 
μέσον μιάς πλευράς μετά τοΟ μέσου τοΟ έπ' αότήν Οψους, διέρχε¬ 
ται διά τοΰ κέντρου Κ ιών ονμμιχροδιαμίοων. Ή εύθεΐα αΰτη είναι 
ό τόπος τών κέντρων τών όρθογωνίων τών έγγεγραμμένον είς τό 
τρίγωνον καί έχόντων τάς βάσεις των έπί τής θεωρουμένης πλευ¬ 
ράς». Τό θεώρηαα τοΟτο έδημοσιεύθη τό 1873 ή 1874, ώς ύποδει- 
κνύει ό Μ. ά’Οοβκηβ, καθώς καί ό νΐ£βι-ϊέ, είς ]. Μ. Ε., 1886, σ. 
180. ΝοΙε *μγ ίο β^ηι^άχαηβ. Βλ. έπίσης Α. Κ., 1874. ΙΛΙΙβ, σ. 1166, η» 2. 

Ό θεατό άποδίδει τήν, κατά τά προηγούμενα, κατασκευήν 
τοΟ σημείου Κ είς τόν δςίιΙδπιϊΙεΗ (Ν. Α. 1887, σ. 223). 

Διά τήν άπόδειξιν τοΟ θεωρήματος § 1242 γ, βλ. έπίσης ΛΓαί/ιε- 
ίίβ, 1881, σ. 185 καί /. Μ. Ε., 1885, σ. 265, π° 27 καί Σημείχοοκ’ 
έπίσης, 1887, σ. 117, Σημιίωσις. 

2) Τό άνωτέρω θεώρημα δύναται νά γενικευθή, διά τής 
άντικαταστάσεως τών ύψών ύπό τριών τυχουσών ευθειών τοΟ Οένα 
(ΜαΙΙχβιΐι, 1883. σ. σ. 103 καί 104 β· Κΐεδΐ). 

θεώρημα 369—III 

1242 «. Έάν τρεΙς εύθείαι τοΰ Οένα αυναντοΟν τάς πλευράς τριγώ¬ 
νου ΑΒΓ είς σημεία Α’, Β', Γ', τά σημεία τομής τών ζευγών εύΦειών 
<ΑΒ, Α’Β'), (ΒΓ, Β'Γ'), (ΓΑ, ΓΆ') χείνται έπ· ευθείας. 

Ή πρότασις είναι άπλή συνέπεια τών θεωρημάτων τών Μενε¬ 
λάου καί Οένα (6§ 1227 καί 1240). 



"Ας είναι Δ ή τομή τών ΜΒ καί.ΑΑ', Ε τών ΛΑ καί ΒΒ', Ζ 
τών ΜΒ καί ΓΓ'. Τά τέσσαρα σημεία Λ, 7, Α, 2 κεΐνται έπ' εύ- 
θείας καί τό αότό συμβαίνει καί διά τάς· τετράδας Μ, Ζ, Β, Δ καί 


Μ. Ε, Γ, Δ. 

ΛΜΝ είναι ή πολική τοΟ σημείου Κ 
τρίγωνον ΑΒΓ. 


τοΟ Οένα πρός τό δοθέν 
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1242 ζ. Παρατηρήσεις. 1) Τ ό θεώρημα τούτο διατυπούται καί ώς 
έξής: Αί πίευραι τον ποίιχοΰ τριγώνου τριών ευθειών τογ Οένα σνναν 
τονν τάς απέναντι ηίευράς τσΰ όοάεντος τριγώνου κατά τρία σημεία έη' ευ¬ 
θείας γραμμής κείμενα. 

2) Ποδικόν τρίγωνον σημείου Κ τού έπιπέδου τριγώνου ΑΒΓ, 
είναι τό τρίγωνον Α'Β'Γ', τών τομών τών ευθειών ΑΚ, ΒΚ, ΓΚ 
μετά τών πλευρών τού τριγώνου ΑΒΓ. 

θεώρημα 36Θ—IV 

1242 η. ΕΙς τρεις τυχούσας ευθείας τοϋ Οένε, άντιστοιχοΟν τρεις 
εύθεΐαι διά τών κορυφών τοϋ τριγώνου καί συναντώσαι τάς Απέναντι 
πλευράς κατά τρία σημεία έπ' ευθείας γραμμής χείμενα. Καί άντιστρόφως. 

ΑΙ ϊζ αδται εύθεΐαι τέμνονται άνά τρεις κατά τέσσαρα σημεία. 

Είναι τό προηγούμενου θεώρημα διατυπωμένον κατά τόν άρ- 
μόζοντα γενικώτερον τρόπον. 

ΕΙς πάσαν εύθεϊαν ΓΓ' (Σχ. 769) Αντιστοιχεί εύθεϊα ΓΝ, διερ- 
χομένη διά τοΟ συζυγούς Αρμονικού Ν τού Γ' -πρός τά Α καί Β· 
βη λ. διά τού σημείου Ν τού τοιούτου, ώστε : 

ΝΑ _ Γ'Α 
ΝΒ _ Γ'Β ’ 

Πάν σημεΐον Κ δύναται νά θεωρηθή ώς σημεΐον τομής τριών 
εύθειών τού Οίνε καί εις τούτο άντιστοιχοΟν τρία συσχετισμένα 
πρός αύτό σημεία Δ, Ε, Ζ (’*). "Εκαστον έξ αύτών είναι τό κοι¬ 
νόν σημεΐον τών τριών εύθειών τού Οέν® - ΑΕ, ΒΕ καί ΓΕ. 

Παρατηρήσεις. Τό κέντρον I τού έγγεγραμμένου κύκλου Ιχει ώς 
συσχετισμένα πρός αύτό τά κέντρα τών παρεγγεγραμμένων περι¬ 
φερειών. Τού σημείου Κ τού Ι&ηοΐτιβ συσχετισμένα είναι αί κορυ- 
φαί τού έφαπτομενικοΰ τριγώνου ($ 2293), τού δέ κ. βάρους θ τού 
τριγώνου συσχετισμένοι είναι α( κορυφαί τού άντισυμπληρωματι- 
κοϋ (§ 434 β) αύτοΟ τριγώνου. 

Δυνάμεθα νά θεωρήσομεν έπίσης τά συσχετισμένα σημεία 
πρός τό όρθόκεντρον τού τριγώνου, τό κέντρον τής περιγεγραμμέ- 
νης περιφερείας, κλπ. 


θεώρημα $8Θ— V 

1242 θ. Δυνάμεθα νά χατααχευάσωμεν άπειρί .ν τριγώνων έχόντων 
δοθέν τρίγωνον ΔΖΕ ώς ποδικόν τριών ευθειών τού Οίνε. 

Λαμβάνομεν αύθαιρέτως τήν διεύθυνσιν ΧΔΥ μιάς πλευράς τού 
ζητουμένου τριγώνου* Ακολούθως όρίζομεν τό συζυγές Αρμονικόν 
Ν τού Μ, τομής τών ΧΥ καί ΔΕ, πρός τά Ζ καί Ε. Όρίζεται 
ούτω ή διεύθυνσις ΔΝΖ τής μιάς έκ τών τριών εύθειών τού Οένε, 
πάν δέ σημεΐον Α έπ’ αύτής όρίζει έν έκ τών ζητουμένων τριγώ¬ 
νων. Επειδή πάσα τέμναυσα ΜΓΔΒ τής Αρμονικής τετράδος εύ- 
θειών μέ κορυφήν τό Α διαιρείται άρμονικώς ύπ' αύτής καί αί 


72. Σημ. μετ. Όστε αί τετράδες (Β, Κ, Β’, Ε) κλπ. νά είναι άρ- 
μονιχαί. 
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διαγώνιοι, έποιιένως, ΒΕ, ΓΖ τοΟ πλήρους τετραπλεύρου ΑΜΒΕ 
θά τέμνωνται επί τής ΑΔ, 

Τό τρίγωνον άρα ΑΒΓ είναι έκ τών ζητουμένων. 



1242 ι. Παρατηρήοας. 1) Δύναται νά 6οθή καί μία κορυφή, ή Β λ.χ. 

2) 'Όταν τό ζητούμενον τρίγωνον καί τό δοθέν ποδικόν Ιχουν 
σχέσιν τινά πρός άλληλα, ή λύσις τοΟ προβλήματος δόναται νόι 
είναι μοναδική ή νόι ύπάρχουν ώρισμίνου πλήθους λύσεις. 

Οϋτω, εήκόλως όρίζομεν τό μοναδικόν τρίγωνον ΑΒΓ, τό άν- 
τιστοιχοόν βΐς ποδικόν τρίγωνον συμπΐπτον πρός τό τών μέσων 
τών πλευρών τοΟ ΑΒΓ (συμπληρωματικόν αύτοΟ) ή πρός τό όρθι- 
κόν’ αίιτοΟ. Τά πράγματα δμως είναι διάφορα ίάν τό ποδικόν 
είναι τό τών διχοτόμων ή τών συμμετροδιαμέσων* έπειδή τά δύο 
ταΟτα προβλήματα, τουλάχιστον μέχρι σήμερον ( τ ·). δέν (χουν 
λάβει λύσεις διά μεθόδων άρκετά στοιχειωδών, ώστε νά δίκαιο· 
λογηθή ή παρουσία των είς τό άνά χείρας βιβλίον. 

Σχετικώς πρός τό θέμα αύτό δύναταί τις νά συμβουλευθή ιό 
Ιηί. άε» Μαϋιέηιαίίαεηβ (1698, σ. 33, ζτμ, 268, Κϊοείόε’ 1899, σ. 54, 
η° 268, ΒίοεΗβ' σ. σ. 55 Κως 58, ΒεΓδατίη* 1903, σ. 64, η* 245, 
Βγοο&πΙ, ΡΙαηΙιοττο, Πιατεπ - Ι^ΟΓ,ββ). 

θεώρημα τον Υαη ΛυΒίΙ 369— VI 


1242 μ. Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί τρεις εχτθεϊαι τοΟ Οίνε αϋτον 
ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, τεμνόμεναι είς Ο. Δείξατε τήν 
■ σχέσιν: 

ΑΟ ΑΖ . ΑΕ 

■σ2· = ΤΒ- + ΊλΓ· 

Τά έμβαδά τών τριγώνων ΑΟΓ καί 
ΒΟΓ είναι πρός άλληλα ώς τά μήκη 
ΑΖ καί ΖΒ, τών δέ τριγώνων ΑΟΒ καί 
ΒΟΓ ώς τά ΑΕ καί ΓΕ. 

Άρα : 

ΑΖ . ΑΕ (ΑΟΒ) + (*ΟΓ) 

ΤΒ~ + ΤΓ = 



(ΒΟΓ) 


78. Ζημ. μετ. Περί τό 1910. 
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Διά συγκρίσεως έπίσης τών τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΔ καί ΑΟΓ, 
ΟΔ, εύρίσκομεν τήν σχέσιν : 

ΑΟ (ΑΟΒ) (ΑΟΓ) (ΑΟΒ)-ΚΑΟΓ)_ (ΑΟΒ)-ΚΑΟΓ) 
75Τ~ (&0Δ) — (ΓΟΔ) “(ΒΟΔ^ΓΟΔ)- (ΒΟΓ) 

'Ώστβ: 

ΑΖ . ΑΕ ΑΟ 
ΖΒ 'ΈΓ’ “Όδ" ' 


“ΕφαρμογαΙ: 1) Έάν Ο είναι τ6 κοινόν σημεΐον τών Εσωτερικών 
διχοτόμων ; 


ΑΖ _ β ΑΕ 

ΖΒ ~ β ' ΕΓ 


χ, 

α 


&ρσ : 


ΑΟ _ Ρ+υ 

Ο Δ σ 


2) Έάν Ο τό κοινόν τών διαμέσων: 

ΑΟ 


ΟΔ 


= = 2 . 


3) Έάν Ο τό όρθόκεντρον: 

ΑΖ εφΒ ΑΕ _ εφΓ . κο .„ ΑΟ' 
"ΤΒ" — εφ Α ' ΕΓ ~εφ.Α "ϋΔ" 

4) Έάν Ο τό σημεΐον τοΟ Τ,ειηοϊηβ : 


συν Α 

συν Β συν Γ 


ΑΖ ^ β· 

ΖΒ ~ α’· ’ 


ΑΕ _ γ* 

ΈΓ “ α’ ' 


δβεν; 


ΑΟ β’+γ» 

ΟΔ α’ 


5) Έάν Ό τό σημεΐον τοΟ Οβτζοπηε : 

ΑΖ τ —α ΑΕ _τ — α ΑΟ α (τ — α) 

ΎΪΓ~~ Τ3ρ" ’ ΈΓ ~ ΤΓ7 θεν: 75Χ _ (τ-ρ>(τ - γ) ' 

6) Έάν Ο τό πρώτον σημεΐον τού Βτοοίπΐ : 

ΑΖ β’ ΑΕ _ . ΑΟ. _ α^+χβ^ 

ΖΒ ~ γ» ' ΕΓ — α 3 ΟΔ ~ α’γ’ 

7) Έάν Ο τό δεύτερον σημεΐον του Βτοοπΐ : 

Α ζ _ - X. ΑΕ Ύ- . ΛβΡν . λο_ ρν + «ν 

ΖΒ “ α’ * ΕΓ ~ β’ ΟΔ ~ α’β’ 

1242 X. ίημίίωαΐ(. 1) Τό θεώρημα 1242 κ προετάθη είς την 
ΜαΙΙ ΐίίί», η’ 128 καί είς τό ΙουνηαΙ άβ ΜαΙΗ, τοΟ ΙοηαοΗαιηρχ, 
η” 237. 

Ή άνωτέρω λύσις, ώς καί αΙ συνέπειαι αύτής, έδόθησαν ύπό τοΟ 
Ρΐεΐιδοννο είς τό βιιί ^Ιίη άΐ3 8ο. ιιιαίδ. «ί ρίι. τών Νϊβ\νεη£ΐο>νΒΐι;ΐ 
καί ΟέτεΓό (1899- 1900, σ. 289), 

1242 μ. 2) Τό φαινομενικώς στοιχειώδες πρόβλημα, κατά τό 
ά ποϊοι? δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ, ζητείται νά όρισθη σημεΐον Δ 

Γιωμέτρια 37 
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τοιοΟτον, ώστε, άν άχθοΰν αΐ ΑΔΕ, ΒΔΗ, ΓΔΘ (Σχ. 772), νά είναι 
ΔΕ = ΔΗ = Δθ, 

έμελετήθη ύπό τοΟ ]. - \ν. Τεεοίι. (Ιηί. ά. Μ., 1900, ο. 17, η 0 1044). 

Διά τόν άρισμόν τοΟ σημείου αύτοΟ, είς τό τυχόν τρίγωνον, 
Απαιτείται ή λύσις μιας έξισώσεως έβδόμου βαθμοΟ. 

Είς τήν περίπτωσιν Ακόμη του Ισοσκελούς 
τριγώνου, τό σημείον Δ όρίζεται δι’ έξισώ 
σεως τρίτου βαθμοΟ καί κεΐται έπί τοΟ Οψους 
ΒΗ. Ή κατασκευή του είναι Ανέφικτος διά 
του κανόνος καί τοΰ διαβήτου καί εύκολϋνε- 
ται διά τής κατασκευής μιάς ατροφοβιίοΰς, 
έχοϋσης κορυφήν τό Α καί διπλοΟν σημείον 
τό Η. 

Διά τήν έξίσωσιν καί τάς Ιδιότητας τής 
στροφοειδοΟς, βλέπε τήν 'Ακαλυτιχήε Γ$ωμι- 
χρίαν τοΟ Βτίοί. 

3) Τό ζήτημα τοΟτο έτέθη τό 1898 ύπό τοΟ 
νβΓ^&ετΙ, ύπενθύμησεν αύτό έκ νέου 6 Βετί- 
Σχ.τη. ϊΐεπ τό 1910 καί ο Ο. Ι,επιαίΓβ έπελήφβη αΰ- 

τοΟ όλίγον άργότερον (7. ά. Μ., 1910, σ. 264, 
ζτμ. 3744), 

Είς τήν περίπτωσιν τοΟ (σοσκελοΟς τριγώνου μέ βάσιν β, Οψος 
Η καί μήκος ΔΕ-= ΔΗ = Δθ = 1ε, ό ΤαίεΙιηεοΙιβΓ δίδει τήν έξίσω- 
σιν τρίτου βαθμοΟ 

β· (Ε - 10* = 16 Ιιΐτ», 

ήτις δέν είναι άναγώγιμος παρά είς είδικάς τινάς περιπτώσεις, 
ύποδειχθείσας ύπό τοΟ Τεεοίι. 

4) Δύναται νά τεθή καί τό έξης πρόβλημα· νά όρισθοΟν τρεις 
εύθείαι τοΟ Οένε δοθέντος τριγώνου, τών όποίων τά μήκη (Από 
τών κορυφών μέχρι τών Απέναντι πλευρών) νά είναι τά αύτά, 
Έάν τό κοινόν σημείον αύτών είναι Ζ, τό σημείον τοΟτο είναι 
έστία τής περιγεγραμμένης είς τό τρίγωνον κωνικής τομής καί 
έχούσης κέντρον τό κέντρον βάρους τοΟ τριγώνου (I,. Βίο^ετί. 

Μ., 1910, σ. 170, η° 3724. Ή άπάντησις εύρίσκεται είς τάς σελ. 
256 βως 260, είς Αρθρα τών ΐνεΐεοΐι, Μβίο κλπ.). 



θιώρημα 369— VII 

1242 ν. ΈπΙ τών αχτίνων ΙΔ, ΙΕ, ΙΖ τοΰ έγγεγραμμένου είς τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ κύκλου, τών καθέτων έπί τάς πλευράς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ άντιστοί- 
χως, λαμβάνομεν μήκη ίσα ΙΔ’, ΙΕ', ΙΖ'. Δείξατε ότι αί εύθείαι ΑΔ', 
ΒΕ', ΓΖ’ διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου, (ί,επιοίπε, ΒοαΙϊη, Η,εΐεΐϊ, 
Κατΐγα). 

Διά τών Δ', Ε’, Ζ' φέρομεν παραλλήλους πρός τάς πλευράς 
τοΟ τριγώνου ΑΒΓ. Τά όόθογώνια τραπέζια Ζ'ΡΒΖ καί Κ,Δ'ΔΒ 
είναι ίσα, έπειδή ΒΖ = ΒΔ, ΖΖ'=λΔ' καί αί γωνίαι ΔΒΚ. καί 
ΖΒΡ Τσάι, ώς κατά κορυφήν. Άρα 


1 


καί άναλόγως, 


Ζ'Ρ = Δ'Κ., 

ΣΔ’ = ΤΕ', Ε'ϋ = ΖΎ 


0 ) 
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Α1 διά τοΟ αύτοΟ σημείου Γ διερχόμενσι τρεις εΟθεΐαι Γν, 
ΓΖ' καί ΓΡ, τεμνόμεναι ύπό τών παραλλήλων ΑΒ καί ΥΡ. δίδουν 
τήν σχέσιν : 


ΑΝ _ ΥΖ ' 
ΒΝ ~ ΡΖ ν ' 

Καβ’ δμοιον τρόπον -5^- = » 

ΓΜ ΤΕ' 
ΜΑ “ υΕ'· 


( 2 ) 



Σι. ™ « 


Διά πολλαπλασιασμοί! κατά μέλη τών (2) καί Εχοντες ύπ’ βψΐν 
τάς Ισότητας (1), εόρίσκομεν 

ΑΝ ΒΛ ΓΜ ΥΖ' ΚΔ' ΤΕ' _ , 

ΒΝ" ΓΛ ’ ΜΑ _ ΡΖ' ’ ΣΔ’ "ϋΒ' 

Ληλ. δχι αΐ εύθεϊαι ΑΔ', ΒΕ', ΓΖ' διέρχονται διά τοΰ αύτοΟ 
σημείου. 

1242 ξ. ΣημίΙακης. 1) Ή άνωτέρω έκφώνησις τής προτάσεως 
είναι τοΟ Κετίγβ (Τόκιο)· τό θεώρημα βμως δέν είναι νέον άλλά 
τμήμα ένός άλλου, τό όποΐον ειχον ήδη Εξαγγείλει οΐ Ι,ειαοϊαε 
καί Βουΐίη δέκα πέντε Ετή ένωρίτερον (1889—1890) 

Τό θεώρημα τοΟ Κεπγβ, έμΦανισθέν μεμονωμένον, προεκάλεσεν 
«όθύς άπό τής γνώσεώς του (1904) μέγα Ενδιαφέρον καί έσχολιά- 
σθη εύρέως. Βλέπε σχετικώς ΕηββίςηβτηβηΙ ΜαΐΗέτηαΙίηιιβ, 1904, 
σ. 131, 236, 406 καί 1905, σ. 44. 

Μεταξύ τών άποδείξεων, παρατηρήσεων καί Επεκτάσεων τής 
τιρστάσεως τοΟ Κβπγα, άναφέρομεν έκείνας τών ΒβτΙχιηπ, Γ>6- 
ιηοαίιη, ΗετοΜ ΗϊΙΙοη, Οεηϊείε, ΡΓβηίτε, Ρβνιτε καί Ιδιαιτέρως του 
Οβηίοηί. 

2) Ή άπόδειξις τοΟ Κατιφέ είναι μακρά καί δχι πολύ κομψή. 
( Εη». τηα,ίΗέιη.,χόμ. VI, 1904, σ. 131 ή ΗενίζΙα άε ΑιαΙβτηαΙΐοα», (8εη- 
τία£ο), 1905, σ. 439. *Η άπόδειξις, άντιθέτως, τήν όποίαν παρεθέ- 
σαμεν άνωτέρω είναι {βραχεία καί άπλή. 

Ίστοςιπόν. Ώς είπομεν άνωτέρω καί δπως συχνά συμβαίνει 
κατά τήν σπουδήν τής Γιωμιιοίας ι λ ·' Τοιγώνον, τό θεώρημα τό 
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όποιον ό Κετίγβ ένόμισεν δτι πρώτος άνεκάλυψε τό 1904 είναι 
ειδική περίπτωσις τοΟ Επομένου τοΟ ίεπιοΐηβ (1869): 

Έάψ Ιχ σημείου Μ τοϋ Ιπιπίίοι< τριγώνου ΑΒΓ φέρω μεν χα&ίτονς 
ΜΧ, ΜΥ, ΜΖ Α»ί τά( ευθείας ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ καί λάβωμεν Ιπ' ανιών 
μήκη ΧΑ', ΥΒ', ΖΓ' άντιστρύφως Ανάλογα ιών ΜΧ, ΜΥ, ΜΖ, αί ίρεΐς 
ιύθιϊαι ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' όά τΐμνωνται είς το αυτό σημεΤον Λ. 

“Ολίγον άργότερον, ό Βοιιΐίη είς μίαν ώραιοτάτην σπουδήν : 
•Ετύ μι&( ΑμάΑος τ εααάρων κωνικών τομών τοϋ έπιπίδου τριγώνου ΑοΓ, 
διετύπωσε τό άκόλουθον θεώρημα : “Εάν Α', Β', Γ' είναι τά σημεία 
επαφής τοΰ Ιγγεγραμμίνον κύκλου ιΐς τρίγωνον ΑΒΓ καί ίπΐ τών ΙΑ', ΙΒ', 
ΙΓ' λάβω μεν μήκη ΙΑ", Ιθ", 1Γ“' Γοα προς λ καί κατά την αυτήν φοράν 
προς τά πρώτα, αί ενάεΐαι ΑΑ““, ΒΒ", ΓΓ" 0ά Αώρχωνται διά ιον αυτού 
σημείου. 

“Ο τόπος τοΟ σημείου τούτου όταν τό μήκος λ μεταβάλλεται 
είναι κωνική τομή (Β), δηλ. ή Ισοσκελής ύπερβολή, ή προκύπτουσα 
διά Ισογωνίου μετασχηματισμού τής εύθεΐας ΟΙ (σχ. 772 β), 
(/. Μ. 8., 1890, σ. 105, 124· έπίσης, σ. 265, ρνοΙΙέτηβ *μγ Ια (ΗαηρΙε). 

Τό θεώρημα τοΟ Ι^ατίγ* διεΕεδίκησεν Επίσης καί ό Κείεΐΐ (Μι- 
λάνον), βστις τό έδημοσίευσεν τό 1896. Τέλος, είς τήν ΜαΙΗεεχε, 
1903, σ. 265, ό δρεελπιεη (Λτρίιειπ, “Ολλανδία) δίδει τό Τδιον θεώ¬ 
ρημα καί μέ έκφώνησιν αύτοΟ τήν [δίαν πρός τήν τοΟ Κατΐγα. 



3) Ή Ισοσκελής υπερβολή (σχ. 772 β), ισογώνιος μετασχηματι¬ 
σμένη τής εόθείας ΟΙ, άνήκει εις τήν όμάδα τών τριών Ισοσκελών 
υπερβολών τών άντιστοιχουσών είς τάς εύθείας ΟΙ«, Γ Οΐβ . ΟΙ γ . 
ΑΙ τέσσαρες αδται κωνικαί τομαί, αί τόσον πλήρως σπουδασθεΐ- 
σαι ύπό τοΟ Βοιαίίη, θά Ιπρεπεν δικαιωυατικώς νά ϊφερον τό 
όνομά του, ή τό τοΟ Ι,βποίπε. Ώνοράσθη εν τούτοις ή πρώτη — ή 
σχετιζομένη πρός τό κέντρον τοΟ Εγγεγραμμένου κύκλου — υπερ¬ 
βολή τού Είΐιετ 6α«λ (μολονότι ό μαθηματικός οδτος ούδόλως έπε- 
λήφθη τής σπουδής αύτής), έπειδή τό κέντρον της είναι τό οη- 
μεΐον τον ΓβΜβτδαοΛ (§ 1341 β), δηλ. τό σημείον καθ' 6 ή περιφέ- 
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ρεια τών Ιννία σημιίων έφάπτεται τής έγγεγραμμένης περιφέρειας. 
(Α. Ρ· 1889, σ. 203, ϊ^επιοΐηε, 7. Μ. 8,, 1890. σ. 105, ΒουΙϊη). 

4) "Η υπερβολή τοΟ Ρβα&τΙαϋΗ λαμ&άνεται έπίσης κοί ώς Ακο¬ 
λούθως: Έπί τών μεαοχα&λτων ΟΑ', ΟΒ’, ΟΓ' τρίγωνον ΑΒΓ, λαμβά- 
νομεν τρία ίσα μήκη 

Α'Ρ β = Β'Ρβ = Γ'Ρ Υ =λ. 

χαΐ κατά φοράς πάσας προς το Ο ή πάσας άντι&πσυς {ή; φοράς ταΰτης. 
ΑΙ Ιμ τών Α, Β, Γ χάΟβτοι ΙπΙ τάς πλευράς Ρ α , Ρβ , Ργ τίμνοτται τίς 
σημεΐον Ρ χαΐ τον όποιον Λ τόπος, Λιά λ μεταβλητόν, είναι ή υπερβολή 
τόΰ ΡεμβτύαοΗ. 

ΑΙ κάθετοι αδται τέμνονται είς τό αύτό σημεΐον Ρ. έπειδή αΐ 
εύθεϊαι Α'Ρ 0 , Β’Ρβ , Γ’Ρ ν διέρχονται διά του αύτοΟ σημείου Ο. 
(ΜαΙΗεείε, 1893, σ. 80, ΝβιιΐίβΓΚ καί Μεοάει-ΐ). 

5) Σημεΐον τον ΚαΗ^α. θά ίξακολουθήσωμεν νά λέγωμεν σημεΐον 
ιοβ Κατίι/α, έπειδή ό Αξιότιμος Ίάπων συγγραφεύς έξεδήλωσεν 
τήν έπιθυμΐαν ταύτην καί πρός τήν όποίαν Αλλωστε οΐ ί.ειηοϊπε 
καί ΒοιιΙίη βέν άντετέθησαν. Εκτός τούτου ό κύριος δημιουργός 
τής Γεωμετρίας τοΰ τριγώνου (ό Ι,εριοίπί) είναι πλουσιώτατος ε(ς 
θεωρήματα καί πλεΐστα όσα, Αξιοσημείωτα διά τΑς Ιδιότητάς των 
είς τό έπίπεβον τοΟ τριγώνου, σημεία φέρουν τό όνομά του- περί 
τούτου πείθεται τις Αναγινώσκων τήν ήβη άναφερθεΐσαν μελέτην: 
Α, Ρ., 1889, Ρατίβ, σ. 197 8ως 222. 

"Οσον διά τόν ΒοιιΙϊη, τά πολυάριθμα κσί σοφά Αρθρα του είς 
τό 7. Μ. 8. τοΟ έξασφαλίζου'ν θέσι'ν λίαν τιμητικήν μεταξύ τών 
συγχρόνων ( Τ4 ) γεωμετρών. 

θεώρημα 369— VIII 

1242 ο. Έστιασαν ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ αΐ Αποστάσεις τοΰ κέντρου τής πε- 
ριγεγραμμένης πβρκρερείας Από τών τριών πλευρών τού τριγώνου ΑΒΓ. 
Έάν έπί τών εύδειών αύτών 
λάβωμβν σημεία Δ’, Ε’. Ζ' άν· 
ιιστοίχως χαΐ τοιαύτα, ώστε 

ΟΔ'_ ΟΕ' ΟΖ' 

Ο Δ ~ ΟΕ “ ΟΖ 

αΐ εΰδείαι ΑΔ', ΒΕ', ΓΖ' 
τέμνονται είς τό αύτό σημεΐον 
Ρ, κείμενον έπί τής ευθείας 
τού Ειιΐβτ ΟΘΗ .τού τριγώ¬ 
νου. (ΒουΙίπ, ύστερον Ργβπ1ι«). 

Διά τήν άπλοποίησιν, 

Αρκεί νά ύψώσωμεν τάς με- 
όοκαθέτους ΟΔ, ΟΕ έπί 
τάς πλευράς ΑΓ καί ΓΖ 
καί νά φέρωμεν τάς ΑΔ 
καί ΒΕ. 

ΑΙ Ακτίνες ΑΟ, ΒΟ τέμνονται ε(ς τό σημεΐον'Ό, -αΐ διάμεσοι 
ΑΔ, ΒΕ είς τό θ, τά Οψη είς Η καί αΐ εύθεϊαι ΑΔ', ΒΕ' είς Ρ. 
θά πρέπει νά δεΐξωμεν βτι τό σημεΐον Ρ κεΐται έπί τής εύθεΐας 
τοΟ Ειιΐβτ ΟΘΗ. 



74. 2 η μ. μετ'. Περί τό 1010. 
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Τά Οψη ΑΙ, ΒΚ είναι παράλληλα πρός τάς ΟΔ, ΟΕ· δύνανται 
νά θεωρηθούν έποοένως ώς αΐ άκτΐνες τών δεσμών μέ κέντρα τάς 
κοουφάς Α καί Β, αί άντιστοιχούσαι ε(ς τά επ' άπειρον σημεία 
τών ΟΔ καί ΟΕ. Α1 δέσμαι αδται όρίζονται ώς αΐ προβάλλουσαι 
τάς όμοιας σημειοσειράς Ο, Δ, Δ'... καί Ο, Ε, Ε'... (καί είναι 
έπομένως προβολικοί) καί έπειδή τρία ζεύγη άκτίνων αύτών, τά 
(ΑΟ, ΒΟ), (ΑΔ, ΒΕ), (ΑΙ, ΒΚ), τέμνονται κατά τά τρία σημεία 
Ο, θ, Η κείμενα έπ' εύθείας γραμμής, ϊπεται ότι καί πδν άλλο 
ζεύγος όμολόγων άκτίνων, ώς τό ΑΔ', ΒΕ’, θά τέμνεται έπίοης 
έπί τής αύτής εύθείας. 

Τό σημεΐον τούτο Ρ θά έξακολουθούμεν νά όνομάζωμεν ση¬ 
μείου τον ΕναπΙχβ (§ 1242 π, 1)). 

Παραχηρήβα;. 1) Έάν τό σημεΐον Δ' εύρίσκεται μεταξύ τών Ο 
καί Δ, τό σημεΐον Ρ εύρίσκεται μεταξύ τών Ο καί θ· έάν τό Δ' 
εύρίσκεται πέραν τού Δ, τά Ρ κεΐται μεταξύ θ καί Η. 

Διά Δ' εις τό έπ’ άπειρον σημεΐον τής διευθύνσεως ΟΧ, τά 
Ρ συμπίπτει πρό τό Η. 

"Ας φέρωμεν τήν Ακ. παράλληλον πρός τήν ΟΗ. Έάν τό Δ' 
έύρίσκετ^ ι μεταξύ τών Ο καί Κ, τό Ρ κεΐται έπί τής ΟΜ· διά 
Δ'Ξ κ, τό σημείου τού ΓναηΙχε άπομακρύνεται εις τό έπ’ άπειρον 
σημεΐον τής εύθείας τού Εαίετ. Διά Δ’ πέραν τοΰ Η, λαμβάνομεν 
τό σημεΐον Ν έπί τής εύθείας ΜΗ. 

Διά Δ' τέλος άπομακρυνόμενον είς άπειρον έπί τής διευθύν- 
σεως ΚΥ, τό σημεΐον Ρ πλησιάζει συνεχώς πρός τό Η. 

Κατά ταύτα, ή άπέρατος εύθεΐα ΜΟΗΝ άνήκει εις τόν τόπον 
τών σημείων Ρ. 

2) Τά σημεία Δ' καί Ρ είναι άντίστοιχα άλλήλων κατά 6να 
άρκετά άξιοσημείωτον μετασχηματισμόν : 

Διά Δ' κινούμενον έπί τής ΧΟΥ καί άπό τού X εις άπειρον 
έπί τής εύθείας ταύτης, τό σημεΐον Ρ άναχωρτΐ άπό τού Η κι- 
νούμενον πρός τό Μ, άπομακρύνεται εις άπειρον έπί τής εύθείας 
ΟΜ, έπιστρέφει εις Ν καί πλησιάζει συνεχώς πρός τό Η πάλιν 
όταν τά σημεΐον Δ' άπομακρύνεται εις άπειρον έπί τής βιευθύν- 
σεως ΟκΥ. 

Ανάλογα παρατηροΰμεν διά τήν κίνησιν τού Δ' έπί τής ΧΥ. 
όταν τό Ρ διαγράφη τήν εύθεϊαν ΜΟΝ. Εις πάσαν δέ θέσιν τού 
σημείου Ρ, άντιστοιχούν τελείως ώρισμέναι θέσεις τών σημείων 
Δ', Ε', Ζ' καί αί σημειοσειραί Ο, Δ..,, Ο, Ε..., Ο, Ζ. . . είναι 
μεταξύ των όμοιαι. 

3) Ώς άπεδείξαμεν, ή ενθεϊα τον ΕνΙεΤ εΤναι ό τόπος τών ση¬ 
μείων τοΰ Εταή/ιε τού δοθέντος τριγώνου. Ούδεμία βέ άντίφαοις 
ύπάρχει μεταξύ τού θεωρήματος τούτου καί τής τερματιζούσης 
τήν παράγραφον 293 παρατηρήσεως, διά τά άνάλοχα σημεία έ*ός 
δοθέντος σχήαατος. Επειδή γνωρίζομεν ότι τά σημεία Ο, θ. Η. 
τών όποιων αί ιδιότητες είναι τόσον διακεκριμένοι άπ' άλλήλων, 
άπολαμβάνουν κοινών άλλων Ιδιοτήτων καί αϊτινες έπιτρέπουν 
τήν ένσωμάτωσίν των εις τά, άπεριορίστου πλήθους, σημεία »ο0 ΕναηΚε. 

4) Ή ευθεία τοΰ ΕιιΙεν ένός τριγώνου ΑΒΓ είναι έπίσης τόπος 
ώρισμένων άλλων σημείων τού επιπέδου αύτοΟ. Λ. χ. τό κέντρον 
της περιγεγραμμένης περιφέρειας εις τό 'έφαπτομενικόν τρίγωνον 
τού δοθέντος ΑΒΓ εύρίσκεται έπί τής εύθείας ταύτης. Βλ.: Νοίεε 
άε (ΟοχηΑΙτίε τέεεηΐε τού Α. Οοδ. (Συμπλήρωμα εις τόν τόμον IX 
τού Ιτους 1889 τής ΜαΙΗβίίι). 
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1242 π. Σημεϊησις. 1) Ή προηγουμένη πρότασις, είναι τοΟ Α. 
Βοιιΐίη καί εΟρίσκεται είς τό /. Μ. 8. τοΟ 1890, σ. 266. Τό ώραίον 
τοΟτο θεώρημα, διατυπωμένον είς όλίγας γραμμάς, διήλθεν τότε 
Απαρατήρητου καί έξετιμήθη δεόντως δέκα τέσσαρα ϊτη Αργότερου, 
βταν ό Ρτεπίιβ (Βερολϊνον) τό υπέδειξε είς τό Α’ηεείρηοηβηΐ 
τηαΙίιέιηαίίηΗβ τό 1904 (σ. 407, V). 

2) Έάν έπ'ι ιών μεαοχαΰέ ίων ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ τριγώνου ΑΒΓ λάβω μεν 
μήκη ΟΔ', ΟΕ', ΟΖ', άνιιοιρόφως ανάλογα ιών μηκών τών χα&έχων 
τούιων, δηλ. χοιαΰτα, ώαχι 

ΟΔ . ΟΔ' = ΟΕ . ΟΕ' = ΟΖ . ΟΖ' = Κ?, 

αί εΰ&εϊαι ΑΔ', ΒΕ', ΓΖ' τέμνονιαι είς τό αυτό σημεΐον Π. Ό τώτοί τοϋ 
οημείον τούτου, όταν ή δνναμις Κ’ μεταβάλλεται, είναι μία Ιαοοχελής 
υπερβολή περιγεγοαμμένη εις τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

ΤΑ τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΈ'Ζ' είναι όμολογιχά καί τό σημεΐον Π 
είναι τό χτνιρον ιής άμολογίας. (Λ. ί\, 1889, σ. 202 καί 203· Ε. Εβ- 
ηιοίηε). ΕΙς τήν διστόπωσιν τής προτάσεως ταότης, ό Εβηιοίπε 
θεωρεί τό σημεΐον Ο τυχόν, ένφ ήμεΐς περιωρίσθημεν Ανωτέρω 
είς τήν περίπτωσιν τήν σχετιζομένην πρός τήν εόθεϊαν τοΟ ΕυΙβτ— 
διό νώ λάβωμεν οΟτω Εν Ανάλογου πρός τό τοΟ Βοιιίΐη θεώρημα. 

Ή ύπερβολή αϋτη διέρχεται διά τοΟ σημείου τοΟ Εεπιοίηε Κ 
ή Ιδιότης αϋτη όρκε! οιά τήν ταύτισιν τής καμπύλης ταύτης 
πρός τήν υπερβολήν τον Ζεναδεε/:. 

3) Τά Αντίστροφον σχήμα είς Ισογώνιον Αντιστροφήν πάσης εύ- 
θείας (ε) τοϋ έπιίτέδου τοΟ τριγώνου (Αναφοράς) ΑΒΓ είναι κω¬ 
νική τομή (Κ) περιγεγραμμένη είς τό τρίγωνον. 

Έάν ή εύθεΐα δέν τέμνη τήν περιγεγραυμένην περιφέρειαν (Ο), 
ή καμπύλη (Κ) είναι Ελλειψις, παραβολή έάν Εφάπτεται τής (Ο) 
καί ύπερβολή έάν τέμνη σύτήν. 

Ή ύπερβολή εΐναι Ισόπλευρος έάν ή εύθεΐα (ε) διέρχεται διά 
τοΰ 0· Επειδή τότε ή ύπερβολή αϋτη ΘΑ διέρχεται διά τοΰ όρθο- 
κέντρου Η, Αντιστρόφου τοΟ Ο. Κατά 6έ τό θεώρημα τών ΰτίαη- 
οΐιοη καί ΡοηαΙεΙ (§ 2183, β), ή είς.τό τρίγωνον ΑΒΓ περιγεγραμ- 
μένη Ισόπλευρος ύπερβολή διέρχεται διά τοΰ όρθοκέντρου αύτοΟ. 

4) Ή κατά τήν (δίαν Αντιστροφήν, Αντίστροφος τής εΰδεία; χοΰ 
Καίει· ΟΘΗ είναι ή υπερβολή χοΰ 1&·αΙ/εοΙχ (ΛίαίΛβκίί, 1888, σ. 81, 
]. Ν'ειιδετβ καί /, Μ. 8., 1890, σ. 266, Α. Βοιιίΐη). 

Ή.ύπερβολή αϋτη διέρχεται διά τοΰ σημείου τοΰ Εετηοϊηβ Κ, 
Αντιστρόφου τοΟ κ. βάρους θ. 

Ή Αντίστροφος τής εύθείας ΟΚ ύπερβολή ώνομάσθη υπερβολή 
χοΰ ΚίβρΐτΙ. (Βλ. έπ. § 1773 ο), ή δέ Αντίστροφος τής ΟΙ, υπερβολή 
χοΰ βτ-δαο/ι. (Διά τάς διαφόρους ταύτας ύπερβολάς βλέπε: Α.Ρ., 
1809, σ. 203. Ε. Εβιηοίηβ.— /. Μ. 8., 1890, σ. 105, 124, Βοιιίΐη.— 
ΜαίΗαίι, 1887, σ. 208, Μ’5α>-, 1891, σ. 191, 192, 1892, σ. 241, Νεο- 
6«τβ, 1893, σ. 81, ΝεαΙιβτ^ καί ΜβηάατΙ, 1893, σ. 265, δρεοΐιιπαπ, 
1905, σ. 118, Νβυδβτκ· — Ν. Α. 1887, σ. 231, η· 15, Ε. θεατό. Βλ. 
έπίσης διάφορα σχετικά Αρθρα είς /. Μ. 5., 1884, 1885, 1886, 

1889. 1890. 

5) ΑΙ Αντίστροφοι τών ευθειών τών ένουσών τό σημεΐον Ο 
πρός τά σημεΐον τοΟ Κε^εΐ ή τοΟ .Βτοεει-ά ή τοΰ Οβτ^οππβ είναι 
έπίσης Ισόπλευροι ύπερβολαΐ περιγεγραμμέναι είς τό τρίγωνον ΑΒΓ. 

“Ο τόπος τών κέντρων τών Ισοπλεύρων υπερβολών, τών περιγεγραμμένων 
είς τό τρίγωνον, είναι ή περιφέρεια τών έννέα αημεέων αΰιοΰ (§ 2183, γ). 
(IV. .4., 1863. σ. 475 καί 476, ΜεΙδΐεα καί ΜαΙΗείϊ*, 1891, σ. 192). 
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6) ΑΙ Ασύμπτωτοι μιας Ισοσκελούς καί περιγεγραμμένης ε(ς τό 
τρίγωνον ύπερβολής, είναι αΙ δύο όρθογώνιοι εύθεΐαι του βϊιηεοη 
(§ 765, α), αΙ Αντίστοιχοι τών Ακρων .τής διαμέτρου τήςτπεριφέ¬ 
ρειας ΑΒΓ, καθ’ ήν (διΑμετρον) τέμνει τήν περιφέρειαν ή εύθεία 
(ε) καί τής ΛποΙας Αντίστροφος είναι ή έν λόγφ ύπερβολή. 

ΔιΛ τήν υπερβολήν λ.χ. τοϋ ΚίβρετΙ, ή εύθεϊα (ε) είναι ή ΟΚ, 
δι’ έκείνην τοΟ ίεταδβοΐι ή ΟΗ καί διά τήν τοϋ Ρευβιδεοδ ή εύ- 
θεϊα ΟΙ. ΕΙς τήν τελευταίαν ταύτην περίπτωσιν, αΙ εν&είαι τον 
δίτπίοη διέρχονται διά τού οημείου τον Γβιεβνύαελι, Αφού τό σημείον 
αύτό θά είναι τό κέντρον τής καμπύλης. (ΜαΙΗβείε, 1893, σ. 86). 


Α 



θεώρημα 369—IX 


1242 ρ. Έκ τυχόντος σημείου Ο τοΰ 
επιπέδου τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν παραλ¬ 
λήλους ΟΑ’, ΟΒ', ΟΓ’ πρός τάς πλευράς 
τοΰ τριγώνου (Σχ. 774). Δείξατε τήν σχέσιν 


ΒΑ’ , ΓΒ' 
ΒΓ + ΓΑ 


ΑΓ 

ΑΒ 


= 1 . 


θεώρημα 370 


1243. ΑΙ έκ τυχόντος σημείου τοϋ έπιπέδου τριγώνου άγόμεναι κά¬ 
θετοι έπί τάς πλευράς αύτοΰ, ορίζουν εξ τμήματα. Τό Αθροισμα τών 
τετραγώνων τριών μή διαδοχικών έξ αυτών είναι 
ίσον πρός τό άθροισμα τών τετραγώνων τών 
τριών άλλων. 

"Εστωσαν ΟΛ, ΟΜ. ΟΝ αΙ κάθετοι αδται. 
Κατά γνωστόν θεώρημα (§ 1162), θά βχω- 
μεν τάς Ισότητας 

ΑΛ 9 - ΒΛ ! = ΑΟ* - ΒΟ 9 . 

ΒΜ'- ΓΜ 9 = ΒΟ 9 — ΓΟ 9 , 

ΓΝ ! — ΑΝ 9 = ΓΟ> - ΑΟ 9 . 

Διά προσθέσεως κατά μέλη εύρίσκομεν: 

αλ 9 4-βμ 9 4-γν 9 = βα 9 4-γμ 9 + αν*. (ΐ) 



θεώρημα 371 

1244, Εάν^τρΙα σημεία κείμενα άνά Εν έπί τών πλευρών τριγώ¬ 
νου^ ορίζουν εξ τμήματα τοιαϋτα, ώστε τό άθροισμα τών τετραγώνων 
τριών μή διαδοχικών έξ σύιών νά είναι ίσον πρός τό άθροισμα τών 
τετραγώνων τών υπολοίπων, τά σημεία ταΰτα δΰνανται νά θεωρηθούν 
ως προβολαΐ τοϋ αΰτοΰ σημείου. 

Η Απόδειξις χοΟ Αντιστρόφου τούτου θεωρήματος γίνεται διά 
τής είς Λτοπον Απαγωγής. 

1245, Εφαρμογή. ΑI μεσοκά&ειοι Ιπί τών τριών πλευρών τριγώνου 
διέρχονται διά τον αντον ο η με ίον. Τ6 αντο συμβαίνει και διά ταττρία ΰψη 
αντσν. 
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1) Ή σχέσις ΑΛ 3 + ΒΜ 3 ΓΝ 3 -- ΒΛ 3 + ΓΜ 3 + ΑΝ 3 πληρούται 
προφανώς ύπό χών ποδών χών καθέχων 

είς τά μέσα χών πλευρών χοϋ τριγώνου, 
άφοΟ είναι ΑΛ=ΒΛ, ΒΜ=ΓΜ, ΓΝ=ΑΝ. 

2) "Εστιασαν α, β, γ αΙ πλευραί χοΰ 
τριγώνου· θά ίχωμεν (§ 1162) : 

ΑΛ 3 - ΒΛ 3 = ΑΓ» - ΒΓ 3 = β 3 - α 3 , 

ΒΜ· — ΓΜ 3 = γ 3 - β 3 , 

ΓΝ 3 — ΑΝ 3 = α 3 — γ 3 , 

καί 

ΑΛ 3 + ΒΜ 3 + ΓΝ 3 = ΒΛ* + ΓΜ 3 + ΑΝ 3 . 

θεώρημα 371 — 1 

1246. Αί κάθετοι έπί χάς πλευράς τριγώνου είς χά σημεία επαφής 
χών παρεγγεγραμμένων περιφερειών είς, χάς γωνίας Α, Β, Γ καί χών 
πλευρών Β Γ, ΓΑ, ΑΒ άνχισχοίχως, διέρχονται διά χοϋ αϋχοΰ σημείου. 

1η Άπϋειξα. (§ 757). 

2α ΆπόΛεεξις. "Εστιασαν Λ, Μ, Ν χά σημεία τομής χών έξιαχε- 
ρικών διχοτόμων· Θά δείξιαμεν δτι αί κάθετοι ΛΔ, ΜΕ, ΝΖ χέμ- 
νονχαι είς χό αύχό σημεϊον. Πρός τούτο άρκεϊ νά δειχθή δτι άλη- 
θεύει ή ίσότης 

ΒΔ 3 + ΓΕ 3 4- ΑΖ 3 = ΔΓ 3 4- ΕΑ 3 4- ΒΖ 3 . 

Άλλ' αϋχτγ είναι φανερά, άφοΟ χά τμήματα χαΰχα είναι Τσα, 
Βν πρός Βν, πρός χά τμήματα, χά 
όριζομενα έπί χών πλευρών τού 
τριγώνου ύπό χών σημείων έπα- 
φής τού έγ>%γραμμένου είς αύχό 
κύκλου καί χά όποια είναι Τσα 
άνά δύο. 

3η Άπά&βιξις. Τά σημεία Δ, 

Ε, Ζ είναι Ισοτομικά χών τριών 
σημείων" έπαφής τής έγγεγραμμέ- 
νης περιφέρειας· καί έπειδή άί 
κάθετοι έπί χάς πλευράς εις χά 
τρία τελευταία σημεία διέρχον¬ 
ται διά χού αϋχοΟ σημείου Ο, 

Βπεχαι δτι καί αί κάθετοι είς χό 
τρία σημεία θά διέρχωνται έπί- 
σης δι' ένός σημείου Φ. Τό θεώ¬ 
ρημα τούτο (§ 1246), δύναχαι νά 
θε^αρηθη ειδική περίπχωσις ένός προηγουμένου (§ 752). Τά σημεία 
Ρ καί Ο είναι συμμετρικά άλλήλων πρός χό κένχρον χής περιγε- 
γραμμένης περιφέρειας είς χό τρίγωνον. 

θεώρημα 371— II 

1246 α. Έσχιο ΒΓΕΔ χραπέζιον δρθογώνιον περιγεγραμμένον είς χό 
ήμιχύχλιον, τό ?χον διάμετρον χήν κάθετον πλευράν έπί χάς βάσεις. 
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Δείξατε ·" ι αΐ διαγώνιοι αύχοϋ τέμνονται έπΐ τής έχ τού σημείου έπα- 

φήί χής πλαγίας πλευράς παραλλή- 
λου πρός χάς βάσεις. 

"Εστω Ζ τό σημείον τομής τών 
ΒΕ καί ΑΗ (καθέτου έπί τήν ΒΓ)· 
άρκεΐ νά δειχθή 6τι ΑΖ = ΖΗ. 
Έκ τών παραλλήλων ϊχομεν: 



ΖΗ 

ΓΕ 


ΒΗ 

ΒΓ 


ΔΑ 

ΔΕ 


δθεν 


ΖΗ: 


ΑΖ 

Έδ 


ΑΕ 

ΔΕ 


καί ΑΖ = 


ΒΔ . ΑΕ 
ΔΕ 


ΔΑ . ΓΕ 
ΔΕ 

ΔΑ .ΓΕ 
ΔΕ 


"Αρα: ΖΗ = ΑΖ. 

Παρατηρήββις. 1) ΑΙ διαγώνιοι καί τό Οψος ΑΗ είναι αΙ ουμμε- 
τροδιάμεσοι τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ καί δυνάμεθα νά 
άποδείξωμεν άπ’ εύθείας δτι αΙ έκ τών Β καί Γ συμμετροδιάμε- 
συι αύτοΟ τέμνονται έπί τοΟ έπΐ τήν ΰποτείνουσαν υψους καί είς 
τό μέσον αύτοΟ. 

2) Δυνάμεθα νά άποδείξωμεν κατά πρώτον δτι αί διαγώνιοι 
τέμνονται έπί τής ΑΗ καί νά βασισθώμεν Οστερον έπί τοό θεωρή¬ 
ματος τής §-1109. Άλλ’ ή άπόδειξις τοΟ πρώτου μέρους θά ήτο 
έξίσου μακρά δσον καί ή δοθείσα. 


θίώρημα χοΰ ΟααΓ<)α€Λ—372 


1247. 'Εάν αΙ πλευρά! δύο τριγώνων χέμνωνχαι άνά δύο χαχά τρία 
σημεία κείμενα έπ' εύθείας, αΙ εύθεΐαι αΙ συνδέονσαι άνά δύο χάς άν- 
χισχοίχους χορυφάς διέρχονται διά τού αύτοΟ σημείου. 



X], τη 

"Εστωσαν ΑΒΓ, Α'Β’Γ' το. τρίγωνα, τοιαΟτα, ώστε τά σημεία 
Λ, Μ, Ν νά κείνται έπί εύθείας- πρέπει νά άποδείξωμεν δτι αί 
εύθεΐαι ΑΑ', ΒΒ’, ΓΓ’, διέρχονται διά τοΟ αύτοΟ σημείου Ο. 

1) Δυνάμεθα νά άποδείξωμεν τήν πρότασιν διά τών διατεμνου- 
σών καί τοΟ θεωρήματος τοΟ θέτε. 

2) Διά τής χρήσεως τοΟ άναρμονικοΟ λόγου (Ο., η* 782). 

3) Διά τής χρήσεως βοηθητικού στερεοΟ (Μέθοδο, $ 177). 
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Αντίστροφον Φοώρημ α 373 

1348. Έάν αΐ κορυφαί δύο τριγώνων κείνται άνά δύο έπί τριών 
εύθειών διερχομένων διά τοΰ αύτοΟ σημείου, αΐ πλευραί τών τριγώνων 
τέμνονται άνά βύο κατά τρία σημεία κείμενα έπ’ ευθείας γραμμής. 

124Θ. ΣημτΙωμα ίπΐ τής όμολογίας. Ή ίμοΐογία όψείλεται είς 
τόν έπιφανή μαθηματικών Ροήοείβί., Τώ δώρημα τοΰ Ώβίατριτεε καί 
τό άνχίοτροφο* αύτοΟ (§§ 1247, 1248), είναι αΐ ράσειη έπί τών όποιων 
έθεμελιώθησαν αΐ κατασκευαί καί αΐ άνακαλύψεις αΐ σχετιζόμε- 
ναι πρός τήν μέθοδον αύτήν. 

"Εστω (Α) έπίπεδον σχήμα καί (Α') ή προβολή αύτοΟ άπό τί¬ 
νος σημείου Ο έπί έπίπεδον (Π). Έάν κατακλίνωμεν τώ έπίπεδον 
τοΟ σχήματος (Α) έπί τοΰ έπιπέδού (Π), ή νέα θέσις τοΟ σχήμα¬ 
τος (Α) καί τώ (Α') ώρίζουν δύο οχήματα όμολογιχά (’*), δηλ. δύο 
σχήματα τών όποιων τά σημεία άντιστσιχίζονται άνά δύο, ώς εύ· 
ρισκόμενα έπί εύθειών διερχομένων διά τοΰ αύτοΟ σημείου, κα- 
λουμένου κέντρου τής όμοΐογίας. 

Έάν (Α) καί (Β) είναι δύο ώμοιώθετα σχήματα καί (Α'), (Β') 
αΐ προβολαί αύτών άπό τίνος σημείου Ο έπί τίνος έπιπέδου, τά 
σχήματα (Α'), (Β') είναι όμολογικά. 

ΑΙ εύθείαι αΐ συνδέουσαι τυχόντα σημεία τού ένός έκ δύο όμο- 
λογικών σχημάτων πρός τά άντίστοιχα σημεία τοΟ άλλου τέμνον- 
ται έπί τής αύτής εύθείαςί καλουμένης άξονας τής όμοΐογίας. 

Διά νά καταστή τις ένήυ.ερος τοΟ θαυμάσιου τούτου όργάνου 
σπουδής τών Ιδιοτήτων τών σχημάτων καί τό όποιον ό Ροποβίβί 
έδημιούργησε'·, άρκεϊ νά άναγνώσΐ) τό ϊργον αύτοΟ: ΤναίΙέ άει 
ΡνορνίέΙέε ρνο)(εΙΐυβι άει βρμνβι. 

ΑΙ πρώται έρευναι τοΟ Ροποείβί έπί. τής όμολογίας άνεκοινώ· 
θησαν ύπ’ αύτοΟ τό 1814 είς τούς Ρταηςείε καί δεη-οίβ. (ΓγοιΜ 
άεβ ρτορ. ρνο). άεε μςμη», 2α ϊκδοσις, πρόλογος, σ. VI). 

θοώρημα χον Οανποί 374 

1260. Μία περιφέρεια τέμνει τάς πλευράς τριγώνου ΑΒΓ κατά τά 
σημεία (Δ, Δ'), (Ε, ·Ε'), (Ζ, Ζ’) τών ΒΓ, ΓΑ, Α" 
άντιστοίχως. Δείξατε τήν σχέαιν - 

ΑΔ.ΒΕ,ΓΖ ΑΔ'.ΒΕ'.ΓΖ' 

ΒΔ.ΓΕ.ΑΖ Χ ΒΔ'.ΓΕ'.ΑΖ' ~ ' 

Πράγματι. 

ΑΔ . ΑΔ' = ΑΖ . ΑΖ'. 

ΒΕ.ΒΕ'^ΒΔ.ΒΔ' 

ΓΖ . ΓΖ’ = ΓΕ . ΓΕ'. 

Διά πολλαπλασιασμού κατά μέλη τών 
σκομεν τήν δεικτέαν σχέσιν. 

Παρατήρηοις. Τό θεώρημα τοΟ . ΕετηοΙ, ώς καί τά τών Πάππου 
(§ 1214) καί ϋββ&Γβιιβε {§ 1219), ίχουν τά άνάλογά των, Οταν ή 
περιφέρεια άντικαταάταθή ύπό τυχούσης κωνικής τομής. 



ισοτήτων αύτών εύρί- 


7δ. Σημ. μ * τ. Λΐϊτηροϋμεν τούς όρο ;ς τού Βιβλίου. 



5ΘΘ 


θεώρημα τον Τεεηαεηχ 374—1 

1251. Έάν ουνδέσωμεν τυχόν αημεΐον Μ μετά των κορυφών τριγώ¬ 
νου ΑΒΓ, ή περιφέρεια, ή διερχομένη διά 
τών τομών Δ, Ε, Ζ τών εύίθειών ΑΜ, ΒΜ, 
ΓΜ μετά τών απέναντι πλευρών, τέμνει 
τάς πλευράς έχ νέου είς σημεία Α', Ε', Ζ' 
τοιαϋτα, ώστε αΐ βύθεϊαι ΑΔ', ΒΕ'. ΓΖ' 
νά διέρχωνται διά τοΰ αύτοΰ σημείου Μ’ 
(Ν. Α. 1042, σ. 403), 

Καίά τό θεφρημα τοΟΌέν» (§ 1240), 
Εχομεν : 

ΒΔ.ΑΖ. ΓΕ = ΓΔ.ΒΖ. ΑΕ. (1) 
Καί έπειδή 



ΒΔ'. ΒΔ = ΒΖ'. ΒΖ, 

ΑΖ'. ΑΖ = ΑΕ'. ΑΕ, 

ΓΕ'. ΓΕ = ΓΔ' . ΓΔ, 

διά πολλαπλά βιασμού κατά μέλη, εύρίσκομεν τήν σχέαιν 
ΒΔ' . ΑΖ' . ΓΕ' X ΒΔ . ΑΖ , ΓΕ = ΒΖ'. ΑΕ’. ΓΔ' X ΒΖ. ΑΕ . ΓΔ, 
ή, Εχοντες ύπ' δψιν τήν (1), 

ΒΔ'. ΑΖ'. ΓΕ'= ΒΖ'. ΑΕ'. ΓΔ', 


ήτις έκφράζει δτι α! εύθε,ϊαι ΑΔ’, ΒΕ', ΓΖ' διέρχονται διά τοΟ 
αύτοΟ σημείου, 

1251 α. Σημείωσες. 1) Τά Αντίστοιχα σημεία Μ, ΙΛ' ώνομάσθησαν 
οημεΐα τοΓ Τεν()Ηβιη 6πό τοΟ Οετκΐϊιΐο (Ν.Α. 1900, σ. 251). Τό όρθό- 
κεντρον Η καί τό κέντρον βάρους θ είναι σημεία τοΟ Τοτςαετη. 

Τό αημεΐον τοΟ Οετβοηηε καί Εκαστον τών συνημμένων πρός 
αύτό σημείων δύνανται νά θεωρηθούν ώς δυο σημεία άντίστοιχα 
του Τετρυείη συμπεσόντα είς Εν. 

2) Ό Τειηοίπε τό 1ΘΘ4 προέτεινε τό Ακόλουθον πρόβλημα: 
Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ ώς καί δύο σημεία Δ, Δ' έπί μιάς τών 
πλευρών του- νά κατσσκευασθη περιφέρεια διερχομένη διά τών 
3ημείο»ν αότών καί τέμνουσα τάς άλλας δύο πλευράς είς σημεία 
Ζ καί Ε άντιστοίχως, είς τρόπον, ώστε αΐ εύθεΐαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ νά 
διέρχωνται διά τοΰ αότού σημείου. (/. Μ. Ε·, 1ΒΘ5, σ. 262). 


θεώρημα τον Μ' Κεπείΐ 374—11 

1261 β. "Εστω Α'Β'Γ' τυχοϋσα διατέμνουσα τριγώνου ΑΒΓ χαϊ 
Α", Β", Γ" τά σημεία καθ’ ά συναντοΟν τή.ν περιγεγραμμένην είς τό 
τρίγωνον περιφέρειαν αΐ έχ τών χορυφών αύτοΰ παράλληλοι πρός τήν 
διατέμνοτισαν. 

Δείξατε δτι αΐ εύάεΐαι ΑΆ", Β'Β", Γ ! Γ'' τέμνονται ε!ς εν σημείον 
Μ τής περιγεγραμμένης περιφερείας. (/. Μ. δ'., 1Θ87, σ. 201). 

Είς τό Ανωτέρω θεώρημα δυνάμεθα νά παρατηρήσωμεν έπι-- 
προσθέτως δτι: τό τρίγωνον Α"Β"Γ” είναι ίσον πρός πό ΑΒΓ, αΐ 


589 


Τσάι πλευραί ΑΒ, Α"Β'' κλπ. τέμνονται κατά τρία σημεία κεί¬ 
μενα έιτ' εύθείας καθέτου έττί τήν διατέμνουσαν, ή διατέμνοσσ,~ 
τέμνει τάς πλευράς του τριγώνου Α''Β'Τ” κατά τρία σημεία, 
άτι να ένούμενα μέ τάς άντιστοίχους κορυφάς δίδουν τρεις ευ¬ 
θείας τεμνομένας είς σημεΐον Μ" τ?ϊς περιγεγραμμένης περιφέ¬ 
ρειας, τά βέ σημεία Μ καί Μ" Τσον άπέχουν τής Βιατεμνούσης. 

Φέρομεν τάς ΑΆ" καί Β'Β" τεμνομένας είς Μ· άρκεϊ νά δει- 
χθή. βτι τά οημεϊον τοΟτο κεϊται έπί τής περιγεγραμμένης περιφε- 
ρείας, βηλ. νά δειχθή ότι αΐ γωνίαι Μ καί Γ εΐναι Τσάι. Επειδή 
αί χορδαί ΑΒ καί Α''Β" εΤναι βεβαίως Τσάι. 



Τά άθροισμα τών γωνιών ΑΒ εΤναι Τσον πρός τό Α"τ}-Β''· 
πράγματι, 

2 (Α 4- Β) = ΒΑ" + Α"Γ + ΛΜ + ΓΜ 
7 (Α ’ + Β") = Β"Α + ΑΝ 4- Α”Γ + ΜΓ. 

καί Α''Β=Β"Α, Α'Τ = ΑΓ’". 

"Αρα: Α + Β = Α" + Β'' 

ή γων. Μ = Γ. 

Ή τρίτη εύθεϊα ΓΤ" διέρχεται έπίσης διά τοϋ Μ. 

θιώρημα τοΰ Αα!>ΐτ( 974—III 

1251 γ. Διά τών κορυφών τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν τρεϊς εύθείας 
ΑΑ", ΒΒ'’, ΓΓ ', παραλλήλους μεταξύ των καί συναντώσας τήν περιγε- 
γραμμένην είς ιό τρίγωνον περιφέρειαν είς Α", Β", Γ'\ 

Έστω Μ τυχόν σημεΐον τής-περιφερείας αυτής. Δείξατε δτι αί εύθείατ 
ΜΑ", ΜΒ'','ΜΓ'' τέμνουν τάς ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ κατά τρία σημεία Α',Β’,Γ' 
έπ\ ευθείας γραμμής κείμενα καί ότι ή ευθεία Α'ΒΤ' είναι παράλληλος 
πρός τήν κοινήν διεύθυνσιν τών τριών πρώτων παραλλήλων. 




590 


ΑΙ γωνίαι Α', Β', Γ' είναι Τσάι, ώς Ιχουσαι τά αύτά μίτρα. 
Πράγματι, 

2Α' = ΜΓ-1-ΒΑ·', 2Β = ΜΓ-|-ΑΒ", 

2Γ' = ΒΓ' — ΑΜ = ΜΓ -(- ΑΒ", 



ΑΙ εύθεΐαι ΜΑ’, ΜΒ', ΜΓ', Ισον κεκλιμένοι οδσαι πρός τάς 
Αντιστοίχους -πλευράς χοΟ δοθέντος τριγώνου, Εχουν, κατά τό γε* 
νικευμένον θεώρημα τοΟ Κ. δίπιεοη (§ 1234 ή 2464), τούς πόδας 
των έιτ’ ευθείας. 

Τό τετράπλευρον έξ άλλου ΜΓΑ’Β' είναι έγγράψιμον καί 
Επομένως 

Α'Β'Γ = Α'ΜΓ = Α"ΜΓ = Α”ΑΓ· 
είναι βηλ. ή εύθεΐα Α'Β'Γ' παράλληλος πρός τάς Α"Α κλπ. 


Περιφέρεται.— θάβεις 


θίώρημα 375 


1252. ΕΙς όρθογών ιον ΑΒΓΑ Ιχον βάσιν ΑΒ διπλάσιάν τοΟ δψους 
ΒΓ, θεωροΟμεν σημεΐον Ζ τής πλευράς ΔΓ 

ίοιοϋτον, ώστε . = —. Δείξατε δτι ή 

ΔΓ 4 

εύθεΐα ΑΖ τέμνει τήν διαγώνιον ΒΔ είς 
σημείον Μ, κείμενον έπί τής ήμΐ7τεριφε· 
ρϊίας τής γραφομένης έπΐ τής ΑΒ ώς Δια¬ 
μέτρου. 

Τά τρίγωνα ΑΔΖ, ΒΑΔ είναι Ομοια, 
ώς Ιχοντά τήν όρθήν αύτών γωνίαν 
περιεχομένην μεταξύ άναλόγων πλευ¬ 
ρών. ΑΙ γωνίαι, Επομένως, ΔΑΖ, ΑΒΔ 



Γε. 7Μ. 


είναι Ισαι καί ή γωνία ΑΜΒ όρθή. 

Κείται, άρα, τό Μ έπί τής ίν λόγφ ήμιπεριψερείας. 
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θιώρημα 376—I 

1263. 1) Τό σημεΐον Ν άνήχιι είς χήν ήμιπεριφέρειαν έάν Αθ—2ΕΔ. 

Επειδή τά όρθογώνισ τρίγωνα ΑΒΘ *καΐ ΛΑΕ είναι τότε 
δμοια, άφοΟ ή ΑΒ είναι διπλάσιά τής ΑΔ καί ή Αθ βιπλασία 
τής 6.7.. 

4 

2) 'Εαν Ιάβχομιν ΑΛ = -ξ- ΑΔ, ή παράΐληλος ΛΜ προς τήν ΑΒ τέμνει 
τήν διαγώνιο* ΒΔ *1ς σημιΐον Μ κείμενον 1»ί τής π*ριφ»ρείας. 

Παρατήρηοις. Τά θεωρήματα αότά χρησιμοποιοΟνται είς τήν Πα¬ 
ραστατικήν Γεωμετρίαν κατά τήν έν προοπτική θέσιν μιάς περι- 
φερείας. (Ο. ηεεςι*. ρ·τ Κ. Ο. Μ.). 

θεώρημα 376—11 

1264. Έπί ιών πλευρών τής όρθής γωνίας όρθογωνίου τριγώνου 
χατασχευάζομεν τετράγωνα. Δείξατε δτι 
η περιφέρεια μέ διάμετρον τήν υποτεί¬ 
νουσαν τοδ τριγώνου διέρχεται διά τού 
μέσου τής εύθείας τής συνδεούσης τάς 
δύο Απέναντι χορυφάς τοδ τετραγώνου. 

Πρέπει νά δείξωμεν δτι τό μέσον 
Ο τής εύθείας ΔΕ άνήκει εις τήν 
περιφέρειαν. 

Πρρεκτείνοντες τάς πλευράς τών 
γωνιών Λ καί Ε τών δύο τετραγώ¬ 
νων λαμβάνομεν τετράγωνον ΔΖΕθ 
(άφοΟ ΔΖ = ΔΒ-|-ΒΖ = ΒΑ4-ΓΕ) 
τσΟ όποίου 'ή κορυφή Ζ κείται έπ 
τής περιφερείας ΑΒΓ καί τής όποίας 
περίφερείας διάμετρος είναι ή ΑΖ. ς» 7 βο. 

ώς έκ τσΟ όρθογωνίου ΑΒΖΓ. Ή 

κορυφή έπομένως τής όρθής γωνίας ΑΟΖ εύρίσκεται έπί τής περί- 
φερείας ΑΒΓ ('·). 

θιάριμιι 376 

1266. Δίδονται 6ύο περιφέρειαι (Α) καί (Β). Έάν δύο μεταβλητοί 
Ακτίνες ΑΓ, ΒΔ αυτών χινοΟνχαι είς τρόπον, ώστε νά παραμένουν πάν¬ 
τοτε παράλληλοι, ή ευθεία ή συνδέουσα τά έχάστοτε Αχρα των διέρχε¬ 
ται διά σταθεροί) σημείου. 

Έστω ΓΔΝ ή διά τών άκρων τών άκτίνων εύθεϊα είς μίαν τυ· 
οΟσαν θέσιν αυτών. Έκ τών όμοίων- τριγώνων ΝΑΓ, ΝΒΔ λαμ- 
άνομεν τήν Αναλογίαν 

ΝΑ _ Α1 

ΝΒ ~ ΒΔ ’ 

ΝΑ 

έξ ής Κπεται δτι 6 λόγος - 13 -=- είναι σταθερός. Επειδή δέ τό ση- 
Π ο 

76. Ιημ. μ ε τ. Τά τετράγωνα όπετέθησαν κατά τήν άπόίειξιν έχτός 
τοδ τριγώνου κείμενα* άνάλογος όμως «ρότασις ισχύει καί είς τήν περί- 
πτωοιν, καθ' ήν τά τετράγωνα εόρίσκονται είς τό έσωτερικόν τής γω¬ 
νίας ΒΑΓ. 
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ιεϊον Ν, είς τήν περίπτωσιν παραλλήλων καί όμορρόπων άκτίνων, 
ιά είναι σημεΐον έξωτερικάν τοΟ τμήματος ΑΒ, έσωτερικόν δέ 

αύτοΟ είς τήν περίπτω- 
οιν παραλλήλων καί άν· 
τιρρόπων άκτίνων (ώς 
αι ΑΓ καί ΒΕ), έπεται 
δ;,, καί είς τάς δύο πε¬ 
ριπτώσεις ό λόγος 

Χϊ.τββ. ΝΑ ΜΑ _ ΑΓ 

ΝΒ η ΜΒ ~ΈΕ” 

καθορίζει τελείως τό σημεΐον Ν ή Μ. 

Διέρχονται έπομένως αί εύθεϊαι, ώς αί ΓΔΝ ή ΓΜΕ, διά στα¬ 
θερών σημείων τής διακέντρου ΑΒ. 

Σχόλιο*. Τά σημεία Μ καί Ν διαιρούν άρμονικώς τό τμήμα 
ΑΒ. Επειδή χωρίζουν αότό καί πληρούν τήν οχέσιν 

ΜΑ ΝΑ 
ΜΒ ~ ΝΒ ' 



θεώρημα 376—I 


1256. Τρεις περίφέρηαι έ (ράπτονται άνά δύο. Δείξατε ότι, έάν συν· 

δέσωμεν δι'. ευθειών τό σημεΐον 
έπαφής δύο έξ αυτών μετά τών 
δύο άλλων σημείων έποψής, αί 
εύθεΐαι αδται τέμνουν την τρί- 
την περιφέρειαν κατά τά πέ- 
ρατα διαμέτρου παραλλήλου πρός 
τήν διάκεντρον τών δύο πρώτων 
περιφερειών. 


I 


Αρκεί νά δειχθή ΰτι τά 
τμήματα ΕΟ, ΟΖ είναι πα¬ 
ράλληλα πρός τήν εύθείαν 
ΜΝ. ΠαρατηροΟμεν πρός τοΟ- 
το δτι τό σημεΐον Β είναι 
κέντρον όμοιότητος τών περι¬ 
φερειών (Μ) καί (Ο), τό δέ Γ 
κέντρον όμοιότητος τών (Ν) 
καί (Ο). Είναι, έπομένως, τά 
τμήματα ΕΟ. ΖΟ παράλληλα 

άντιστοίχως πρός τά ΑΜ καί ΑΝ, δηλ. πρός τήν εύθείαν ΜΝ 
θεώρημα 376—11 


1267. ΑΙ εϋθεΐαι αί -συνδέουβαι τυχόν σημεΐον περίφερείας μετά 
τών άκρων χορδές αυτής καθέτου έπί δοθεΐσαν διάμετρον, διαιρούν 
άρμονικώς τήν διάμετρον ταύτην. (Ροπεπιβε ά’Ειιοίϊάβ ύπό Οικείε», 
σ. 95 χαί 265). 

"Εστω ΓΔ κάθετος έπί τήν ΑΒ καί Ε τυχόν σημεΐον τής περί- 
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φερείας- άρκεί νά άποδειχθη ότι ή τετράς τών σημείων Α. Μ. 
Β, Ν είναι Αρμονική, ή βτι 


ΑΜ _ ΒΜ 
ΑΝ ΒΝ 


Φέρομεν τάς εύθείας ΕΓ καί ΕΔ. ΑΙ 
Τσάι, ώς έχουσαι τό αύτό μέτρον ή δέ 
ΑΕ είναι διχοτόμος τής γωνίας ΓΕΔ. 
Επίσης 


γων. 


ΔΕΒ = 


ΔΒ 

2 


Άλλ' ή γωνία ΒΕΝ, παραπληρω¬ 
ματική τής ΒΕΓ, ίχει ώς μέτρον 


ΓΒ 

2 


ΔΒ 

■> 


άρα γων. ΔΕΒ = ΒΕΝ 


γωνίαι ΑΕΔ, ΑΕΓ είναι 



καί ή ΕΒ εΓναι ή Εσωτερική διχοτόμος τής γωνίας ΜΕΝ. Κατά- 
συνέπειαν 


ΑΜ _ ΒΜ 
ΑΝ ~ ΒΝ 


1258 . Σημείοοαις. Τά τρία Βιβλία τών ποριομάτων τον Ενχλεϋον, Οπό 
0 δβ8ΐε3. Διό νά παράσχωμεν μίαν Ιδέαν Ακριβή τής έννοιας τοΟ 
πορίσματος διά τούς άρχαίους “Ελληνας, παραθέτομεν κατωτέρω 
τό κείμενον ένός Αποσπάσματος 4κ τοΟ Ανωτέρω Εργου (σελ. 54 
καί 55). 

• Τά πορίσματα είναι θεωρήματα μη πλήρη, έχφράξοντα ώριομίνας σχέ¬ 
σεις μεταξύ πραγμάτων μεταβαλλόμενων πατά κοινόν τινα νόμον. Α1 σχέ¬ 
σεις αΟται υποδεικνύονται είς τήν έκφώνησιν τοΟ πορίσματος καί 
θά πρέπει νά συμπληρωθούν διά τοΟ προσδιορισμοΟ, κατά μέγε¬ 
θος ή θέσιν, ώρισμένων πραγμάτων, τά όποια εΤναι συνέπεια τής 
ύποθέσεως καί άτινα όρίζονται είς τήν έκψώνησιν ένός πλήρους 
θεωρήματος. 

«Παράδειγμα πορίσματος: ΕΙς πάσαν περιφέρειαν, ή γωνία χαθ'ήν 
φαίνεται έχ τον χένιρον ιό τμήμα ίχάοτης εφαπτομένης, ιό περιλαμβάνομε- 
νον μεταξύ 6νο σταθερών ϊφαπτομένων, είναι σταθερά, ή καί: είναι όεόο- 
μένη, κατά τήν Εύκλείδειον έκφρασιν. 

«Παράδειγμα πλήρους θεωρήματος : ΕΙς πάσαν περιφέρειαν τ') γω¬ 
νία χαθ’ ήν φαίνεται έχ τον χένιρον τό τμήμα Ιχάοτης εφαπτομένης, το 
περιλαμβανόμει· ον μεταξύ δύο σταθερών έ (ραπτόμενων, είναι ίο η προς τό 
ήμιον τής γωνίας, τής οχηματιζομίνης υπό τών αχτίνων τών χαταληγουαών 
είς τά σημεία έπαφής τών σταθερών έφαπτομένων·. 

Τά πορίσματα χρησιμοποιούνται είς τόν προσδιορισμόν τών 
γεωμετρικών τόπων καί τήν έπίλυσιν τών προβλημάτων. 

Τό ίργον τοΟ Εύκλείδου συνέκειτο έκ τριών Βιβλίων καί πε¬ 
ριείχε 171 προτάσεις. Ό Πάππος Ανάγει 171 έκ τών πορισμάτων 
τού Εύκλείδου ε!ς XXIX είδη. Διά τήν άπόδειζιν τών πορισμάτων 
θέτει κατ’ άρχάς ΧΧΧλ'ΙΙΙ λήμματα, 

Πολυάριθμοι άπόπειραι έχουν γίνει διά τήν άποκατάστασιν τού 
κειμένου τοΟ Εύκλείδου κατά τάς ύποδείζεις τού Πάππου. 

ΤοΟ έργου τούτου έπελήφθη ό Αστρονόμος Ηεΐΐεγ, ό Βέ Ηο- 
δι τί Βίπίδοπ' άπεκατέστησε τό κείμενον τριών θεμελιωδών πορι¬ 
σμάτων. Ό θ'-πίοη Ίί ΟΗίπιρ, διακεκριμμενος μηχανικός, έδημο- 

Γεωμετρία 38 
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οίευσε τώ 1855 καί 1858 τάς ΗεεΚετολεβ ηοιινεΙΙβ) «μγ Ιβ» ροείβτηββ 
ά'ΕπεΙίάε αύτοΟ. Ό ΟΗαεΙβε, τέλος, Εδωσε τώ 1858 τά Ττοίβ Ηντβ» 
άε» ρον\»τηε$ ά'ΕιιεΙίάε, άποκατεστημένα κατά τά σχόλια καί λήμ¬ 
ματα τοΟ Πάππου καί σύμφωνα πρός τάς άπόψεις τοΟ Κ.. δίτηβοα, 
έπΐ τής μορφής τών Εκφωνήσεων τών προτάσεων αύτών. 

θά πρέπει άκόμη νά μνημονεύσωμεν τάς διαμαρτυρίας τοΟ 
ΒτεΙοη άε ΟΗβαιρ (Ν. Λ., 1867, ο, 522) καί νά παρατηρήσωμεν, 
άπό συμφώνου μετά τοΟ Ροηοβίβί, ότι κάπως πολύ εύκόλως άπο- 
βίδονται ε(ς τούς άρχαίους ώρισμέναι θέωρίαι ή θεωρήματα, έκ 
τών όποΐων μερικαί μόνον είδικαί περιπτώσεις ήσαν ίσως γνω- 
σταί είς αύτούς. Βλέπε σχετικώς § 1085, α, Σημείωσιν. 

Διά χόν όρισμόν τών πορισμάτων, βλέπε έπίσης καί τήν ΟΑο- 
ιηέΙΗβ Οτεεηηε τοΟ Ρ. ΤεηηβΓγ, σ. 152 κ. έπ. Τήν ένδιαφέρουσαν 
ταύτην Ιστορικήν μελέτην άνφγινώσκει τις μετά πολλής ώφελεΐας. 

θεώρημα 37Θ—ΙΙΙ 

1259. Ή περιφέρεια μέ διάμετρον τήν διάχεντρον δύο περιφερειών, 
έχιός άλλήλων κειμένων, διέρχεται διά τών σημείων τομής τών Εξωτε¬ 
ρικών κοινών έφαπτομένων ΰπό τών Εσωτερικών κοινών έφαπτομένων 
τών δυο περιφερειών (Ν. Α. 1869, σ. 458). 

Πρέπει νά δειχθή δτι ή γωνία ΑΕΒ είναι όρθή. 



Πράγματι, ή εύθεϊα ΑΕ είναι διχοτόμος τής γωνίας ΔΕΓ τών 
έκ τοΟ Ε έφαπτομένων- έπίσης, ή εύθεϊα ΒΕ είναι διχοτόμος τής, 
παραπληρωματικής ούτής, γωνίας ΖΕΘ. Είναι, Επομένως, ή γωνίσ 
ΑΕΒ όρέή κλπ. 

1259 α. Σημεϊ ωαις. Ό Ββτίείεη εις τήν ΜαΙΗεχίβ 
άπέδείζε τήν έπομένην πρότασιν: ΤΑ ίοωτιριχόν χΐνχρον Αμοιόχηχος 
Ανο περιφερειών είναι τό αημχΤον χής διαχέντρον ανιών, διά τά δποίον τά 
Α&ροιαμα. τών έί ανιόν έφαπτομένων τών περιφερειών είναι ΙΙάχισχον τά 
δε έ£ωτ«ρικάν χέντρον Αμοιότητος, ιό αημβϊον τήζ ΙΑΙας χύΑιΙας, μέ διαφοράν 
τών έφαπτομένων ίΐαχίστην. 

Είς τήν πρώτην περίπτωοιν, θεωροΟμεν τό μέρος τής διακέν- 
τρου τό μεταξύ τών δυο περιφερειών κείμενον καί είς τήν δευτέραν 
τό έξωτερικώς τών περιφερειών κείμενον. 

θεώρημα 376—IV 

1259β. "Εάν μία διατέμνουσα δύο περιφερειών (Ο), (Ο') όρίζη δύο 
(ορδάς αύτών ΑΒ, Α’Β' Ιαας, αΐ δύο περιφέρειαι φαίνονται ΰπό (σας 
/ωνία; έκ τού σημείου τομής τών έφαπτομένων εί; τά Α καί Β' (Σχ. 790). 

Αρκεί νά δειχθή ι ι ή γωνία ΑΜΟ = Β'ΜΟ'. 
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Φέρομεν τάς καθέτους έπί τήν διατέμνουσαν ΟΔ, Ο'Δ' καί ΜΡ. 

Έκ τής όμοιότητος τών 
τριγώνων ΑΔΟ, ΜΡΑ, εό- 
ρίσκομεν : 

ΑΟ _ ΑΔ 
ΑΜ ~ ΜΡ * 
καί άναλόγως 

ΒΌ' _ Β'Δ' 

Β'Μ ΜΡ ' 

ΆΧΧ' είναι ΑΔ = Β'Δ', 
ώς ήμίση Ισων χορδών άρα 

ΑΔ _ Β'Δ' 

ΜΡ ~ ΜΡ ’ 

ΑΟ _ΒΌ' 

ΑΜ — Β'Μ ' 



Σι. ?*>. 


καί τά τρίγωνα ΑΜΟ, Β'ΜΟ’ είναι δμοια. Είναι έιτομένως ή γω¬ 
νία ΑΜΟ = ΒΜΟ'. 


1269 γ. Παρατηρήσεις. 1) Α1 έφαπτόμεναι ΑΕ', ΒΈ είναι Ισαι, 
έπειδή τά τετράγωνα αύτών είναι Ισα πρός τά Ισα γινόμενα 
ΑΒ’. ΑΑ' καί ΒΆ . Β'Β, 

2) Καί τό άντίστροφον τής προτάσεως άληθεύει: Έάν αΐ γω- 
νίαι ΑΜΟ, Β'ΜΟ' είναι Ισαι, θά είναι Ισαι καί αΙ χορδαί 
ΑΑ', ΒΒ'. 

Σημείοοοις. Τό άνωτέρω θεώρημα εύρίσκεται εις τά ΤΜοΓέτηβ» 
ε( ΡτοΙιΙέτηεβ τοΟ Οείβίβπ (6« ίά., σ. 166), ώς και εις τήν 7ην Ικδο- 
σιν τοΟ ΤταίΙέ άε Οέοτηέίτίε τοΟ Ποιιοδέ (σ. 312)· χρησιμεύει 84 
ώς λήμμα διά τήν άιτόδειξιν τοΟ Προβλήματος τοΟ ΜβΚβΙΙί 
(§ 1546, θ, ι). 

Θεώρημα τοΰ Ό’ΑΙεπώετί 377 


1260. Τρεις περιςέρειαι, άνά δύο λαμβανόμεναι, όρίζουν εξ χέντρα 
όμοιότητος. Τά τρία έξωτεριχά χέντρα εΰρίοχονται έίτ ευθείας, καθώς 
χαΐ δύο έσωτεριχά καί εν έξωτεριχόν. 

Ή άπόδβιζις είναι πανομοιότυπος πρός τήν ήδη γενομένην διά 
τρία όμοιόθετα πολύγωνα (§§ 1149 καί 212). 

ΑΙ Λ'ατέμνουσαι παρέχουν έπίσης μίαν ώραίαν άιτόδειζιν. 

Ή χρήσις, τέλος, βοηθητικών στερεών ώδήγησεν τόν Μοη&ε βΐς 
τήν άπλουστάτην καί κομψοτάτην άπόδειξιν τής § 176. 

1260 α. Είς τό Αρενρμ ΗίεΙοηηνε τοΟ Οδεείεε. σ. 29>, άναφέ- 
ρεται δτι ό Κυ$8 άποδίδει τό θεώρημα είς τόν ά’ΑΐεπιδβΓί. ' Α Ϊ. 
ί,τέρου, ό ΟογποΙ είς τό ίργον του Μέτηοιτε «μγ Ια τεΐαίιοη ηιιι 
εχϊείε εηίτε Ιε$ άίείαηοει τεΐαΐίυει ά ήης ροίηΐε ςηεΐοοηημεε ρτΐ» 
άαηί Ι’εεραεε, τό όποιον άκολουθεϊται καί ύπό ένός Ειβαϊ «ηγ Ια 
ΐΜοτίε άεε ΤταηενεηαΙεε, τό άποδίδει είς τόν Μοηρβ. 

Έν πάσει περιπτώσει, ό τελευταίος οδτος τό κατέστησε κοινόν 
κτήμα είς τά ΕΙέιηεηίε άε Οέοτηέίήε άεεετίρΐίνε αΰτοβ. (Βλ., ΙηΙ. 
ά. ΜαΙΗ., 1898, σ. 271, η» 1418). 
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θτύρημα 378 

1261. Ή άκτίς τής περιφερείας ιών εννέα οημείων είναι ιό ήμιου 
τής άκιϊνος τής περιγεγραμμένης περιφερείας είς ιό τρίγωνον. Τό δέ 
όρδάχεντρον ιοϋ τριγώνου είναι κέντρον όμοιότηιος τών δύο αυτών πε¬ 
ριφερειών. 

1η Άπόδιιξι {. (Μϊ&οδοι, § 28). 

2α Άηόδαςκ (αχ. 791). 1) Ή περιφέρεια ιών έννέα σημείων 
διέρχεται διά τών σημείων Δ, θ. Ζ, Γ τά κέντρον της, έπομένως, 
είναι τό Ν, μέσον τοΟ τμήματος ΟΗ. Άφ’ έτέρου, ή περιφέρεια 
αϋτη είναι περιγεγραμμένη είς τό τρίγωνον ΔΕΖ, τοΟ όποίου αί 
πλευραί είναι τά ήμίση τών πλευρών τοΰ ΑΒΓ· είναι άρα : 

ΝΔ = -1- ΟΑ, 

Επίσης: Τά τρίγωνα ΑΗΟ, ΔΟΝ είναι όμοια, ώς Ιχοντα μίαν 
γωνίαν Τσην, περιεχομένην μεταξύ άναλόγων πλευρών* έπειδή 

ΟΔ = -1-ΑΗ, ΟΝ = -1 ΟΗ. 


"Αρα; ΝΔ = γ ΟΑ. 

2) Τό οημεϊον Η είναι κέντρον όμοιοθεσίας, άφοΰ 

ΗΝ ΝΔ 

ΗΟ ~ 2 ~ "Αϋ - ' 

"Ωστε : πάοα ήμιενδβϊα διά ιού σημείου Η, Λτραιονμίνη ιΐς την περι¬ 
φέρειαν ΑΒΓ, διχοτομείται ύηό ττ)( Λίριφερτίας τών ε’ννέα οημείων ΔΕΖ. 

Άποδεικνύεται οϋτω άπ' εύθείας δτι τό μέσον 1 τής ΑΗ άνή- 
κβι είς τήν περιφέρειαν τών έννέα σημείων (§ 720), ώς καί ότι 
Ηθ = ΘΑ (§ 292 γ). 

θεώρημα 378—1 

1262. 1) Είς πάν τρίγωνον, ή άπόστασις μιας Αλευράς, άπό τοΰ κέν¬ 
τρου τοΰ περιγεγραμμένου κύκλου είναι ίση πρός τό ήμιου τής άποστά- 
σεως τοΰ όρθοκέντρου άπό τής απέναντι κορυφής. 

2) Τό κέντρον τής περιγεγραμμένης περιφερείας, τό κέντρον βάρους, 
τό κέντρον τοΰ κύκλου τών έννέα σημείων καί ιό όρθόχεντρον αποτε¬ 
λούν αρμονικήν τετράδα. 

1) Τήν πρότασιν ταϋτην άπεδείξαμεν ήδη (§§ 666 καί 292* γ)· 
ποραθέτομεν καί μίαν άλλην άπόδειξιν αΟτής 

"Εστω Η τό όρθόκεντρον, Μ τό σημεΐον τομής τών διαμέσων 
καί Ο τό κέντρον τής περιγεγραμμένης περιφερείας. 

Κατά τό θεώρημα τοΰ ΕτιΙΐ γ (§ 1119), τά σημεία Η, Μ, Ο κεΐν- 
ται έπί τής εν&ιίας τοΰ ΕιιΙβυ. ’Αλλ’ είναι ΑΜ =2 ΜΔ, Λρα καί 

ΑΗ = 2 ΟΔ. 

Επίσης: έκ τών όμοίων τριγώνων ΖΟΝ, ΒΗΟ εόρίσκομεν 
ΗΟ = 2 ΝΟ* έπομένως : 


ΒΗ = 2 . ΖΟ. 
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2) ΑΙ διάμεσοι τέμνονται είς τά τοΰ μήκους των άπό τών 


κορυφών* 


άρα ΟΜ = -^-ΟΗ, 

Λ 

ΜΝ = -Ι-ΟΗ / 

\ 

ή ι / 

ΜΝ=-γθΜ. / 

ΩσΤε: 

Μ 

ΜΝ ΗΝ \ 

ΜΟ ~ ΪΠ!Γ' βΓ^ % 


Σημείωσι;. 1) Βλ. §§ \ 

734 καί 1341 β· έπίσης, \ 

ΛίέθοΛιι, §§ 130, 292 λ. \ 

2) Ή περιφέρεια τών 9 \ 

σημείων ήτο γνωστή άρ- 


χικώς ώς περιφέρεια τών Γ 

εζ σημείων τοΟ ΕυΙετ. 

Σχετικώς βλέπε μίαν ώ· 

**. 79». 


ραίαν στοιχειώδη έργασίαν τοΰ V. Τδέόβυΐι : 5ι μίέηιβ άε $ίχ 
ροίη($ οοηο%)εΗ((ΚΜ. (ΒνΙΙβΗη ά. τηαΙΗ. έΐέτη., 1910, σ. 25). 

θίώρημα 378—11 


1263. Δυο (βαι περιφέρεια* τέμνονται κατά κοινήν χορδήν ΓΔ. Δεί¬ 
ξατε δτι πάσα περιφέρεια, έφαπτομένη τής 
κοινή; χορδή; είς Γ ή Δ, τέμνει τά; περιφε- 
ρείας εΐ; σημεία Μ, Ν, έπ' ευθείας ευρισκό¬ 
μενα μετά τοΰ μέσου Ο τής διαχέντρου ΑΒ. 

"Ας φέρωμεν τήν εϋθεϊαν ΟΜ καί άς 
καλέσωμεν Ν’ τό σημείον τομής αώτής 
μετά τής περιφερείας (Ε) καί Ν τό σή- 
μεΐον τομής της μετά τής περιφερείας (Β). 

Επειδή ή εύθεΐα ΟΓ έφάπτεται τής πε- 
ριφερείσς (Ε), θά ίχωμεν 

ΟΜ . ΟΝ' = ΟΓ*. 

Άλλ' είναι ΟΜ . ΟΛ = ΟΓ . ΟΔ = ΟΓ*· 
άρα: ΟΜ.ΟΝ'=ΟΜ.ΟΛ = ΟΜ . ΟΝ. 

"Οθεν : Ν = Ν', 

καί τά σημεία Ο, Ν, Μ κείνται έπ’ ευθείας γραμμής. 

θεώρημα 379 

1264. Ό τόπος των σημείων των έχόντων Ισα; δυνάμεις πρός δύο 
περιφερείας είναι ευθεία κάθετος έπί τήν διάχεντρον των περιφερειών. 

Ή εθθεΐα αΟτη καλείται ριζικός ίξων τών δύο περιφερειών. 
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Θεώρημα 380 

1265. 'Ο ριζικός άξων δύο περιφερειών είναι ό τόπος (”) τών ση¬ 
μείων έξ ών άγονται ίοαι έφαπτόμεναι έπί τάς δύο περιφερείας. 

1266 α. Σημείωσες. Ό βρος ριζικός ΰξων προεχάθη ύπό τοΟ 
ΟβιιΙίίβΓ, είς Εν υπόμνημα αύχοΰ έπί τών έπαφών περιφερειών. 
(/οια-παί άε Ι’ΕεοΙε ΡοΙχ/ΙεεΙιπίρνε, XVI* εβδϊβι·, 1813). 

(Κατά Ροηεβίεΐ καί Οδβκίεε : ΤταϊΙέ άεί ρνορνίέΐέί ρνο)εεΗνε» άεί 
βρητεί, χόμ. 1, σ. 41 κβΐ Οέοηχέΐτίε β ηρέηειινε, σ. 501), 

Ό ριζικός άξων έκλήθη Καί εύύεΓα ύιοομόλογος (άΐίΗοηιοΙοριιε). 
(Χίη, ΡηιίΙέτηεί άε Οέοηιέίνίε). 

Ό Ροηεείεί έγενίκευσε χήν Ιννοιαν τοΟ ριζικοΟ άζονος, έπε- 
κχείνας αύχήν διά δύο χυχούσας κωνικός χομάς κειμένας έπί τοΟ 
αύχοΟ Επιπέδου καί άνχικαχέσχησεν χήν όνομσοίαν ριζικός άζων, 
άρμόζουσαν μόνον διά περιφερείας, διά χοΟ όρου κοινή χίμνονσα. 

Ή σπουδή χοΟ ζεύγους ούο κωνικών τομών όδηγέΐ είς χήν 
πρόχασιν; Δύο περιφέρειαι Ιχονν όνο κοινός ιεμνονοας' χήν μίαν είς ιχε· 
περαομίνην Απόοταοιν (ό ριζικός αΰτών άζων) καί χήν άλλην είς Απειροι 
άπόοχαοιν (ή έπ' άπειρον εύθβϊα). 'Ο ριζικός άζων χέμνει χάς δύο 
περιφερείας είς δύο σημεία πραγματικά έάν τέμνωνχαι σΒχαι (ή 
έφάπχωνχαι, όπόχε συμπίπτουν είς Εν), ε(ς φανχαοχικά δέ,έάν δέν 
Εχουν κοινά σημεία. 

Τά έπ’ άπειρον κυκλικά σημεία είναι χά φανχαοχικά κοινά σημεία 
έκάσχης περιφερείας μεχά τής έπ' άπειρον κοινής χεμνούσης αύχών. 

θεώρημα 381 

1269. Έάν διά χοΰ ενός ιών κέντρων όμοιότητος δύο περιφερειών 
φέραμεν εύθεϊαν, συναντώοαν αύτάς είς τέσσαρα σημεία, αί έφαπτόμε. 
ναι τών περιφερειών εις χά σημεία αύτά σχηματίζουν παραλληλόγραμ. 



Ιϊ 193. 

μον, χοΰ όποιου ή μία διαγώνιος διέρχεται διά χοΰ έν λόγψ κέντρου 
όμοιότητος καί ή άλλη χείται έπί σταδεράς εόύείας. (Οδεείεβ, Πορί¬ 
σματα τού Εύκλείδου, σ. 315). 

Τά ισοσκελή χρίγωνα ΜΤΝ, Μ'Τ’Ν'είναι δμοια, έπειδή αί γω- 


77. Ζημ. μεν. Τό έκτος τών περιφερτιών μέρος αύτοΰ. 
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νίαι αυτών είς Τ καί Τ' είναι Τσάι, ώς παραπληρωματικοί τών 
ίσων γωνιών ε(ς Ο καί Ο' (§ 1256). 

Τά τρίγωνα ΜΗΝ;, ΝΛΜ' Εχουν τάς ώξείας αύτών γωνίας Τοας 
πρός τάς ώξείας γωνίας τών δύο πρώτων τριγώνων. Είναι, άρα, 
Ισοσκελή καί ΛΝ = ΛΜ', ΗΜ = ΗΝ'. 

Κατά συνέπειαν, τά σημεία Η καί Λ άνήκουν είς τών ριζικών 
άξονα τών δύο περιφερειών (§ 1265). 

Επειδή τά σημεία Τ, Τ' είναι ύμώλογα, ή συνδέουσα αύτά 
εύθεϊα ΤΤ' είναι άξων ώμοιώτητος καί κατ’ άνάγκην διέρχεται διά 
τοΟ σημείου Γ (§ 1145). 

θιύρημα 382 

1267. Ό ριζικός δξων δύο περιφερειών είναι ό τόπος τών κέντρων 
τών περιφερειών τών τεμνουοών αΰτάς όρθογωνίως. 

θεώρημα τον ΡοπαΙ(( 383 

1268. ΑΙ περιφέρειαι, αΐ τέμνοιιοαι όρθογωνίως δύο βοθείσας πε¬ 
ριφέρειας έξω.τερικάς όλλήλων, διέρχονται διά δύο σταθερών σημείων. 
Τά σημεία ταΟτα καλούνται όριαχά σημεία τού Ροηοβίβί. 

(Βλ. ΜίΟοίο τ, § 231). 

*Η έν τή άνωτέρω παραπομπή άπώδειξις προϋποθέτει χήν γνώ- 
σιν τών έννοιών τών σχετικών πρός τών ριζικόν άξονα· δίδομεν 
διά τούτο μίαν άλλην άπόδειξιν. 



' τ πενθυμίζομεν άτι δυο περιφέρειαι (Α) καί (Γ) τέμνονται όρ- 
θογωνίως έάν αΐ άκτϊνες ΑΕ, ΓΕ είς Εν τών κοινών των σημείων 
είναι κάθετοι μεταξύ των· έκάστη δέ τών άκτίνων αύτών είναι 
Εφαπτομένη τής έτέρας περιφβρείας. 

Επειδή ή περιφέρεια (Γ) τέμνει όρθογωνίως ιάς (Α) καί (Β). 
αί έφαπτώμεναι ΓΕ, ΓΖ θά είναι Τσάι, ώς άκτϊνες τής αυτής πε¬ 
ριφέρειας. 

Έστωσαν I. Κ τά σημεία τομής τής διακέντρου ΑΒ καί τής 
(Γ)· άρκεϊ νά δειχθή βτι ή θέσις τών σημείων αύτών είναι άνε- 
ξάρτητος τής άκτίνος ΓΕ. Είναι φανερών άτι 

ΛΙ - ΛΚ 



καί ΑΙ. ΑΚ = ρ* 

ή (ΑΛ —ΛΙ)(ΑΛ + ΑΙ) = ρ*. 

Επομένως ΑΛ* — ΛΙ’= ρ», σταθερά ποσότης. 

Κατ' Αναλογίαν, εύρίσκομεν ΒΛ* — ΛΚ' = ρ'*. 

Είναι δηλ. ή θέσις τών σημείων I καί Κ έπί τής ΑΒ Ανεξάρ¬ 
τητος τής άκτΐνος ΓΕ. 

θιώρημα 383—1 

1289. ’Εάν έχ σημείου τυχόντος τοΟ έπιπέδου ενός συστήματος πε¬ 
ριφερειών, έχουσών άνά δύο τόν αυτόν ριζικόν άξονα, φέρωμεν ζεύγος 
Ιφαπτομένων έπί έχάστην περιφέρειαν, τό μέσον έχάστης χορδής έπα- 
φών εΰρίσχεται έπί σταθεράς περιφέρειας, τεμνούσης όρθογωνίως πά¬ 
σας τάς περιφερείας τοΰ συστήματος. (ΡοηςεΙεΙ, ΑρρΗεείΐοηε ά’Αηιι- 
Ινβε βΐ άβ ΟέοτηέΙτΐβ, τόμ. II, σ. 397). 

"Εστω (Γ) μία τών περιφερειών, τών έχουσών κοινόν ριζικόν 

άξονα ΟΔ, Α τό δοθέν ση- 
μεϊον, ΑΕ καί ΑΖ αΐ έξ αύ- 
τοΟ έφαπτόμεναι έπί τήν (Γ), 
Β τό μέσον τής χορδής Εζ. 

Πάσα περιφέρεια τέμνουσα 
όρθογωνίως τάς περιφερείας 
(Γ) Εχει τό κέντρον της έπί 
τής ΟΔ. "Ας θεωρήσωμεν λοι¬ 
πόν μίαν περιφέρειαν (Ο), βι- 
ερχομένην διά τών Α, Β καί 
Εχουσαν τό κέντρον αύτής έπί 
τής ΟΔ· Αρκεί νά άποδείξω- 
μεν βτι ή περιφέρεια (Ο) — ή 
οποία, προφανώς, είναι τε- 
ϊι.,'*· λείως ώρισμένη — τέμνέι όρ¬ 

θογωνίως τήν περιφέρειαν Γ, 
δηλ. βτι ή γωνία ΓΗΟ τοΟ σχήματος είναι όρθή. 

Εκ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΓΕΑ εύρίσκομεν 

ΓΕ 5 = ΓΒ . Γ Α 

ή. *<1>ο0 ΓΕ = ΓΗ, 

ΓΗ* = ΓΒ . ΓΑ. 

Ή σχέσις αθτη δεικνύει βτι ή εύθεΐα ΓΗ είναι Εφαπτομένη τής 
περιφερείας (Ο), δηλ. βτι ή γωνιά ΓΗΟ είναι όρθή γωνία καί ή 
(Ο) όρθογώνιος πρός τήν (Γ). 

θιάρημα 383—11 

1270. ΕΙς τό προηγούμενόν θεώρημα, αί χορδαί τών έπαφών διέρ¬ 
χονται διά σταθερού σημείου. 

Πράγματι, Επειδή ή γωνία ΑΒΕ είναι όρθή, ή πλευρά ΒΕ αύ¬ 
τής διέρχεται διά τοΟ σταθερού σημείου Λ; έτέρου άκρου τής διά 
τού Α διαμέτρου τής περιφερείας (Ο). 
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θτώρημα 384 

1271. Έάν τςβϊς π£βιφίρειαι (Μ), (Ν), (Ρ) τέμγωνιαι, αΐ τρεις χοι· 
ναι χοφ&αϊ αύιών διέρχονται διά τον αΰτοΰ σημείου· (Μοπ^β). 

1η "ΑπΑΛτιξις. "Εστω Ο τό κοινών σημεϊον τών χορδών ΑΒ καί 
ΓΔ· φέρομεν τήν ΕΟ καί όνομάζομεν Ζ κοί θ τά σημεία τομής 
τής εύθεϊας ταύτης μετά τών περιφερειών (Ν) καί (Ρ). 

"Ας παραστήσωμεν διά τών α, Ρ, γ, 6, ε, ζ καί θ τά έπϊ τών 
χορδών τμήματα, θά Εχωμεν τάς Ισότητας: 


ΕΙς τήν περιφέρειαν (Μ) 

η 

ΤΡ 

II 

0» 

(1) 

» 

(Ν) 

αβ = εζ, 

(2) 

* 

(Ρ) 

γδ = εθ. 

(3) 

Επομένως 

ζ = 

θ ή Ζ = θ, 


δηλ. ή εύθεία ΕΟ διέρχεται 

διά τοΟ κοινού σημείου 

τών (Ν) καί 

(Ρ) περιφερειών. 





2α "Από&ιξις. Δυνάμεθα νά χρη- 
άΓμοποιήσωμεν τά βοηθητικά οττρτά 
(§ 16 κ. έπμ.). Ύποθέσωμεν βτι αί 
τρεις περιφέρειαι είναι μέγιστοι κύ¬ 
κλοι τριών σφαιρών, ίχουσών κέν¬ 
τρα τά σημεία Μ, Ν, Ρ. ΑΙ σφαϊραι 
(Μ) καϊ (Ν) τέμνονται κατά μικρόν 
κύκλον, προβαλλόμενον έπΐ τοΟ Επι¬ 
πέδου ΜΝΡ κατά, τήν ΑΒ, αί 6έ 
(Μ) καϊ (Ρ) κατά μικρόν κύκλον, 
προβαλλόμενον κατά τήν Γ Δ. Ιι. τλ. 

Επειδή 6έ τό σημεϊον τών μι- 
,ρών τούτων κύκλων, τό προβαλλόμενον είς Ο, είναι κοινόν· καϊ 
τών τριών σφαιρών, Επεται δτι θά εύρΙσκεται έπϊ τής τομής τών 
σφαιρών (Ν) καί (Ρ). Κατά συνέπειαν, ή χορδή ΕΖ, καθ' ήν θά 
προβάλλεται ή τομή αΰτη, θά διέρχεται διά του σημείου Ο. 

1271α. ΙΤαραχηρήοτις. 1) Τό κοινόν σημεϊον τών τριών χορδών 





είναι δυνατόν νά εύρίσκεται καί έπϊ τής προεκτάσεως τών χορδών. 
Ή πρώτη άπόδειξις Εξακολουθεί νά Ισχύη καί είς τήν περίπτωσιν 
αύτήν (Σχ. 797). 


602 


2) Δυνάμεθα νά φαντασθώμεν μετατοπιζομένας τάς περιφέ¬ 
ρειας, ώστε νά καταστούν αδται έψαπτόμεναι· μολονότι τά μήκη 
τών κοινών χορδών μηδενίζονται τότε, αΐ όοιακαί διευθύνσεις των 
είναι ώρισμέναι, ώς διευθύνσεις τών κοινών έφαπτομένων είς τά 
σημεία έπαφής. Επομένως : 

ΑΙ χοιναΐ έψαπτόμεναι τριών περιφερειών έφαπτομένων άλέήΐων διέρ¬ 
χονται διά τοϋ αντοΟ σημείου. 

Σημείωσις. Τά δύο άνωτέρο θεωρήματα είναι είδικαΐ περιπ ιώ¬ 
σεις τοΟ έπομένου τής § 1272. 

Τό θεώρημα (§ 1271), διά πραγματικάς κοινάς τεμνούσας, άνή- 
κει είς τόν Μοη^ε. (Κατά τόν Ροηεείεΐ, ΤναίΙέ, κλπ., τ. 1, σ. 40). 

θεώρημα 384—1 


1272. 1) 01 ριζικοί άξονες τριών περιφερειών, λαμβανομένων άνά 
δύο, διέρχονται διά τού αΰτοϋ σημείου. 

2) Τό σημεΐον τούτο — ριζικόν χέντρον τών τριών περιφερειών — 
είναι τό κέντρον περιφερείας τεμνούσης όρθογωνίως τάς τρεις δοθεί σας. 


θεώρημα 386 

1273 . Ή κοινή χορδή τών περιφερειών, ιών έχουαών ώς διαμέτρους 

τάς διαγώνιους τραπεζίου, διέρχεται 
διό τοϋ κοινού σημείου τών μή παραλ 
λήλων πλευρών αΰτοϋ. 

Ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΒΔ 
διέρχεται διά τοΟ ποδός Ζ τής έκ 
τοΰ Β καθέτου έπϊ τήν πλευράν ΑΔ, 
ή δέ μέ διάμετρον ΑΓ διά του πο¬ 
δός Ε τής καθέτου έκ τοΟ Α έπί 
τήν ΓΒ. Τά σημεία δέ ταϋτα, Ε 
καί Ζ, άνήκουν προφανώς είς τήν 
περιφέρειαν μέ διάμετρον ΑΒ. 

"Εστω Ν ή τομή τής ΟΜ καί τής 
περιφερείας ΒΜΝ καί Ν' ή τομή τής 
ΟΜ καί τής περιφερείας ΑΜΓ. Αρ¬ 
κεί νά δειχθή βτι Ν = Ν'. 

Έχομεν 

ΟΜ.ΟΝ = ΟΔ.ΟΖ, (1) 

ΟΜ . ΟΝ' = ΟΓ . ΟΕ. (2) 

θά άποδείξωμεν δτι τά γινόμενα ΟΔ.ΟΖ, ΟΓ . ΟΕ είναι Τσα. 
Έκ τής ήμιπεριφερείας ΑΖΕΒ λαμβάνομεν 

ΟΒ.ΟΕ=ΟΑ.ΟΖ, (3) 

έκ δέ τών παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ, 

"§Γ = ΟΔ' Ί ΟΒ.ΟΔ = ΟΑ.ΟΓ. (4) 

Διά διαιρέσεως κατά μέλη τών Ισοτήτων (3) καί (4), εόρίσκομε'. 
ΟΕ ΟΖ 



ΟΔ _ ΟΓ 


ΟΕ. ΟΓ= ΟΔ . ΟΖ. 
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Έκ συγκρίσεως τής σχέσεως ταύτης πρός τάς (1) καί (2), πορι- 
ζομεθα τήν ισότητα 

ΟΜ. ΟΝ = ΟΜ . ΟΝ', 

6ηλ. τήν ΟΝ = ΟΝ'. 


θκόρημα τοΰ Νιντωνος 386 


1274. ΑΙ διαγώνιοι τετράπλευρου περιγεγραμμένου εις περιφέρειαν 
χαΐ αΐ χορδαί τών σημείων έπαφής τών απέναντι .ιλβυρών διέρχονται 
διά τοΰ αϋτοϋ σημείου. 


"Η : ΑΙ διαγώνιοι ένός έγγεγραμμένου 
ναι τοΟ τετράπλευρου τών έφσπτομένων 
βΐς τάς κορυφές του, διέρχονται διά τοΰ 
αΟτοΟ σημείου. 

ΆπόΛαξις τοΰ £. Αηπβ. Γνωρίζομεν 6τι, 
έάν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίας ϊσας 
καί δύο παραπληρωματικές, αΐ πλευραί, 
αί άπέναντι τών ίσων γωνιών, είναι άνέ- 
λογοι τών πλευρών τών κειμένων άπέναντι 
τών παραπληρωματικών γωνιών (§ 150). 

"Εστω Ο τά σημεϊον τομής· τών ΑΓ 
καί ΗΖ. 


τετραπλεύρου καί έκεϊ- 



Τά τρίγωνα ΑΟΗ, ΓΖΟ Εχουν Τσας 
τάς γωνίας εις Ο καί τάς εις Ζ καί Η παραπληρωματικές, ώς 
σχηματιζομένας ύπό χορδής καί τών (άντιθέτων φορών) έφαπτο- 
μένων εις τά άκρα αύτής. Επομένως 


ΑΗ ΑΟ 
ΓΖ “ ΓΟ 


Εστω Ο' ή τομή τών ΑΓ καί Εθ· θά Εχωμεν όμοίως 
ΑΕ _ ΑΟ^ 

Γθ _ ΓΟ' ' 


Άλλ’ είναι ΑΗ = ΑΕ, ΓΖ = ΓΘ· άρα : 

ΑΟ _ ΑΟ' 

ΓΟ -- ΓΟ' ' 


καί τά σημεία Ο καί Ο' συμπίπτουν. 


θΐώρημα 386—I 

1276. Έατωσαν δύο τετράπλευρα, έξ ών τό πρώτον είναι έγγεγραμ- 
μένον είς περιφέρειαν καί τό άλλο περιγεγραμμένον εις αυτήν καί εχον 
τάς κορυφάς τοΰ πρώτου ώς σημεία έπαφής τών πλευρών του. 

Δείξατε ότι α( απέναντι πλευραί έκαστου τετραπλεύρου τέμνονται, 
άνά δύο κατά τέσσαρα σημεία κείμενα έπ’ ευθείας γραμμής καί ότι αί 
διαγώνιοι τών δύο τετραπλεύρων διέρχονται διά τού αΰτοΰ σημείου. 

Έστωσαν ΑΒΓΔ καί ΕΖΗΘ τά τετράπλευρα. 

1) "Αν Ο είναι τό σημεϊον τομής τών χορδών έπαφής Εθ καί 
ΗΖ, ή τρίτη διαγώνιος ΜΝ τοΟ πλήρους τετραπλεύρου ΕΖΗΘΜΝ 
είναι ή πολική τοΰ σημείου Ο (Ο, α° 798, 3°). 

Τό σημεϊον Λ είναι ό πόλος τής εύθείας Εθ καί τό Κ 6 πόλος 
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τής ΗΖ. Είναι, έπομένως, ή ΛΚ ή πολική τοΟ σημείου τομής Ο 
τών εόθειών Εθ καί ΗΖ καί συμπίπτει πρός τήν ΜΝ, τήν άπο- 
δειχθεΐσαν προηγουμένως ώς πολικήν τοΟ Ο. 

Κεϊνται κατ’ ακολουθίαν τά τέσσαρα σημεία Κ,Λ,Μ,Ν έπ* εύθείας. 



2) Τό σημεϊον Β είναι ό πόλος τής εύθείας ΕΖΜ, τό Ο ό πό¬ 
λος τής ΜΚ καί τό Δ ό πόλος τής ΗΘΜ. 

ΈπειΒή αΐ εύθεϊαι ΜΕ, ΜΗ, ΜΚ διέρχονται διά τοΟ αύτοΟ ση¬ 
μείου Μ, οι πόλοι αύτών Β, Ο, Δ, άντιστοίχως, εύρίσκονται έπ' 
εύθείας γραμμής (Ο., η” 804, 2) καί ή εύθεϊα ΒΟΔ είναι ή πολική 
τοΰ σημείου Μ. 

Άναλόγως, ή εύθεϊα ΑΓ διέρχεται διά τοΟ σημείου Ο. 

3) ΑΙ διαγώνιοι τοΟ περιγεγραμμένου τετραπλεύρου διέρχονται 
διά τών σημείων τομής τών. άπέναντι πλευρών τοΟ έγγεγραμμέ- 
νου τετραπλεύρου. Επειδή αΐ εύθεϊαι Ηθ, ΑΓ, Εθ εΤναι άί πο¬ 
λικοί τών τριών σημείων Δ, Η, Β, κειμένων έπ' εύθείας γραμμής. 
(Ο. η" 804, 1). 

1275 α. ΧημίΙααοις. Τό ΰιώρημα τοΰ Νεύτοιψος άληθεύει καί διά 
τυχοΰσαν κωνικήν τομήν. 

Ή άπόδειξις τής προτάσεως (§ 1274) είναι τοΟ Ι^οη Αηηε (Ν.Α., 
1842, σ. 186- 1844, σ. σ. 28 καί 465). 

Οι δροι πόίος καί πολική εύθεϊα έχρησιμοποιήθησαν τό 1809 ύπό 
τοΰ δεΓνοίε. (Βλ. Ο. άε Γ.οηκεΐιαπιρβ, ΟέοτηέΙηβ άι Ια ΓίρΙε «ί άε 
Ι’έςαβτη, 1890). 

θεώρημα 33Τ 

1276. Αί διχοτόμοι τών γωνιών, τών σχηματιζομένων ύπό τών άπέ 
ναντι. πλευρών εγγεγραμμένου είς περιφέρειαν τετραπλεύρου, τέμνονται 
κατά σημεϊον κείμενον έπ' εύθείας γραμμή; μετά τών μέσων τών δια¬ 
γώνιων τοΰ τετράπλευρου. (Ν. Α.). 

Γνωρίζομεν ήβη βτι τό-σχήμα ΘΙΗΡ εϊναι ρόμβος ($ 675). θά 
άποδείςωμεν κατά πρώτον δει αί πλευραί τοΟ ρόμβου τούτου 
είναι παράλληλοι πρός τάς διαγώνιους 

Έκ τής διχοτόμου ΖΓ λαμβάνομεν 

ΑΓ _ ΑΖ 
ΒΓ ~~ΒΓ’ 
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έκ δέ τών όμοιων τριγώνων ΑΖΓ, ΒΖΔ, 

ΑΖ ΑΓ . 


άρα 

"Ομοίως, ή διχοτόμος 
δίδουν τάς σχέσεις 


ΒΖ 

ΑΓ 

“βΓ 


ΒΔ 

ΑΓ 

ΒΧ 


( 1 ) 


ΕΗ καί τά βμοια τρίγωνα ΑΕΓ, ΔΕΒ 


( 2 ) 



"Εκ συγκρίσεως τών (1) καί 
(2) εύρίσκομεν 

ΑΓ ΑΗ 

ΊΒΓ ΔίΤ ’ 

δηλ. δτι ή εύθεϊα ΗΓ είναι 
παράλληλος πρός τήν διαγώ- 
νιον ΔΒ καί, κατ* άναλογίαν, 
βτι ή Η1 είναι παράλληλος 
πρός τήν ΑΓ. 

"Εστωσαν τώρα Μ, Ν τά 
μέσα τών διαγώνιων καί Κ, Α 
αΐ τομαί τών ΜΒ, Μ Δ μετά 
τών ΘΓ χαί ΙΗ άντιστοίχως. 

"Επειδή ή ΒΜ είναι διάμε¬ 
σος τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, θά 
διαιρή τήν ένοΟσαν τά μέσα 
1'θ τών ΒΓ καί ΒΑ εις δύο 
ΐσα τμήματα καί τό σημεϊον 
Κ θά είναι τό μέσον τής ΘΙ'. 

Άναλόγως, τό Λ θά είναι τό μέσον τής ΙΗ. 

"Η εύθεϊα ΛΚ, ώς ένοΰσα τά μέσα τών άπέναντι πλευρών τοΟ 
ρόμβου, διέρχεται διά τοΟ κοινοΟ σημείου Ο τών διαγώνιων του 
καί είναι έπίσης παράλληλος πρός τάς Ιθ καί ΒΔ. Τό μέ¬ 
σον της, έπομένως, εύρίσκεται έπί τής διαμέσου ΜΝ του τρι¬ 
γώνου ΒΜΔ. 

θιώρημα 387.—I 

1278 α. Αί διχοτόμοι τών γωνιάν τών άπέναντι πλευρών ένός έγ- 
γραψίμου τετράπλευρου χαί α( εϋθεΐαι, αί συνδέουοαι άνά δύο τά μέσα 
τών απέναντι πλευρών τού τετράπλευρου τούτου, διέρχονται διά τοΟ 
αύτοΟ σημείου. 

Πράγματι, αί συνδέουσαι τά μέσα τών άπέναντι πλευρών τέμ- 
νονται εις τό μέσον τής εύθείας ΜΝ, τής συνδεούσης τά μέσα 
τών διαγώνιων ($ 548)· έπομένως, αί διχοτόμοι καί αί συνδέουσαι 
τά μέσα τών άπέναντι πλευρών διέρχονται διά τοΟ αύτοΰ σημείου 
Ο, μέσου τής ΜΝ. 

θιώφημα 387—II 

127ββ . 'Εοτω έγγράχκμον τετράπλευρον ΑΒΓΑ χαί όεωρήσωμεν τά 
τέσσαρα τρίγωνα τά όριξόμενα ύπό τών κορυφών του, άνά τρεις λαμ- 
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βανομένων. ΔΓ {χαοτον έξ αυτών (ώς λ. χ. διά τό ΑΒΓ), φέρομεν κα¬ 
θέτους έχ τής τέταρτης κορυφής τού τετράπλευρου (έχ τής Δ) έπΐ τάς 
τρεΙς πλευράς του. Δείξατε δτι αΐ κατ’ αύτόν τόν τρόπον λαμβανόμεναι 
τέοοαρες εύθεΐαι τού δΐτπεοη διέρχονται διά τού αύτοΰ σημείου χαΐ 
δτι τό σημεΐον τούτο είναι κοινόν των τεσσάρων περιφερειών τών έννέα 
σημείων τών θβωρηθέντων τριγώνων. (Εειηοίπε, Ν. Λ., 1669, σ. 174 
καί 317). 

(Βλ. Ν. Α., 1671, σ. 206 καί ΜϊΙΙεΙ, ΡτίηήραΙκ» τηέΙΗοάε» άε Ια 
βέοτηέΐήΐ ιηοάετηε, σ. 138 καί 139). 

θεώρημα 388 


1277. Τά όρθόχεντρα τών τεσσάρων τριγώνων τής προηγουμένης 
πρστάσεως είναι χορυφαί τετραπλεύρσυ Ισου πρός ιό Αρχικόν ΑΒΓΔ. 

"Εστωσαν Α', Β', Γ’, Δ' τά όρθόκεντρα τών τριγώνων ΒΓΔ, 

ΓΔΑ, ΔΑΒ, ΑΒΓ άντιστοίχως. 
θά πρέπει νά βειχθή δτι 



ΑΒΤ’Δ= ΑΒΓΔ. 

Γνωρίζομεν δτι ή άπόστα- 
σις ΟΡ τοΟ κέντρου τοΟ περι- 
γεγραμμένου κύκλου άπό τής 
πλευράς ΒΔ τοΟ τριγώνου 
ΒΑΔ είναι τό ήμισυ τής άπο- 
στάσεως ΑΓ', τής άπέναντι κο¬ 
ρυφής άπό τοΟ όρθοκέντρου 
τοΟ τριγώνου (§ 1261). "Ωστε : 

ΑΓ'= 2 . ΡΟ = ΓΑ'. 

Τό τετράπλευρον ΑΓΑ'Γ', 
τοΟ όποίου δύο άπέναντι πλευ- 
αΐ είναι Τοαι καί παράλλη- 
οι, είναι παραλληλόγραμμον. 
"Αρα 

ΑΓ = ΑΤ' 
καί κατ' άναλογίαν 
ΒΔ ί= Β ? Δ'. 


ΕΙς τό τρίγωνον ΒΓΔ, ή ΒΑ', κάθετος έπί τήν ΓΔ. είναι ίση 
πρός 2. ΟΛ, είς βέ τό ΓΑΔ, ή.ΑΒ' ίση πάλιν πρός 2,ΟΛ. Είναι 
Απομένως τό σχήμα ΛΒΑ'Β’ παραλληλόγραμμον καί αί ΑΒ καί 
Α'Β' Τσάι καί παράλληλοι εόθεϊαι. 

Κατά τόν Τδιον τρόπον άποδεικνύεται ή Ισότης καί παραλλη¬ 
λία καί τών άλλων πλευρών τών δύο τετραπλεύρων ΑΒΓΔ καί 
Α'Β'Γ'Δ'. Κατά συνέπειαν, είναι τά σχήματα ταΟτα Ισα. 


θεώρημα 388—1 

1277 α· Τά κέντρα τών περιφερειών τών έννέα σημείων τών τεσσά¬ 
ρων τριγώνων, τών άποτελουμένων έχ δύο διαδοχικών πλευρών ένός έγ- 
γραφίμου τετράπλευρου ΑΒΓΔ χαΐ μιας διαγώνιου αύτού, είναι χορυ- 
φαί τετράπλευρου όμοίου πρός τό ΑΒΓΔ. 

Γνωρίζομεν Οτι τό κέντρον τής περιφερείας τών έννέα Τνημείων 
•0 τριγώνου ΒΓΔ είναι τό μέσον τής εύθείας ΟΑ', τής συνδεού- 
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σης τό όρθόκεντρον Α' τοΰ τριγώνου μετά τοΟ κέντρου Ο τής ιτε- 
ριγβγραμμένης περιφέρειας (§ 28). Όμοίως, τό κέντρου τής δερ- 
τέρας περιφερείας είναι τό μέσον τής ΟΒ’ κλπ. (Σχ. 803). Τά 
κέντρα, έποαένως, Α", Β", Γ'', Δ" σχηματίζουν τετράπλευρον 
Α"Β"Γ"Δ" ομοιόθετον τοΟ Α’Β'Γ'Δ' καί δμοιον δρα τοΟ ίσου 

πρός αύτό ΑΒΓΔ. θά ΐχωμεν 6έ : Α"Β''= — (Α'Β'-|-ΑΒ). 
θεώρημα 388—II 

1277 β. θεωρήσωμεν ιό έγγράψιμον τετράπλευρον ΑΒΓΔ καί τά 
τέσσαρα τρίγωνα ΑΒΔ, ΓΒΔ, ΒΑΓ, ΔΑΓ. 

1) ΑΙ εϋδείαι τοΰ δϊπιεοη τών τεσσάρων τούτων τριγώνων, αί αχε- 
τιχαί πρός τάς τετάρτας κορυφάς τοΰ τετράπλευρου, καί αΐ περιφέρεται 
τοΰ Εαΐβτ αυτών διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου. (Εειποίηε, 1869). 

2) ΑΙ εϋθεϊαι, αΐ συνδέουσαι έκάστην κορυφήν τοΰ τετράπλευρου 
μετά τοΰ όρθοκέντρου τοΰ τριγώνου τών τριών άλλων κορυφών, διέρ¬ 
χονται έπίσης διά τοΰ Ιδίου σημείου. Τό σημεϊον τοΰτο είναι τό συμμε¬ 
τρικόν τοΰ κέντρου τής περιγεγραμμένης περιφερείας πρός τό σημεΐον 
τομής τών ένουσών τά μέσα τών άπέναντι πλευρών τοΰ τετράπλευρου 
(τών διαμέσων αύτοΰ). (ΜβΙδοΙ, ΜαΙΗείίβ, 1901, σ. 26, η° 2). 

3) Είκοσι έπτά, λίαν αξιοσημείωτοι, εΰδεϊαι είς τό έπίπεδον ένός 
έγγραφίμου τετράπλευρου διέρχονται διά τοΰ αύτοΰ σημείου, (ϋβίβυί, 
Ν; Λ., 1908, σ. 412). 

1277 γ. Σημειακές. 1) Τό τόσον ένδιαφέρον αύτό σημεϊον έοη- 
μειώθη καί καθωρίσθη ύπό τοΟ ΜείόοΙ (Μαίδβείε, 1901, σ. 25), 
βίγαι δέ τό σημεϊον Ν τοΟ σχήματος 401 τής προτάσεως τής § 676. 

2) Ό ΒΓοεετά είς τά Ν. Α., 1909, σ. 136, άπέδειξε δτι τό άρχι-' 
κόν θεώρημα άνήκει είς τόν Ε. Εβιηοϊηβ (Ν. Α., 1869, σ. 97, ζτμ. 
908)· Χύσεις αύτοΟ έδόθησαν είς τόν αύτόν τόμον, σ. 174, ύττό 
τών Είκ» Βετίοίοιηεο καί Κίερβεί, ώς καί ύπό τοΟ Μοτεί είς σελ. 317. 

Σχετικόν πρός τό θέμα αύτό είναι καί τό ζήτημα 279, τεθέν 
ύπό τοΟ Ρπιπβΐ είς τό ΙηΙ. ά. ηιαΙΚ., ώς καί ή άπάντησις είς αύτό 
τοΟ Ι,επιοϊηε (1894, σ.σ. 151 καί 223). Είς τό Ιδιον περιοδικόν 
άναψέρεται καί σχετική .έργασία τοΟ δ. Κεηίοτ. 

θά ήτο προτιμότερον τό σημεϊον αύτό Ν νά όνομάζεται ση¬ 
μείο* ιον ΜαίΗσί. Επειδή τό άρμοηχό* ϊΠράπλεηρον έχει ήδη τό ση¬ 
μείο* τοΰ Ιετηοϊηε αύτοΟ. 

~ 3) θά ήδύνατο νά άναφέρη τις πρλυαρίθμους Ιδιότητας τοΟ 
έγγραψίμου τετραπΧ,εύρου. Ιδού μερικοί ύποδείζεις: Ν. Α., 1901, 
σ. 374 ύπό Ε. ΙλεγφικΓ 1904, σ, 400, ύπό Εεπιογηβ· 1908, σ. 442, 
Οπό λ. ϋείεηί. ΜαΙΗεβί», 1904, σ. 77, ζτμ. 1442- σ. 79, η» 1141. 

Είς τό περιοδικόν τοΟ Ο. ίβ Εοηχεδαιηρε εύρίσκονται πολυά¬ 
ριθμοι τύποι σχετικοί πρός τό έγγράψιμον τετράπλευρον (/. Μ. Ε·, 
1897, σ. 9, 32, 53, 78, 111, 134, 151, 174. Εεοοες). Είς τόν Ιδιον τό¬ 
μον ύπάρχουν καί άρθρα πολύ ένδιαφέροντα τοΟ Α. Αιιότγ έπί τής 
(ϋοτηΜτίε άε Ια Μεειενε. 


θεώρημα 388— III 

1277 ί, Τό τετράπλευρον τό ϊχον ώς κορυφάς τά κέντρα βάρους 
τών τεσσάρων τριγώνων ΑΒΓ κλπ. ένός τετράπλευρου ΑΒΓΔ, είναι 
δμοιόθετον πρός αύτό. 0· ά. Μείάέιηβΐίαϋββ τοΰ νυίδβΓ» ΙΑΑΔ.ΙΟΠβ 
σ. 44, α« 6079). ’ ’ 
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θεώρημα 389 

1278. Έάν δύο πολύγωνα είναι τοιαΰτα, ώστε : 1) είναι δμοια, 2) αΐ 
ομόλογοι αυτών πλευραί είναι παράλληλοι καί 3) αΐ αποστάσεις τών 
όμολόγων πλευρών άπ' άλλήλαν είναι Ιοαι, ταΟτα είναι περιγράψιμα 
εϊς περιφέρειας (ΒογιΙοπϊ. — Ν. Α., 1860, σ. 306). 

Τά δύο πολύγωνα είναι όμοιόθετα. Έστω Ο τό κέντρον όμοιό- 

χητος ή όμοιοθεσίας αυτών καί Ρ, Ρ’ 
καί π,· π’ αΐ άποστάσεις τοΟ Ο άπό 
δύο ζευγών διαδοχικών όμολόγων 
πλευρών ΑΒ, Α'Β' καί ΒΓ. Β'Γ'. 

Επειδή αΙ κάθετοι αδται είναι 
όμόλογοι εύθεϊαι, θά Εχωμεν 

Ρ π Ρ— Ρ π — π' 

Ρ' ~ π' ’ ~ π’ ' 

Άλλ’ αΐ διαφοραί Ρ — Ρ', π — π' 
είναι Τσάι έξ ύποθέσεως· άρα Ρ'—π', 
Ρ = π καί αί πλευραί τών πολυγώ¬ 
νων Εφάπτονται περιφερειών έχου- 
οών κοινόν κέντρον τό σημεϊον Ο. 

Παρατηρήοεκ. 1) Τά πολύγωνα θά 
είναι έγγράψιμα έάν ΑΒ=ΒΓ, κλπ. 

2) Ή άνωτέρω πρότασις διατυποΰται καί ώς έξής: Δύο πολύ¬ 
γωνα βμοια καί τών όποιων α( όμόλογοι πλευραί είναι παράλλη¬ 
λοι καί εις Τσας άποστάσεις μεταξύ των, είναι περιγράψιμα εις 
όμοκέντρους περιφέρειας. 

θεώρημα 390 



1279. Έάν τρεις περιφέρεται έχουν κοινήν χορδήν ΑΒ, έπί πόσης 

τεμνούοης αύτών ΑΜΟΝ, αγόμενης 

,--—. βι’ ενός τών σημείων τομής και 

/ 0 . \ α μ’ τεμνούοης τά; περιφβρείας είς Μ, 

νίρ. -μ'Γ/—Τζρ· ν\ °ι Ν, όρίζονται έπ* αυτής βύο τμή· 

/ 'χ / \ ματα ΟΜ, ΟΝ έχοντα λόγον οτα- 

I 7 \ θερόν. 

I I /1 \ -Λ I Αρκεί νά άποδείξωμεν βτι τό 

\ V) V \ ! .7)4)· ) σχήμα ΜΟΝΒ μένει Ομοιον Ιαυ- 

\ ..ΧΛΙ^Α / τψ κατά τήν μεταβολήν τής διά 

\/ γ ^ ^ τοΰ Α τεμνούοης. 

ν Αί γων!αι είς τά Μ, Ο, Ν δια- 

“ ' τηροδν σταθερά μεγέθη, έπειδή 

ϊ*. 80 δ. Λ Α 

αί Ο καί Μ βαίνουν έπί σταθε- 
ρών τόξων καί ή Μ είναι παραπληρωματική τής έπίσης έπί στα¬ 
θεροί) τόξου βαινούοης ΑΜ&. ΕΤναι Επομένως ό λόγος 
σταθερός. 


1279α. Παρατηρ>') 0 ίΐς. 1) Καί οι λόγοι “ορρ . 
έπίσης σταθεροί. 


, κλπ. -εΤναι 



